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Lösningar Flerdimensionell Analys

7 Integralkalkyl

7.1
Lösning finns i övningsbok.

7.2
0 ≤ x ≤ 1 och 0 ≤ y ≤ 2 så

∫∫
D

1

(1 + x+ y)2
dxdy =

∫ 2

0

(∫ 1

0

1

(1 + x+ y)2
dx

)
dy

=

∫ 2

0

[
−1

(1 + x+ y)

]1
0

dy

=

∫ 2

0

− 1

2 + y
+

1

1 + y
dy

= [− ln(2 + y) + ln(1 + y)]
2
0

= − ln 4 + ln 3− (− ln 2 + 0)

= −2 ln 2 + ln 3 + ln 2

= ln 3− ln 2

= ln
3

2
.

Notera att det spelar ingen roll om integralen i x eller y utförs först.

7.3
Lösning finns i övningsbok.
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7.4

∫∫
D

y sin(y + xy)dxdy =

∫ π
2

−π
2

∫ 1

0

y sin(y + xy)dxdy

=

∫ π
2

−π
2

[− cos(y + xy)]
1
0 dy

=

∫ π
2

−π
2

− cos 2y + cos ydy

=

[
−1

2
sin 2y + sin y

]π
2

−π
2

= (−0 + 1)− (0− 1)

= 2.

7.5
ex

2+y2

är radiellt symmetrisk så är det en jämn funktion över området. x är däremot uppenbarligen
en udda funktion och har därför samma värde med omvänt tecken för x < 0 som för x > 0. Den
totala integranden är därför udda och integralen måste vara 0. Jämför gärna med hur

∫ 1

−1
xdx = 0.

Om detta inte räcker som förklaring kan integralen beräknas enligt

∫∫
D

xe−x2−y2

dxdy =

∫ 1

−1

xe−x2

dx

∫ 1

−1

e−y2

dy

=

[
−1

2
e−x2

]1
−1

∫ 1

−1

e−y2

dy

=

(
− 1

2e
+

1

2e

)∫ 1

−1

e−y2

dy

= 0×
∫ 1

−1

e−y2

dy

= 0.

7.6
Integranden är udda i x och därför kommer integralens värde att vara noll. Detta eftersom sinx är
udda och 1

(1+x2) är en jämn funktion.
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7.7
Användning av partiell integration

∫
f ′gdt = [fg]−

∫
fg′dt ger∫∫

D

exy(1 + xy)dxdy =

∫ 2

1

∫ 1

0

exy(1 + xy)dxdy

=

∫ 2

1

∫ 1

0

exydxdy +

∫ 2

1

∫ 1

0

xyexydxdy

=

∫ 2

1

[
exy

y

]x=1

x=0

dy +

∫ 2

1

(
[xexy]

x=1
x=0 −

∫ 1

0

exydx

)
dy

=

∫ 2

1

ey − 1

y
dy +

∫ 2

1

ey −
[
exy

y

]x=1

x=0

dy

=

∫ 2

1

ey − 1

y
dy +

∫ 2

1

eydy −
∫ 2

1

ey − 1

y
dy

=

∫ 2

1

eydy

= [ey]
2
1 = e2 − e.

7.8
Lösning finns i övningsbok.

7.9

∫∫
D

xy sin(x+ y)dxdy =

∫ π

0

∫ π

0

xy sin(x+ y)dxdy

=

∫ π

0

y

(∫ π

0

x sin(x+ y)dx

)
dy.

Partiell integration ger att den inre integralen

∫ π

0

x sin(x+ y)dx = [−x cos(x+ y)]
x=π
x=0 −

∫ π

0

− cos(x+ y)dx

= −π cos(π + y) + [sin(x+ y)]
x=π
x=0

= −π cos(π + y) + sin(π + y)− sin y.

Alltså, för att återgå till den ursprungliga räkningen

∫ π

0

y

(∫ π

0

x sin(x+ y)dx

)
dy =

∫ π

0

y(−π cos(π + y) + sin(π + y)− sin y)dy

= −π
∫ π

0

y cos(π + y)dy +

∫ π

0

y sin(π + y)dy −
∫ π

0

y sin ydy.
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Dessa tre integraler kan samtliga beräknas med partiell integration

−π
∫ π

0

y cos(π + y)dy = −π [y sin(π + y]
π
0 + π

∫ π

0

sin(π + y)dy

= −π2 sin 2π − 0 + π [− cos(π + y)]
π
0

= 0− π (cos 2π − cosπ)

= −π(1− (−1) = −2π,

∫ π

0

y sin(π + y)dy = [−y cos(π + y)]
π
0 −

∫ π

0

− cos(π + y)dy

= −π cos 2π − [− sin(π + y)]
π
0︸ ︷︷ ︸

=0 eftersom sin 2π=sinπ=0

= −π,

och

−
∫ π

0

y sin ydy = −
(
[−y cos y]π0 −

∫ π

0

− cos ydy

)
= π cosπ + |− sin y]

π
0︸ ︷︷ ︸

=0

= −π.

Summeras dessa bidrag ges slutligen∫∫
D

xy sin(x+ y)dxdy = −2π − π − π = −4π.

7.10
Lösning finns i övningsbok.
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7.11
Det är godtyckigt om integrationen sker över x eller y först men i följande räkning löses först
0 ≤ x ≤ 1

2 (6− 3y) och sedan 0 ≤ y ≤ 2 (eftersom 3y =⇒ y = 2).

∫ 2

0

∫ 3− 3y
2

0

e−2x−3ydxdy =

∫ 2

0

e−3y

(∫ 3− 3y
2

0

e−2xdx

)
dy

=

∫ 2

0

e−3y

[
−1

2
e−2x

]3− 3y
2

0

dy

=
1

2

∫ 2

0

e−3y
[
1− e−6+3y

]
dy

=
1

2

∫ 2

0

e−3y − e−6dy

=
1

2

[
−1

3
e−3y

]2
0

− 1

2
e−6

∫ 2

0

dy︸ ︷︷ ︸
=2

=
1

6
− 1

6
e−6 − e−6

=
1

6

(
1− 7e−6

)
.

7.12

∫ 1

0

∫ 1

x2

x

1 + y2
dydx =

∫ 1

0

x [arctan y]
1
x2 dx =

∫ 1

0

π

4
x− x arctanx2dx

=
π

4

[
1

2
x2

]
−
∫ 1

0

x arctanx2dx

=
π

8
−
∫ 1

0

x arctanx2dx

Formeln för partiell integration
∫
f ′gdx = [fg] −

∫
fg′dx ger med f ′ = x =⇒ 1

2x
2 och g =

arctanx2 =⇒ g′ = 2x
1+x2 att

∫ 1

0

x arctanx2dx =

[
1

2
x2 arctanx2

]1
0

−
∫ 1

0

1

2
x2 2x

1 + x4
dx

=
1

2
arctan 1︸ ︷︷ ︸

=π
4

−0−
∫ 1

0

x3

1 + x4
dx

=
π

8
−
∫ 1

0

x3

1 + x4
dx.

Den sista integralen kan beräknas med variabelsubstitution t = t4 + 1 =⇒ dt = 4x3dx med
gränserna x ∈ [0, 1]↔ t ∈ [1, 2]
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∫ 1

0

x3

1 + x4
dx =

∫ 2

1

1

4t
dt =

1

4
[lnx]

2
1 =

1

4
ln 2.

Alltså, allt som allt (håll reda på tecken!)∫ 1

0

∫ x2

0

x

1 + y2
dydx =

π

8
− π

8
+

1

4
ln 2 =

1

4
ln 2.

7.13
Lösning finns i övningsbok.

7.14

∫ 1

0

e−y2

∫ y

−y

dxdy =

∫ 1

0

2ye−y2

dy =
[
−e−y2

]1
0
= 1− 1

e
.
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7.15
Avgränsningarna borde vara läsbara från figur 7.1.

−2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

y= − x

y= 1
2x

(0,0)
(-1,1)
(2,1)
y=1

Figur 7.1: Skiss av område i uppgift 7.15.

∫ 1

0

∫ 2y

−y

1

1 + (x− 2y)2
dxdy =

∫ 1

0

[arctan(x− 2y)]
2y
−y dy =

∫ 1

0

0− arctan(−3y)dy

=

∫ 1

0

arctan 3ydy.

Partiell integration

∫ 1

0

arctan 3ydy =

∫ 1

0

1× arctan 3ydy = [y arctan(3y)]
1
0 −

∫ 1

0

y
3

1 + 9y2
dy

= arctan 3−
∫ 1

0

3y

1 + 9y2
dy{

t = 1 + 9y2 =⇒ dt = 18ydy

}

= arctan 3−
∫ 10

1

1

6

1

t
dt = arctan 3− 1

6
ln 10.

7.16

∫ 1

0

∫ √1−y2

0

xy

(1 + y2)2
dxdy =

∫ 1

0

y

(1 + y2)2

∫ √1−y2

0

xdxdy =

∫ 1

0

y

(1 + y2)2

√
1− y2

2

2
dy

=
1

2

∫ 1

0

y(1− y2)

(1 + y2)2
.
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Med variabelbytet


t = y2 + 1 =⇒ dt = 2ydy

y = 0 =⇒ t = 1, y = 1 =⇒ t = 2

y(1− y2)dy = 1
2 (1− y2)dt = 1

2 (2− t)dt

,

kan denna integraln lösas som

1

2

∫ 1

0

y(1− y2)

(1 + y2)2
=

1

4

∫ 2

1

2− t

t2
dt =

1

4

[
−2

t
− ln t

]2
1

=
−1− ln 2− (−2− ln 1)

4
=

1− ln 2

4
.

7.17
a) ∫ 1

0

∫ x

0

xy
√
x2 + y2dxdy =

∫ 1

0

x

∫ x

0

y(x2 + y2)1/2dydx =

∫ 1

0

x

[
1

3
(x2 + y2)3/2

]x
0

dx

=
1

3

∫ 1

0

x
[(
2x2
)3/2 − (x2

)3/2]
dx

=
23/2 − 1

3

∫ 1

0

x4dx︸ ︷︷ ︸
= 1

5

=
2
√
2− 1

15
.

b) ∫ 1

0

∫ 1

0

xy
√
x2 + y2dxdy =

∫ 1

0

x

∫ 1

0

y(x2 + y2)1/2dydx =

∫ 1

0

x

[
1

3
(x2 + y2)3/2

]1
0

dx

=
1

3

∫ 1

0

x
[(
x2 + 1

)3/2 − (x2
)3/2]

dx

=
1

3

∫ 1

0

x(x2 + 1)3/2dx− 1

3

∫ 1

0

x4dx︸ ︷︷ ︸
= 1

5

=
1

3

[
1

5
(x2 + 1)5/2

]1
0

− 1

15

=
1

15

(
4
√
2− 1

)
− 1

15

=
4
√
2− 2

15
.
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7.18
Lösning finns i övningsbok.

7.19

(x2 − y2) = (x+ y)(x− y).

Med s = x+ y och t = x− y ges till följd av att |x|+ |y| ≤ 1 och

|x|+|y| ≤ 1 =⇒ |x| ≤ 1−|y| =⇒


Fall 1: x, y < 0 =⇒ −x ≤ 1 + y ⇐⇒ −x− y ≤ 1⇐⇒ x+ y ≥ −1
Fall 2: x < 0, y > 0 =⇒ −x ≤ 1− y ⇐⇒ −x+ y ≤ 1⇐⇒ x− y ≥ −1
Fall 3: x > 0, y < 0 =⇒ x ≤ 1 + y ⇐⇒ x− y ≤ 1

Fall 4: x, y > 0 =⇒ x ≤ 1− y ⇐⇒ x+ y ≤ 1

.

Från detta går att utläsa att både s = x+ y och t = x− y ligger mellan −1 och 1. Funktionaldeter-
minanten

dsdt =

∣∣∣∣∣ ∂s
∂x

∂s
∂y

∂t
∂x

∂t
∂y

∣∣∣∣∣ dxdy =

∥∥∥∥ 1 1
1 −1

∥∥∥∥ dxdy = | − 2|dxdy = 2dxdy =⇒ dxdy =
1

2
dsdt.

Integralen blir således

∫∫
D

(x2 − y2)10dxdy =

∫∫
D

(x+ y)10(x− y)10dxdy = −1

2

∫ 1

−1

∫ 1

−1

s10t10dsdt

=
1

2

∫ 1

−1

s10ds

∫ 1

−1

t10dt

=
1

2

[
s11

11

]1
−1

[
t11

11

]1
−1

=
1

2

1

112
(1− (−1))(1− (−1))

=
4

2× 112
=

2

121
.

7.20
Lösning finns i övningsbok.
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7.21
Polöra koordinater

{
x = r cosφ

y = r sinφ
=⇒ dxdy =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂r

∂x
∂φ

∂y
∂r

∂y
∂φ

∣∣∣∣∣ drdφ =

∥∥∥∥ cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

∥∥∥∥ drdφ =
∣∣r cos2 φ+ r sin2 φ

∣∣ drdφ = rdrdφ.

Denna funktionaldeterminant är värd att memorera då den används flitigt. om 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2↔
1 ≤ r2 ≤ 2 och eftersom 0 ≤ r gäller 1 ≤ r ≤

√
2 och 0 ≤ φ ≤ 2π. Följaktligen

∫∫
D

ln(1 + x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ √
2

1

ln(1 + r2)rdrdφ =

∫ 2π

0

dφ

∫ √
2

1

r ln(1 + r2)dr

= 2π

∫ √
2

1

r ln(1 + r2)dr.

Partiell integration kan användas för att beräkna

∫ √
2

1

r ln(1 + r2)dr =

[
r2

2
ln(1 + r2)

]√2

1

−
∫ √

2

1

r2

2

2r

1 + r2
dr =

[
ln 3− 1

2
ln 2

]
−
∫ √

2

1

r3

1 + r2
dr.

Med variabelbytet u = 1+r2 =⇒ du = 2rdr och således r3dr = r2rdr = (1+r2−1)rdr = 1
2 (u−1)du

ges

∫ √
2

1

r3

1 + r2
dr =

1

2

∫ 3

2

u− 1

u
du =

1

2
− 1

2
ln 3 +

1

2
ln 2.

Läggs all denna information ihop ges slutligen

∫∫
D

ln(1 + x2 + y2)dxdy = 2π

(
ln 3− 1

2
ln 2− 1

2
(1− ln 3 + ln 2)

)
= π (3 ln 3− 1− 2 ln 2) = π

(
ln

27

4
− 1

)
.

7.22
Återigen ger övergång till polära koordinater ett bra alternativ och området ges av 0 < x2 + y2 =
r2 < 25 =⇒ 0 < r < 5 samt y ≥ |x| ger π/4 ≤ ϕ ≤ 3π/4 (rita enhetscirkeln och y = ±x i ett
koordinatsystem). Det följer att dxdy = rdrdϕ och

∫∫
D

x2ex
2+y2

dxdy =

∫ 3π/4

π/4

∫ 5

0

r2 cos2 ϕer
2

rdrdϕ =

∫ 3π/4

π/4

cos2 ϕdϕ

∫ 5

0

r3er
2

dr.

Dessa integraler faktoriserar som synes den ursprungliga integralen och kan beräknas individuellt
enligt

∫ 3π/4

π/4

cos2 ϕdϕ =

∫ 3π/4

π/4

1

2
+

1

2
cos 2ϕdϕ =

π

4
+

1

2

[
1

2
sin 2ϕ

]3π/4
π/4

=
π

4
+

1

4

(
sin

3π

2
− sin

π

2

)
=

1

4
(π − 2),

10
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och

∫ 5

0

r3er
2

dr =

∫ 5

0

r2 × rer
2

dr =

[
r2 × 1

2
er

2

]5
0

−
∫ 5

0

2r
1

2
er

2

dr =
25

2
e25 −

[
1

2
er

2

]5
0

=
25− 1

2
e25 +

1

2
= 12e25 +

1

2
.

Sammantaget ∫∫
D

x2ex
2+y2

dxdy =
1

4
(π − 2)

(
12e25 +

1

2

)
.

7.23
I polära koordinater blir området x2 + y2 ≤ 1 ←→ 0 ≤ r ≤ 1 och {−x ≤ y ≤ x}

⋃
{x ≥ 0} ←→

−π/4 ≤ ϕ ≤ π/4. Vidare är

x2−y2 = r2 cos2 ϕ−r2 sin2 ϕ = r2(cos2 ϕ−(1−cos2 ϕ)) = r2(2 cos2 ϕ−1) = r2(1+cos 2ϕ−1) = r2 cos 2ϕ,

och

2xy = 2r cosϕ× r sinϕ = r2 × 2 sinϕ cosϕ = r2 sin 2ϕ.

Därför är

∫∫
D

(x2 − y2)e2xydxdy =

∫ π/4

−π/4

∫ 1

0

r2 cos 2ϕer
2 sin 2ϕrdrdϕ =

∫ 1

0

r3
∫ π/4

−π/4

cos 2ϕer
2 sin 2ϕdϕdr,

eftersom d
dϕe

r2 sin 2ϕ = er
2 sin 2ϕ × 2r2 cos 2ϕ, kan en primitiv funktion användas så att

∫ 1

0

r3
∫ π/4

−π/4

cos 2ϕer
2 sin 2ϕdϕdr =

∫ 1

0

[
1

2r2
er

2 sin 2ϕ

]π/4
−π/4

r3dr =

∫ 1

0

1

2
r
(
er

2 sin π
2 − er

2 sin(−π
2 )
)
dr

=
1

2

∫ 1

0

rer
2

dr − 1

2

∫ 1

0

re−r2drdr

=
1

2

[
1

2
er

2

]1
0

− 1

2

[
−1

2
e−r2

]1
0

=
1

4

(
e1 − 1− (−e−1 − (−1))

)
=

e+ e−1 − 2

4

=
e1/2 − e−1/2

2

e1/2 − e−1/2

2

= sinh2
1

2
.

11
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7.24
Lösning finns i övningsbok.

7.25

x2 + y2 − 2x+ 6y ≤ 6⇐⇒ (x− 1)2 − 1 + (y + 3)2 − 9 ≤ 6⇐⇒ (x− 1)2 + (y + 3)2 ≤ 16.

Mängden är alltså en cirkel med radie
√
16 = 4 och mittpunkt i (1,−3). Låt därför{

x = 1 + r cosϕ

y = −3 + r sinϕ
; 0 < r < 4, 0 < ϕ < 2π, dxdy = rdrdϕ.

Alltså

∫∫
D

xydxdy =

∫ 2π

0

∫ 4

0

(1 + r cosϕ)(−3 + r sinϕ)rdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 4

0

−3r − 3r2 cosϕ+ r2 sinϕ︸ ︷︷ ︸
=0, eftersom både sin och cos integreras till 0 över ett intervall på 2π

+r3 cosϕ sinϕdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 4

0

−3rdrdϕ+

∫ 2π

0

1

2
sin 2ϕdϕ︸ ︷︷ ︸

=0, av samma anledning som ovan

∫ 4

0

r3dr

= 2π

[
−3

2
r2
]4
0

+ 0

= −48π.

Om läsaren erfordrar bevis:∫ 2π

0

cos(nθ)dθ =

[
1

n
sin(nθ)

]2π
0

= 0, för n ∈ Z,

och analogt för
∫ 2π

0
sin(nθ)dθ.

7.26
Lösning finns i övningsbok.
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7.27
Ellipsskivan motiverar variabelbyten {

x = 2r cosϕ

y = 3r sinϕ
,

där 2 respektive 3 som multiplikativa förfaktorer kommer från att halvaxlarna på ellipsen är
√
4 = 2

respektive
√
9 = 3. Det följer

x2

4
+

y2

9
≤ 1⇐⇒ 4r2 cos2 ϕ

4
+

9r2 sin2 ϕ

9
≤ 1⇐⇒ r2 ≤ 1,

där trigonometriska ettan avändes i sista steget.

Funktionaldeterminanten

dxdy =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ drdϕ =

∥∥∥∥ 2 cosϕ −2r sinϕ
3 sinϕ 3r cosϕ

∥∥∥∥ drdϕ = 6rdrdϕ,

återigen med hänvisning till trigonometriska ettan. Integralen blir

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(4r2 cos2 ϕ+ 9r2 sin2 ϕ)6rdrdϕ

=

∫ 1

0

24r3
(∫ 2π

0

cos2 ϕdϕ

)
dr +

∫ 1

0

54r3
(∫ 2π

0

sin2 ϕdϕ

)
dr

= 24

[
r4

4

]1
0

[
ϕ

2
− 1

4
sin 2ϕ

]2π
0

+ 54

[
r4

4

]1
0

[
ϕ

2
+

1

4
sin 2ϕ

]2π
0

= 6π +
27

2
π

=
39π

2
,

där det användes att

cos2 ϕ =
1 + cos 2ϕ

2
, sin2 ϕ =

1− cos 2ϕ

2
.

7.28
Lösning finns i övningsbok.

13



Lösningar Flerdimensionell Analys

7.29

x4 − y4 = (x2 + y2)(x2 − y2).

Detta motiverar variabelbytet

{
s = x2 + y2

t = x2 − y2
=⇒ dsdt =

∣∣∣∣ ∂s
∂x

∂s
∂x

∂t
∂x

∂t
∂y

∣∣∣∣ dxdy =

∥∥∥∥ 2x 2y
2x −2y

∥∥∥∥ dxdy = |−8xy|dxdy ⇐⇒ dxdy = − 1

8xy
dsdt

Med 1 < t < 4 och
√
17 < s < 5 (minusteckent då x < 0). Eftersom x < 0, y > 0 och x2 = 1

2 (s+ t),
y2 = 1

2 (s− t) gäller

x = −
√

s+ t

2
, y =

√
s− t

2
=⇒ − 1

8xy
=

1

8

√
2

(s+ t)

2

(s− t)
=

1

4

1√
s2 − t2

.

Integralen beräknas nu till

∫∫
D

(x4 − y4)dxdy =
1

4

∫ 4

1

∫ 5

√
17

st√
s2 − t2

dsdt

=
1

4

∫ 5

√
17

s
[
−
√
s2 − t2

]4
1
ds

=
1

4

∫ 5

√
17

s
√
s2 − 1− s

√
s2 − 16ds

=
1

4

[
1

3
(s2 − 1)3/2

]5
√
17

− 1

4

[
1

3
(s2 − 16)3/2

]5
√
17

=
243/2 − 163/2 − 93/2 + 13/2

12

=
24
√
24− 16

√
16− 9

√
9 + 1

12

=
48
√
6− 64− 27 + 1

12

=
48
√
6− 90

12

= 4
√
6− 15

2
.

7.30
Lösning finns i övningsbok.
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7.31
Polära koordinater spänner upp R2 om 0 < r < ∞ och 0 < ϕ < 2π. x2 = r2 cos2 ϕ,

√
x2 + y2 = r

och dxdy = rdrdϕ varför

∫∫
R2

x2e−
√

x2+y2
dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

r3 cos2 ϕe−rdrdϕ

=

∫ 2π

0

(
1

2
+

1

2
cos 2ϕ

)
dϕ

∫ ∞

0

r3e−rdr.

Dessa integraler kan beräknas var för sig enligt∫ 2π

0

(
1

2
+

1

2
cos 2ϕ

)
dϕ =

[
ϕ

2
+

1

4
sin 2ϕ

]2π
0

= π,

och med hjälp av partiell integration i flera steg

∫ ∞

0

r3e−rdr =
[
−r3e−r

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ ∞

0

−3r2e−rdr

=
[
−3r2e−r

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ ∞

0

−6re−rdr

=
[
−6re−r

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫
−6e−rdr

=
[
−6e−r

]∞
0

= lim
R→∞

−6e−R + 6

= 6.

Produkten blir således∫∫
R2

x2e−
√

x2+y2
dxdy =

∫ 2π

0

(
1

2
+

1

2
cos 2ϕ

)
dϕ

∫ ∞

0

r3e−rdr = 6π.

7.32

∫∫
D

1

1 + x2y2
dxdy =

∫ 2

1

∫ ∞

0

1

1 + x2y2
dydx =

∫ 2

1

[
1

x
arctan(xy)

]y→∞

y=0

dx

=

∫ 2

1

1

x

π

2
− 0dx

=
π

2
lnx
∣∣∣2
1

=
π

2
ln 2.

15
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7.33
Polära koordinater ger x2 + y2 = r2 och dxdy = rdrdϕ från vilket

∫∫
R2

1

(1 + x2 + y2)α
dxdy =

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

0

1

(1 + r2)α
rdr

= 2π

∫ ∞

0

r

(1 + r2)α
dr.

Om α = 1 ges den primitiva funktionen av 1
2 ln(1 + r2) vilken inte konvergerar för r →∞. I annat

fall ges den primitiva funktionen till r(1 + r2)−α av

1

2(1− α)
(1 + r2)1−α,

med konvergens för r →∞ om och endast om α > 1. I dessa fall är∫ ∞

0

r

(1 + r2)α
dr = lim

R→∞

[
1

2(1− α)
(1 + r2)1−α

]R
0

= 0− 1

2(1− α)
=

1

2(α− 1)
.

Med faktorn 2π blir således integralen i sin helhet

π

α− 1
, om α > 1.

7.34
Lösning finns i övningsbok.
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7.35
Från 7.34 är det kännt att integralen konvergerar för α = 1 För α ̸= 1 gäller

∫∫
D

1

(x+ y)α
dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(x+ y)−αdydx =

∫ 1

0

[
(x+ y)1−α

1− α

]y=1−x

y=0

dx

=

∫ 1

0

11−α

1− α
− x1−α

1− α
dx

=
1

1− α
− 1

1− α

[
x2−α

2− α

]1
0

= lim
ξ→0

1

1− α
− 1

(1− α)(2− α)

(
12−α − ξ2−α

)
.

där det antas att α ̸= 2 i vilket fall den primitiva funktionen i x istället skulle vara∫ 1

0

− x1−α

1− α
dx = − 1

1− 2

∫ 1

0

1

x
= ln 1− lim

ξ→0
ln ξ,

vilket inte konvergerar.

Gränsvärdet

lim
ξ→0

ξ2−α <∞ ⇐= α < 2,

eftersom 0β endast är ett giltigt gränsvärde om β ≥ 0 och α = 2 utesluts av tidigare nämnda skäl.

7.36
Området ges av 0 < y < 1− x och 0 < x < 1. Därför kan integralen beräknas för α ̸= −1 enligt

∫∫
D

(1− x− y)αdxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1− x− y)αdydx =

∫ 1

0

[
− (1− x− y)α+1

α+ 1

]y=1−x

y=0

dx

= − 1

α+ 1

∫ 1

0

(1− x− (1− x)︸ ︷︷ ︸
=0

)α+1 − (1− x)α+1dx


=

1

α+ 1

[
− (1− x)α+2

α+ 2

]1
0

=
1

(α+ 1)(α+ 2)
.

17
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7.37
Lösning finns i övningsbok.

7.38
Polära koordinater x2 + y2 = r2 och dxdy = rdrdϕ ger

∫∫
R2

1

(x2 + y2)α/2
dxdy =

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

0

r

(r2)α/2
dr = 2π

∫ ∞

0

r1−αdr

{α ̸= 2} = 2π

[
r2−α

2− α

]∞
0

=
2π

2− α

(
lim

R→∞
R2−α − lim

ϵ→0
ϵ2−α

)
.

Om α = 2 gäller istället [ln r]
∞
0 vilket uppenbarligen inte är konvergent. Gränsvärdet

lim
R→∞

R2−α <∞⇐⇒ α > 2,

emedan

lim
ϵ→0

ϵ2−α <∞⇐⇒ α < 2,

varför integralen inte är konvergent får något α ∈ R.

7.39
Polära koordinater∫∫

D

arctan2(xy)

(x2 + y2)2
rdrdϕ =

∫ 2π

0

∫ ∞

1

arctan2(r2 cosϕ sinϕ)

r3
drdϕ.

Eftersom −π
2 < arctan(z) < π

2 så är arctan2(r2 cosϕ sinϕ < π
4 och med denna övre uppskattning

gäller

∫ 2π

0

∫ ∞

0

arctan2(r2 cosϕ sinϕ)

r3
drdϕ <

π

4

∫ 2π

1

dϕ

∫ ∞

0

r−3dr =
π2

2
r−2

∣∣∣∣∣
∞

1

=
π2

2
,

eftersom integralen är övre begränsad så är den också konvergent.
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7.40
Övergång till polära koordinater x = r cosϕ, y = r sinϕ med dxdy = rdrdϕ ger att integralen kan
skrivas

∫∫
R2

x2

(1 + x2)(x2 + y2)3/2
dxdy =

∫∫
R2

r2 cos2 ϕ

(1 + r2 cos2 ϕ)(r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ)3/2
rdrdϕ

=

∫∫
R2

cos2 ϕ

1 + r2 cos2 ϕ
drdϕ

=

∫ 2π

0

[arctan(r cosϕ)]
r→∞
r=0 | cosϕ|dϕ

=
π

2

∫ 2π

0

√
cos2 ϕdϕ,

eftersom

∂

∂r
arctan(r cosϕ) =

cosϕ

1 + r2 cos2 ϕ
=⇒ ∂

∂r
cosϕ arctan(r cosϕ) =

cos2 ϕ

1 + r2 cos2 ϕ
,

men då integranden är strängt positiv så måste absolutbeloppet av cosϕ tas istället för cosϕ självt
(annars är integralen 0 vilket inte är rimligt då integranden är positivt semidefinit och det finns
punkter i vilket den är nollskild). Detta kan också ses med variabelbyte u(r) = r cosϕ och därav

cos2 ϕ

1 + r2 cos2 ϕ
dr =

cos2 ϕ

1 + u2

∣∣∣∣ ∂r∂u
∣∣∣∣ du =

cos2 ϕ

1 + u2

1

| cosϕ|
du =

| cosϕ|
1 + u2

du,

där
∣∣ ∂r
∂u

∣∣ är den endimensionella funktionaldeterminanten.

Integralen är, till följd av begränsade funktiontioner i integranden, konvergent och dess värde är

π

2

∫ 2π

0

√
cos2 ϕdϕ = 2× π

2

∫ π/2

−π/2

cosϕdϕ = π [sinϕ]
π/2
−π/2 = 2π.

19



Lösningar Flerdimensionell Analys

7.41
Med polära koordinater 0 < r < 1, 0 < ϕ < 2π ges

∫∫
D

1 + x2

x2(x2 + y2)3/2
dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

1 + r2 cos2 ϕ

r2 cos2 ϕ(r2)3/2
rdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

1 + r2 cos2 ϕ

r4 cos2 ϕ
drdϕ

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

1

r4 cos2 ϕ
+

1

r2
dϕdr

=

∫ 1

0

1

r4
[tanϕ]

2π
0︸ ︷︷ ︸

=0

+
2π

r2
dr

=

∫ 1

0

2π

r2
dr

= lim
ρ→0

2π

[
−1

r

]1
ρ

= 2π

(
lim
ρ→0

1

ρ
− 1

)
→∞.

Integralen är alltså divergent.

7.42
Eftersom ex+y+z = exeyez kan integralen faktoriseras enligt∫∫∫

K

ex+y+zdxdydz =

∫ 1

0

exdx

∫ 1

0

eydy

∫ 1

0

ezdz =

(∫ 1

0

exdx

)3

=
(
[ex]

1
0

)3
= (e− 1)3.

7.43
Lösning finns i övningsbok.
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7.44
Ett bra koordinatbyte är polära koordinater för x och y så att{

x = r cosϕ

y = r sinϕ
,

{
0 < r < z

0 < ϕ < 2π
, dxdy = rdrdϕ.

Då ges

∫∫∫
K

x2 + y2dxdydz =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

dϕ

∫ z

0

r2rdr

)
= 2π

∫ 1

0

z4

4
=

π

2

[
z5

5

]1
0

=
π

10
.

7.45
Sfäriska koordinater kan skrivas enligt


x = r cosϕ sin θ

y = r sinϕ sin θ

z = r cosϕ

,

Funktionaldeterminanten

dxdydz =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∂y
∂θ

∂z
∂r

∂z
∂ϕ

∂z
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ drdϕdθ =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ sin θ −r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ
sinϕ sin θ r cosϕ sin θ r sinϕ cos θ

cos θ 0 −r sin θ

∣∣∣∣∣∣ drdϕdθ
=

(
cos θ

∣∣∣∣ −r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ
r cosϕ sin θ r sinϕ cos θ

∣∣∣∣− r sin θ

∣∣∣∣ cosϕ sin θ −r sinϕ sin θ
sinϕ sin θ r cosϕ sin θ

∣∣∣∣) drdϕdθ

=
∣∣cos θ (−r2 sin2 ϕ sin θ cos θ − r2 cos2 ϕ cos θ sin θ

)
− r sin θ

(
cos2 ϕ sin2 θ + sin2 ϕ sin2 θ

)∣∣ drdϕdθ
=
∣∣−r2 cos2 θ sin θ − r2 sin2 θ sin θ

∣∣ drdϕdθ
= r2 sin θdrdϕdθ, (7.1)

Gränserna erfordrar, 0 < ϕ < 2π (cylindrisk symmetri i x, y)

x2 + y2 + z2 ≤ 1⇐⇒ r2 ≤ 1 =⇒ 0 ≤ r ≤ 1,

z ≥
√
x2 + y2 =⇒ r cos θ ≥ r sin θ =⇒ cos θ ≥ sin θ =⇒ 0 < θ <

π

4
.

∫∫∫
K

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ π/4

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

r3dr =
π

2

(
1− 1√

2

)
.
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7.46
Efter övergång till sfäriska koordinater ges x2 + y2 + z2 = r2 och volymelementet dxdydz =
r2 sin θdrdϕdθ enligt ekvation (7.1). Alltså för 1 < r2 < 4 =⇒ 1 < r < 2, 0 < ϕ < 2π och
0 < θ < π ges

∫∫∫
K

1

x2 + y2 + z2
dxdydz =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 2

1

1

r2
r2 sin θdrdϕdθ

=

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϕ︸ ︷︷ ︸
=2π

∫ 2

1

dr︸ ︷︷ ︸
=1

= 2π [− cos θ]
π
0

= 2π(1− (−1)) = 4π

7.47
Lösning finns i övningsbok

7.48
Först och främst är volymen av enhetsklotet V =

∫∫∫
K
dxdydz = 4π

3 . Om anledningen till detta är
oklart så övergå till polära koordinater där dxdydz = r2 sin θdrdϕdθ för att erhålla

V =

∫∫∫
K

dxdydz =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0

r2 sin θdrdϕdθ = [− cos θ]
θ=π
θ=0 [ϕ]

ϕ=2π
ϕ=0

[
r3

3

]r=1

r=0

=
4π

3
,

eller använd den klassiska volymformeln av ett klot 4πr3/3 för r = 1. Detta används för att skriva
om ∫∫∫

K

(x+ 3)dxdydz =

∫∫∫
k

xdxdydz + 3

∫∫∫
k

dxdydz =

∫∫∫
k

xdxdydz + 4π.

Med övergång till sfäriska koordinater är x = r cosϕ sin θ och

∫∫∫
k

xdxdydz =

∫ π

0

sin2 θdθ

∫ 2π

0

cosϕdϕ︸ ︷︷ ︸
=0

∫ 1

0

r3dr = 0,

och därför är ∫∫∫
K

(x+ 3)dxdydz = 3

∫∫∫
K

dxdydz = 4π.

Att integralen
∫∫∫

K
xdxdydz = 0 går också att härleda från att funktionen x är udda över enhetssfä-

ren och måste således integreras till 0 över detta område.
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7.49

∫∫∫
K

(
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

)
dxdydz

=

∫∫∫
K

x2dxdydz +

∫∫∫
K

y2dxdydz +

∫∫∫
K

z2dxdydz

− 2a

∫∫∫
K

xdxdydz − 2b

∫∫∫
K

ydxdydz − 2c

∫∫∫
K

zdxdydz

+ (a2 + b2 + c2)

∫∫∫
K

dxdydz.

Det skadar inte att göra övergången till sfäriska koordinater och genomföra samtliga räkningar—är
nedanstående resonemang svårt att följa så rekommenderas att göra just detta—men det underlättar
att kostatera först och främst att∫∫∫

K

dxdydz = Volymen av enhetsklotet =
4π

3
,

och vidare av symmetriskäl att∫∫∫
K

x2dxdydz =

∫∫∫
K

y2dxdydz =

∫∫∫
K

z2dxdydz,

samt ∫∫∫
K

xdxdydz =

∫∫∫
K

ydxdydz =

∫∫∫
K

zdxdydz = 0,

eftersom funktionerna x, y, z är udda över enhetsklotet. Därför förenklas ovanstående till

∫∫∫
K

(
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

)
dxdydz

=

∫∫∫
K

x2dxdydz +

∫∫∫
K

y2dxdydz +

∫∫∫
K

z2dxdydz

− 2a

∫∫∫
K

xdxdydz − 2b

∫∫∫
K

ydxdydz − 2c

∫∫∫
K

zdxdydz

+ (a2 + b2 + c2)

∫∫∫
K

dxdydz

= 3

∫∫∫
K

x2dxdydz + (a2 + b2 + c2)
4π

3
.

Det går lika bra att göra räkningen över y2 eller z2 eftersom området är sfäriskt symmetriskt och ro-
tation av koordinataxlarna således inte ändrar området. Integralen kan räknas i sfäriska koordinater
som

∫∫∫
K

x2dxdydz =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ 1

0

r2 cos2 ϕ sin2 θr2 sin θdrdϕdθ

=

∫ π

0

sin3 θdθ

∫ 2π

0

cos2 ϕdϕ

∫ 1

0

r4dr.

De ingående integralerna kan räknas ut enligt
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∫ π

0

sin3 θdθ =

∫ π

0

(
eiθ − e−iθ

2i

)3

dθ

=

∫ π

0

1

(2i)3
(
ei3θ − 3eiθ + 3e−iθ − e−i3θ

)
dθ

=

∫ π

0

1

(2i)2
ei3θ − e−i3θ

2i
− 3

1

(2i)2
eiθ − e−iθ

2i
dθ

=

∫ π

0

−1

4
sin 3θ +

3

4
sin θdθ

=

[
1

12
cos 3θ − 9

12
cos θ

]π
0

=
1

12
[(−1 + 9)− (1− 9)]

=
8− (−8)

12
=

4

3
,

∫ 2π

0

cos2 ϕdϕ =
1

2

∫ 2π

0

1 + cos 2ϕdϕ =
1

2

∫ 2π

0

dϕ︸ ︷︷ ︸
=2π

+
1

2

∫ 2π

0

cos 2ϕdϕ︸ ︷︷ ︸
=0

= π,

och slutligen ∫ 1

0

r4dr =
1

5
.

Följaktligen ∫∫∫
K

(
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

)
dxdydz

= 3

∫∫∫
K

x2dxdydz + (a2 + b2 + c2)
4π

3
.

= 3
4

3
π
1

5
+ (a2 + b2 + c2)

4π

3

= (a2 + b2 + c2 +
3

5
)
4π

3
.
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7.50
För y = r sinϕ sin θ ≥ 0 =⇒ 0 ≤ ϕ ≤ π och 0 ≤ θ ≤ π. Vidare för z = r cos θ ≥ 0 =⇒ −π

2 ≤ θ ≤
π
2 . Unionen av dessa mängder ger att området K ges av

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ π

2
.

Koordinatbyte z = r cos θ, dxdydz = r2 sin θdrdϕdθ (ekvation (7.1)) ger

∫∫∫
K

zdxdydz =

∫ π/2

0

∫ π

0

∫ 1

0

r cos θr2 sin θdrdϕdθ

=

∫ π/2

0

cos θ sin θ

∫ π

0

dϕ︸ ︷︷ ︸
=π

∫ 1

0

r3dr︸ ︷︷ ︸
= 1

4

=
π

4

∫ π/2

0

1

2
sin 2θdθ

=
π

8

[
−1

2
cos 2θ

]π/2
0

= − π

16
(cosπ − cos 0)

= − π

16
(−1− 1) =

π

8

7.51
Integranden och området är symmetrisk i enhetscirklen. Ett koordinatbyte till polära koordinater{

x = r cosϕ

y = r sinϕ
,

{
0 < r2 < 1− z2

0 < ϕ < 2π
, dxdy = rdrdϕ,

ger då
√
x2 + y2 = r ≤ z ≤

√
1− x2 − y2 =

√
1− r2. Således eftersom z ≥

√
x2 + y2 = r =⇒

z2 ≥ r2 och 1 ≥ r2 + z2 ≥ r2 + r2 = 2r2 =⇒ 0 < r < 1√
2

∫∫∫
K

z

1 + x2 + y2
dxdydz =

∫ 2π

0

∫ 1√
2

0

(∫ √
1−r2

r

z

1 + r2
dz

)
rdrdϕ

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1√
2

0

r

1 + r2

[
z2

2

]√1−r2

r

dr

= π

∫ 1√
2

0

r

1 + r2
(
1− r2 − r2

)
dr

= π

∫ 1√
2

0

r

1 + r2
dr − π

∫ 1√
2

0

2r3

1 + r2
dr

= π
1

2
ln(1 + r2)

∣∣∣∣∣
1√
2

0

− 2π

∫ 1√
2

0

r3

1 + r2
dr

=
π

2
ln

3

2
− 2π

∫ 1√
2

0

r3

1 + r2
dr.
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Med variabelbyte t = r2 =⇒ dr = 1
2rdt =⇒ r3

1+r2 dr = t
1+tdt =

1+t−1
1+t dt = dt− 1

1+tdt, ger∫ 1√
2

0

r3

1 + r2
dr =

1

2

(∫ 1/2

0

dt−
∫ 1/2

0

1

1 + t
dt

)
=

1

4
− 1

2
ln

3

2
.

Slutligen

∫∫∫
K

z

1 + x2 + y2
dxdydz =

π

2
ln

3

2
− 2π

∫ 1√
2

0

r3

1 + r2
dr =

π

2
ln

3

2
− 2π

(
1

4
− 1

2
ln

3

2

)
=

3π

2
ln

3

2
− π

2
.

7.52
Lösning finns i boken.

7.53
Sfäriska koordinater 0 < r <∞, 0 < ϕ < 2π och 0 < θ < π samt dxdydz = r2 sin θdrdϕdθ ger

∫∫∫
R3

e−r

r
dxdydz =

∫ π

0

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−r

r
r2 sin θdrdϕdθ =

∫ π

0

sin θdθ

∫ ∞

0

re−rdr

∫ 2π

0

dϕ

= [− cos θ]
π
0

[−rer]∞0︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ ∞

0

−e−rdr

 [ϕ]
2π
0

= (1− (−1))
[
−e−r

]∞
0

2π

= 4π.

7.54
Låt s = x+ 2y + 2z, t = 2x− 2y + z och u = 2x+ y − 2z. Funktionaldeterminaten

dsdtdu =

∣∣∣∣∣∣∣
∂s
∂x

∂t
∂y

∂s
∂z

∂t
∂x

∂t
∂y

∂t
∂z

∂u
∂x

∂t
∂y

∂u
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ dxdydz =

∥∥∥∥∥∥
1 2 2
2 −2 1
2 1 −2

∥∥∥∥∥∥ dxdydz
= |(4− 1)− 2(−4− 2) + 2(2− (−4))| dxdydz
= |3 + 12 + 12| dxdydz = 27dxdydz

=⇒ dxdydz =
1

27
dsdtdu.
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Det följer att

∫∫∫
R3

e−(x+2y+2z)

(1 + (2x− 2y + z)2) (1 + (2x+ y − 2z)2)
dxdydz =

1

27

∫∫∫
R3

e−s2

(1 + t2)(1 + u2)
dsdtdu

=
1

27

∫ ∞

−∞
e−s2ds

∫ ∞

−∞

1

1 + t2
dt

∫ ∞

−∞

1

1 + u2
du

=
1

27
[arctan t]

t→∞
t→−∞ [arctanu]

u→∞
u→−∞

∫ ∞

−∞
e−s2ds

=
1

27

(π
2
−
(
−π

2

))(π
2
−
(
−π

2

))∫ ∞

−∞
e−s2ds

=
π2

27

∫ ∞

−∞
e−s2ds.

Nu, kära läsare, har vi kommit fram till en integral som borde få alla att bli förälskade i flerdimen-
sionell analys. Det finns ingen analytisk primitiv funktion till e−s2 . Låt istället

I =

∫ ∞

−∞
e−s2ds.

Därför är

I2 =

(∫ ∞

−∞
e−s2ds

)(∫ ∞

−∞
e−s2ds

)
.

Valet av beteckning för variabeln s är godtycklig, således är

I2 =

(∫ ∞

−∞
e−s2ds

)(∫ ∞

−∞
e−s2ds

)
=

∫ ∞

−∞
e−a2

da

∫ ∞

−∞
e−b2db =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−a2

e−b2dadb =

∫∫
R2

e−(a2+b2)dadb.

Med polära koordinater{
a = r cosϕ

b = r sinϕ
,

{
0 < r <∞
0 < ϕ < 2π

, dadb = rdrdϕ,

varifrån a2 + b2 = r2

I2 =

∫∫
R2

e−(a2+b2)dadb =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−r2rdrdϕ

= 2π

[
−1

2
e−r2

]∞
0

=
2π

2
(−0− (−1)

= π,

och eftersom I2 = π samt att I > 0 (integranden e−s2 är strängt positiv) så ges I =
√
π. Alltså

I =

∫ ∞

−∞
e−s2ds =

√
π,

det är ju värt att läsa kursen bara för att kunna flexa med det!

Slutligen

∫∫∫
R3

e−(x+2y+2z)

(1 + (2x− 2y + z)2) (1 + (2x+ y − 2z)2)
dxdydz =

π2

27

∫ ∞

−∞
e−s2ds.

=
π2

27

√
π =

π5/2

27
.
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7.55
Arean av A ges av ∫∫

A

dudv.

Eftersom

dudv =

∣∣∣∣ u′
x u′

y

v′x v′y

∣∣∣∣ dxdy =

∥∥∥∥ 3x2 0
0 3y2

∥∥∥∥ dxdy = 9x2y2,

gäller ∫∫
A

dudv = 9

∫∫
x2+y2≤1

x2y2dxdy.

Polära koordinater med dxdy = rdrdϕ ger

9

∫∫
x2+y2≤1

x2y2dxdy = 9

∫ 2π

0

∫ 1

0

r4 cos2 ϕ sin2 ϕrdrdϕ = 9

∫ 2π

0

1

4
sin2 2ϕdϕ

∫ 1

0

r5dr

=
9

4

∫ 2π

0

1

2
− 1

2
cos 2ϕdϕ

[
r6

6

]1
0

=
9

24

[
ϕ

2
− 1

4
sin 2ϕ

]2π
0

=
9π

24
=

3π

8
.

7.56
x2 ≤ x =⇒ 0 ≤ x ≤ 1∫∫

D

xe−2ydxdy =

∫ 1

0

x

∫ x

x2

e−2ydydx =

∫ 1

0

x

[
−1

2
e−2y

]x
x2

dx

=

∫ 1

0

1

2
xe−2x2

dx−
∫ 1

0

1

2
xe−2xdx

=

[
−1

8
e−2x2

]1
0

−
[
−1

4
xe−2x

]1
0

+

∫ 1

0

−1

4
e−2xdx

=

(
−1

8
e−2 +

1

8

)
−
(
−1

4
e−2 − 0

)
−
[
−1

8
e−2x

]1
0

=

(
−1

8
+

1

4
+

1

8

)
e−2 +

(
1

8
− 1

8

)
=

1

4
e−2.
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7.57

∫∫
D

1√
|x− y|

dxdy, D = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x, y ≤ 1.

Dela upp området i de två delarna y < x =⇒ |x− y| = x− y och y > x =⇒ |x− y| = −(x− y) =
y − x. Därför

∫∫
D

1√
|x− y|

dxdy =

∫ 1

0

(∫ x

0

1√
x− y

dy +

∫ 1

x

1√
y − x

dy

)
dx

=

∫ 1

0

([
−2
√
x− y

]y=x

y=0
+
[
2
√
y − x

]y=1

y=x

)
dx

=

∫ 1

0

2
√
x+ 2

√
1− xdx

= 2

[
2

3
x3/2 − 2

3
(1− x)5/2

]1
0

=
4

3
(1− 0− (0− 1))

=
8

3
.

7.58

∫∫
D

xye−xydxdy, D = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x, y}.

Denna integral kan beräknas enligt

∫∫
D

xye−xydxdy =

∫ ∞

0

x

(∫ ∞

0

ye−xydy

)
dx

=

∫ ∞

0

x

[−y

x
e−xy

]y→∞

y=0︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ ∞

0

− 1

x
e−xydy

 dx

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−xydydx

=

∫ ∞

0

[
− 1

x
e−xy

]y→∞

y=0

dx

=

∫ ∞

0

1

x
dx = [lnx]

x→∞
x→0 ,

vilket uppenbarligen divergerar eftersom limx→∞ lnx = ∞ och limx→0 lnx = −∞ vilka båda är
obegränsade.
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7.59
a) Med polära koordinater x = r cosϕ, y = r sinϕ för 0 < r < 2 och 0 < ϕ < 2π samt dxdy = rdrdϕ
kan integralen räknas ut enligt

∫∫
D

x2e(x
2+y2)2dxdy =

∫ 2π

0

∫ 2

0

r2 cos2 ϕer
4

rdrdϕ =

∫ 2π

0

cos2 ϕdϕ

∫ 2

0

r3er
4

dr

=

∫ 2π

0

(
1

2
+

1

2
cos 2ϕ

)
dϕ

[
1

4
er

4

]2
0

=

[
1

2
− 1

4
sin 2ϕ

]2π
0

(
1

4
e16 − 1

4

)
=

π

4

(
e16 − 1

)
.

b) Till följd av cirkulär symmetri i området måste denna integraln vara densamma som ovan. Detta
kan också ses av att

∫ 2π

0
cos2 ϕdϕ =

∫ 2π

0
sin2 ϕdϕ. Svaret är alltså återigen

π

4

(
e16 − 1

)
.

c)

∫∫
D

(x2 + y2)e(x
2+y2)2dxdy =

∫∫
D

x2e(x
2+y2)2dxdy +

∫∫
D

y2e(x
2+y2)2dxdy

=
π

4

(
e16 − 1

)
+

π

4

(
e16 − 1

)
=

π

2

(
e16 − 1

)
.

7.60
x2 + y2 ≤ 1 =⇒ 0 ≤ x2 ≤ 1− y2 och i union med att x ≥ 0 ges 0 ≤ x ≤

√
1− y2 varför

∫∫
D

√
1− y2dxdy =

∫ 1

−1

√
1− y2

(∫ √1−y2

0

dx

)
dy =

∫ 1

−1

1− y2dy

= 2−
∫ 1

−1

y2dy = 1− y3

3

∣∣∣∣∣
1

−1

= 2−
(
1

3
−
(
−1

3

))
=

4

3
.
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7.61
Området är en cirkelskiva vilket motiverar variabelbyte till polära koordinater{

x = r cosϕ

y = r sinϕ
,

{
0 ≤ r ≤

√
2

0 ≤ ϕ ≤ 2π
, dxdy = rdrdϕ.

Alltså

∫∫
x2+y2≤2

|3x+ 4y|dxdy =

∫ 2π

0

∫ √
2

0

|3r cosϕ+ 4r sinϕ|rdrdϕ

=

∫ √
2

0

r2dr

∫ 2π

0

|3 cosϕ+ 4 sinϕ|dϕ

=
2
√
2

3

∫ 2π

0

|3 cosϕ+ 4 sinϕ|dϕ.

Kom ihåg att eftersom

sin(u+ v) = cosu sin v + sinu cos v,

det är möjligt att skriva

A cosϕ+B sinϕ = C sin (ϕ+ α) ,

med krav

A = C sinα, B = C cosα =⇒ C2 = A2 +B2.

Med A = 3, B = 4 =⇒ C =
√
42 + 32 = 5. Det går att lösa ut α också, men det är inte intressant

eftersom för fixerat α så är det möjligt att göra variabelbyte t.ex. φ = ϕ+ α och dφ = dϕ.
Slutligen

∫ 2π

0

|3 cosϕ+ 4 sinϕ|dϕ =

∫ 2π

0

|5 cosφ|dφ = 10

∫ π/2

−π/2

cosφdφ = 20.

Därav blir integralen

2
√
2

3
× 20 =

40
√
2

3
.
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7.62

−1 0 1 2 3 4 5
−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(0,0) (4,0)

(2,2)

Figur 7.2: Område D i uppgift 7.62.

Området är begränsat av linjerna y = 0 för 0 ≤ x ≤ 4, y = x för 0 ≤ x ≤ 2 samt y = 4 − x för
2 ≤ x ≤ 4 (se figur 7.2)

∫∫
D

e(y−x)/(y+x)dxdy =

∫ 2

0

∫ x=4−y

x=y

e(y−x)/(y+x)dxdy.

Variabelbyte{
u = y − x

v = y + x
=⇒ dudv =

∣∣∣∣ u′
x u′

y

u′
x v′y

∣∣∣∣ dxdy ==

∥∥∥∥ −1 1
1 1

∥∥∥∥ dxdy = | − 2|dxdy = 2dxdy,

Hörnen 
(x, y) = (0, 0) =⇒ (u, v) = (0− 0, 0 + 0) = (0, 0)

(x, y) = (4, 0) =⇒ (u, v) = (0− 4, 0 + 4) = (−4, 4)
(x, y) = (2, 2) =⇒ (u, v) = (2− 2, 2 + 2) = (4, 4)

.

Detta ger i u, v−planet triangeln i figur 7.3.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
u

0

1

2

3

4

5

6

v

(0,0)

(-4,4) (0,4)

Figur 7.3: Triangel i figur 7.2 översatt till nya koordinater (u, v) = (y − x, y + x).

De nya integrationsgränserna är t.ex. u går från −v til 0 då v går från 0 till 4. Alltså
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∫ 2

0

∫ x=4−y

x=y

e(y−x)/(y+x)dxdy =

∫ 4

0

∫ 0

−v

eu/v
1

2
dudv

=
1

2

∫ 4

0

[
veu/v

]u=0

u=−v
dv

=
1

2

∫ 4

0

v
(
1− e−1

)
dv

=
1− e−1

2

[
v2

2

]4
0

= 4(1− e−1).

7.63
Dubbelintegralen kan skrivas ut enligt

∫∫
D

e−xydxdy =

∫ ∞

0

∫ 2

1

e−xydydx =

∫ ∞

0

[
−e−xy

x

]y=2

y=1

dx

=

∫ ∞

0

e−x − e−2x

x
dx,

vilket är precis den enkelintegral som målet är att beräkna. Det gäller alltså∫ ∞

0

e−x − e−2x

x
dx =

∫∫
D

e−xydxdy.

Men denna dubbelintegral kan också beräknas (mycket lättare) genom att integrera i omvänd ord-
ning d.v.s.

∫∫
D

e−xydxdy =

∫ 2

1

∫ ∞

0

e−xydxdy =

∫ 2

1

[
−e−xy

y

]x→∞

x=0

dx

=

∫ 2

1

−
(
0− 1

y

)
dy =

∫ 2

1

1

y
dy

= ln 2− ln 1 = ln 2.

Alltså ges ∫ ∞

0

e−x − e−2x

x
dx =

∫∫
D

e−xydxdy = ln 2.
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7.64
Skärningspunkterna mellan x = 2y − 5 och x = 4y − 2− y2 ges av

2y − 5 = 4y − 2− y2

⇐⇒
y2 − 2y − 3 = 0

⇐⇒
y = 1±

√
1 + 3

⇐⇒
y = −1, 3.

Alltså

∫∫
D

12ydxdy = 12

∫ 3

−1

y

∫ 4y−2−y2

2y−5

dxdy = 12

∫ 3

−1

(
4y2 − 2y − y3 − 2y2 + 5y

)
dy

= 12

∫ 3

−1

(
−y3 + 2y2 + 3y

)
dy

= 12

[
−y4

4
+

2y3

3
+

3y2

2

]3
−1

= 12

[(
−81

4
+

54

3
+

27

2

)
−
(
−1

4
− 2

3
+

3

2

)]
= 12

[
−3× 81 + 4× 54 + 6× 27

12
− −3− 8 + 18

12

]
= −243 + 216 + 162 + 3 + 8︸ ︷︷ ︸

=300+70+19=389

−18

︸ ︷︷ ︸
=389−18=371

= 371− 243

= 128.
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