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Losningar Flerdimensionell Analys

7 Integralkalkyl
7.1

Losning finns i 6vningsbok.

7.2

0<z<1loch0<y<2sa

2
——dx | d
// 1+x+y 0 </0 1+w+y) x) Y
2 1
d
/o{ +x+y] Y

2 1
0 2+y 1+y
=[~In(2+y) +In(1 +y)];
—In4+In3—(—In2+0)
—2In2+4+1n3+1n2
=In3 —1n2
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=In-
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—dy

Notera att det spelar ingen roll om integralen i x eller y utfors forst.

7.3

Lo6sning finns i 6vningsbok.
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7.4
Tl
// ysin(y + zy)dedy = / / ysin(y + zy)dzdy
D -z Jo
3 1
= / [ cos(y + zy)]y dy
-3
z
= / — cos 2y + cos ydy
-3
1 . E
=173 sin 2y +siny
-3
=(-04+1)—(0-1)
=2.
7.5
e +9° ir radiellt symmetrisk sa dr det en jamn funktion 6ver omradet. x dr ddremot uppenbarligen
en udda funktion och har dérfér samma virde med omvént tecken f6r z < 0 som for x > 0. Den
totala integranden dr dérfor udda och integralen méaste vara 0. Jimfor gidrna med hur [ _11 xdx = 0.
Om detta inte ricker som forklaring kan integralen berdknas enligt
1 1
2 2 2 2
// ze ¥ TV dxdy :/ re dx/ e Ydy
D -1 -1
1 1
= |:—1e_'t2:| / e‘yzdy
—1 —1
11N [t
-4 vy
< 2e + 2€> [1 € 4
1 2
=0x / e YV dy
-1
=0.
7.6

Integranden &r udda i  och darfér kommer integralens véirde att vara noll. Detta eftersom sinzx ar

udda och (1+71ﬂ) ar en jamn funktion.
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7.7
Anviindning av partiell integration [ f'gdt = [fg] — [ fg'dt ger
// 1—|—1:ydxdy—/ / Y(1 + zy)dzdy
0
/ / ”ydxdy—&—/ / xye™dxdy
:cy =1 1 1 '
:/ [] dy+/ ([sce vy 0—/ e“ydw) dy
1 Y lz=o 1 0
2 Yy _ 1 2 Ty x=1
:/ © dy+/ ey—{e] dy
1 Yy 1 Y x=0
2 v _1 2 2 _ 1
:/ ¢ dy+/ eydy—/ ¢ dy
1 ) 1 1 Y
2
:/ eYdy
1
=
7.8
Losning finns i 6vningsbok.
7.9

// zysin(z + y)dedy = / / zysin(z + y)dzdy
D o Jo

_ Awy (/Oﬂxsin(x—i—y)dx) dy.

Partiell integration ger att den inre integralen

/ zsin(z + y)dz = [~z cos(z + y)|o_y — / —cos(x + y)dx
0 0

=T

= —mcos(m +y) + [sin(z + y)],—;
= —mcos(m + y) + sin(m +y) — siny.

Alltsa, for att aterga till den ursprungliga rikningen

/ y (/ zsin(z + y)dx) dy = / y(—m cos(m + y) + sin(w + y) — siny)dy
0 0 0

:77'(/ ycos(7r+y)dy+/ ysin(7r+y)dy—/ y sin ydy.
0 0 0
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Dessa tre integraler kan samtliga berdknas med partiell integration

—7r/ ycos(m +y)dy = — [ysin(r + y|g —|—7T/ sin(m + y)dy
0 0

—m?sin 2w — 0+ 7 [~ cos(m + y)]g

0 — 7 (cos2m — cos )
=—-n(l—-(-1)=—-2m,

/ ysin(m + y)dy = [~y cos(m + y)|5 — / —cos(7 + y)dy
0 0

= —mcos2m — [—sin(m + y)];
—_———
=0 eftersom sin 2w=sin 7=0

= —71'7

och

—/ ysinydy = — ([—ycosy]g—/ —cosydy)
0 0

=mcosm + |—siny|;

=0

Summeras dessa bidrag ges slutligen

// rysin(z +y)dedy = —2m — 71 — 7 = —47.
D

7.10

L6sning finns i 6vningsbok.
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7.11

Det &r godtyckigt om integrationen sker 6ver z eller y férst men i foljande ridkning 16ses forst

0<z< %(6 —3y) och sedan 0 < y < 2 (eftersom 3y — y = 2).

2 p3-% 2 -3
// e*2w*3ydxdy:/ e 3 / e 2%dx | dy
o Jo 0 0
2 01 ]
/ e 3 |:62E:| dy
0 2 0

673y [1 _ 676+3y] dy

(V)

[\S]

o— >

N = N = N
ml
w
<
m|
(=}
<
<

2 1 2
—3y _7—6/ d
e e Y

!

|
W =

D= D=

7.12

1ol 1 1
/ / Ldydglc :/ x [arctan y]glcz dzx = / Ty — warctan 2%dz
0 Jo2 1+y° 0 0 4

1 1
{xz} —/ x arctan 22dx
2 0

1
—/ x arctan z2dx
0

YIS

Formeln for partiell integration [ f'gdr = [fg] — [ fg'dz ger med f' = x = i2% och g =

2
2

arctanz?® = ¢ = 1J2r§2 att
1 1 1
1 1 2x
/ zarctanz’dz = |=z? arctanz?| — / —z? iy
0 2 0 0 2 1 + .134

1 Loog3
= —arctanl—0 — / —dx
2 R;_/ 0 1 + l‘4

4

1 3
:ff/gi¥ﬁ$
8 0 1+.’L'4

Den sista integralen kan beriiknas med variabelsubstitution t = t* + 1 = dt = 4a3dz med

grianserna = € [0,1] <>t € [1,2]
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1 3 2
x 1 1. o 1
T de= | “dt=-[na®=-m2
/0 T+2" /1 gt =gmaly =g

Alltsé, allt som allt (hall reda péa tecken!)

7.13

L6sning finns i 6vningsbok.

7.14

1 2 Y 1 2 2 1 1
/ e Y / dxdy = / 2ue” Y dy = [—e*y } =1--.
0 —y 0 0 e
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7.15
Avgransningarna borde vara ldsbara fran figur

2.01

1.5

1.0

0.5 1

—0.5 -

—1.0 4

—1.5

—2.0 — y=1

T T T T T T T T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

Figur 7.1: Skiss av omrade i uppgift 7.15.

1 2y 1 1 1
— dzdy = / arctan(z — 2y)]*Y dy = / 0 — arctan(—3y)d
A,/y1+@—aw2 y 0[ (x —2y)|~, dy ; (=3y)dy

1
:/ arctan 3ydy.
0
Partiell integration

3
5y

1 1 1
/0 arctan 3ydy = /0 1 x arctan 3ydy = [y arctan(?)y)](lJ —/0 ym

1
3y
= arctan 3 — / dy
o 1+9y?

{t =1+9° = dt= 18ydy}

1091 1
= arctan3 — / ——dt = arctan3 — = In 10.
1 61 6

7.16

1 1—y2 B 1 1—y2 1 1= 22
Y ) ) Y

—2 _dxd =/ 7/ xdxd :/ d

// T2 Y™ )y T2 o V=) G+ 2 @

1Tyl —?)
_QA (I+y2)?
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Med variabelbytet

t=y?+1 = dt =2ydy
y=0 = t=1Ly=1 =t
y(1—y?)dy = 5(1—y?)dt = (2 — t)dt

kan denna integraln 16sas som

1/1y(1y2) 1/22tdt 1[ 2 HQ ~1-In2—(-2—1In1) 1-1In2
— _— = - —_— = — —— — In = = .
2 Jo T+9y2)2 4/, 2 41 t 1 4 4

7.7
a)
1 r 1 T 1 1 T
/ / Ty /x2+y2dmdy=/ x/ y(w2+y2)1/2dydx:/ x[3(m2+y2)3/2} dx
o Jo 0 0 0 0
1 ! . .
_ 5/ e[ (@2e%)*” — (22)"?] da
0
3/2 _ 1
= 2 1/ ztda
3 0
1
_2v2-1
15
b)

1 1 1 1 1 1
1 )
//5172/ x2+y2dxdy:/ i/ y(:c2+y2)1/2dydo::/ x{g(zeryQ)d/z] dx
o Jo 0 0 0

1

1
:E/ o[(@ +1)* ~ ()] da

0

1t 1t
:f/ x(m2+1)3/2dac—f/ ridr
3 Jo 3 Jo

—1

1[1 L | O
— 2| Z(a2 1152 &

3[5( 1) o 15

1 1
— (V21— 5
422
15
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7.18

Lo6sning finns i 6vningsbok.

7.19

(2 =) = (z +y)(z —y).
Med s =z +y och t =z — y ges till foljd av att |z| + |y| < 1 och

Fall 1: 2,y <0 = —2z<14+y<= 22 —-y<l<=z+y>-1
Fall2: 2 <0,y >0 = —2<1l—y<—= 124+ y<l<=az—-—y>-1
Fall 3: 2 >0,y <0 = z<14+y<=—=zx—-y<1

Fall4: 2,y >0 — 2<1—-y<=z+y<1

lz[+yl <1 = |z < 1-|y| =

Fran detta gar att utlésa att bade s = z +y och ¢t = x — y ligger mellan —1 och 1. Funktionaldeter-

minanten
L 11 1
dsdt =| % o |dwdy= 1 1 daxdy = | — 2|dzdy = 2dzdy = daxdy = idsdt.
ox oy

Integralen blir saledes

1 /b
// (m2—y2)10dscdy=// (z + )z — y)'Odady = —5/ / s10t10dsdt
D D —1J-1
Lt Yo
- sds todt
2J —1
11

st et
n 1] (1],

2

11
15?( —(=1))1—=(-1))
42
Tox112 121

7.20

Losning finns i 6vningsbok.
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7.21

7.22

Polora koordinater

_ ox Oz o
v TC.OSLP = dxdy = g; gﬁ drdyp = ‘ C‘.OS v r51‘n<p ‘ drdp = |rcos® p + rsin® ¢| drdp = rdrdy.
Yy =rsine Br ¢ sin @ T CcoS @

Denna funktionaldeterminant &r vird att memorera da den anvinds flitigt. om 1 < 22 + 7% <2 &
1 <72 <2 och eftersom 0 < r giller 1 < r < V2 och 0 < ¢ < 27. Foljaktligen

2m 2m
// In(1+ 2% + y* dwdy—/ / n(1 + r?)rdrdy = / dga/ rin(1 4 r?)dr
—27r/ rIn(1 + r?)dr.
1

Partiell integration kan anvindas for att berdkna

V2 2 V2 V2 vz o3
o, T 9 re  2r _ 1 r
/1 rin(l +r*)dr = [21n(1—|—r )]1 —/1 Tier Sdr = [1n3—2ln2} —/1 1 Tzdr.

Med variabelbytet u = 14+1r? = du = 2rdr och siledes r*dr = r?rdr = (1+r?—1)rdr = (u—1)du
ges

+

V2 3 3
r 1 u—1 1 1 1
== du==—=In3+=In2.
/1 1+27 2/2 w du=gmghdtol

Léggs all denna information ihop ges slutligen

1 1 2
// In(1 + 2 + y*)dzdy = 27 (ln3— gn2-o(1 —ln3—|—ln2)) =7(3ln3—-1-2In2)=n (11147 — 1) .
D

Aterigen ger dvergang till polira koordinater ett bra alternativ och omradet ges av 0 < z2 + 32 =
2 <25 = 0 <7 <5samty > |z|ger /4 < ¢ < 3w/4 (rita enhetscirkeln och y = +x i ett
koordinatsystem). Det foljer att dzdy = rdrd¢ och

. 3m/4 5 ) 3m/4 5
// z2e® TV dady :/ / 2 cos® pe” rdrde :/ cos? ¢d¢/ rle
D /4 0 /4 0

Dessa integraler faktoriserar som synes den ursprungliga integralen och kan beréknas individuellt
enligt

37 /4 371'/4
/ cos® pdp = / - + — cos 2¢dp = —
w/4

RERE A 1 3w\ 1
5 [2511124”/4 = ZJrZ <sm2 sm2> = 1(7'(72),

10
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7.23

och
5 . i > s, 1,217 [P 25 55 1,210 25-1, 1
/TerdT:/ rexre” dr = |[r* x =e’ —/ 2r—e" dr = —e® — |Z¢" | =T—e¥ + - =
o o 2° |,y T2 2 2" |, 2 2
Sammantaget
1 e 1
// x26Z2+y2d:Edy =—(r—-2) (1262" + ) .

I polira koordinater blir omradet 22 + 4% <1 +— 0<r < 1och {-2 <y < 2} U{z > 0} +—
—m/4 < ¢ < 7/4. Vidare &r

22 —y? = r? cos? p—r?sin® ¢ = r?(cos? p—(1—cos® ¢)) = r%(2cos® p—1) = r?(14cos 2¢p—1) = r? cos 2¢,
och

22y = 2rcos ¢ X rsing = 12 x 2sin ¢ cos ¢ = % sin 24.

Darfor ar

/4 1 ) 1 /4 R
// (2% — yH)e*™Vdady = / / r? cos 2<;Ser2 SIn20pdrdg = / rs / cos 2¢€T2 $in2¢ dpdr,
D —x/4J0 0 —7/4

d
eftersom a6

1 /4 2 1 .. /4 N 2w 2 x
/ 7"3/ COS2(]§€T Sln2¢d¢dr :/ |:267- s1n2q§:| r3dr :/ Zp (er sing _ ,r7sin —5)) dr
0 —m/4 o L2r 0 2
e e
7/ re” dr — f/ re~" gy
2 0 2 0

1[1 TT 1{ 1T2T
—|ze ——|—ze
2027 ], 2| 2 o

2 . 2 . . o« . . . o
e sin2¢ — or7sin2¢ 5 912 0526, kan en primitiv funktion anvindas sa att

1 _
=1 (61 —1—(—e L (—1)))
_e+e -2
- 4
B el/2 _ o=1/2 p1/2 _ ,—1/2
N 2 2

1

= sinh? =.

11
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7.24

7.25

7.26

Lo6sning finns i 6vningsbok.

4y 20+ 6y<6= (-1 -1+ (y+3)?-9<6<«<= (z—1)*+ (y+3)* < 16.
Méngden &r alltsé en cirkel med radie v/16 = 4 och mittpunkt i (1, —3). Lat darfor

—1
{x FTCSO L 40<é<2m dudy — rdrdo.

y=—3+rsing
Alltsa

//D xydxdy = /O27r /04(1 + 7 cosd)(—3 + rsin@)rdrde

2 4
= / / —3r — 3r2 cos ¢ + 2 sin ¢ +73 cos ¢ sin pdrde
o Jo

=0, eftersom bade sin och cos integreras till 0 6ver ett intervall pa 27

2 4 27r1 4 .
:/ / —3rdrd¢ + / — sin 2¢d¢ / r3dr
o Jo o 2 0
—_—

=0, av samma anledning som ovan
4
3 2
=27 —57“ +0
0
= —48m.
Om ldsaren erfordrar bevis:

2m 1 27
/ cos(nb)dd = [ sin(nﬁ)} =0, for n € Z,
0 n 0

och analogt for fo% sin(n6)d6.

Losning finns i 6vningsbok.

12



Losningar Flerdimensionell Analys

7.27

Ellipsskivan motiverar variabelbyten

T = 2rcos ¢
y = 3rsin ¢

diir 2 respektive 3 som multiplikativa, forfaktorer kommer fran att halvaxlarna pa ellipsen &r v/4 = 2
respektive V9 = 3. Det foljer

%2+%2§1<:> 4T2CISQ¢ grszmQ(bSl(:H“?éL

dar trigonometriska ettan aviandes i sista steget.

Funktionaldeterminanten

e % % drdd — 2cos¢p —2rsing drd¢ = 6rdrdg
vy =1 by o "= 3sing  3reosg || V00T PTATAd

aterigen med hanvisning till trigonometriska ettan. Integralen blir

2 1
// (22 + y*)dxdy = / / (472 cos® ¢ + 912 sin? ¢)6rdrde
D o Jo
2

- /0 1 2473 ( /0 ! cos? ¢d</)> dr + /0 1 5473 ( /0 " sin? </>d¢> dr

1 27 1 2
=24 {iﬂo [q; — isin2¢} + 54 {T]O {;ﬁ + isin&ﬁ}

0 0

27

= 67T + ?T(

_ 397

=

dar det anvéndes att
1 52 1 —cos?2
cos? ¢ = 1t cosie (;Ob (b, sin? ¢ = 7205 d).

7.28

Losning finns i 6vningsbok.

13
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7.29

7.30

ot —yt = (2 +y?)(2® — 7).

Detta motiverar variabelbytet

s =2 +y>? gz gs 20 2y 1
{t:x2 e = dsdt:‘ % % dxdy = H 2w —2y ‘ dxdy = |-8xy|dxdy <= daxdy = —%dsdt

Med 1 <t <4 och V17 < s < 5 (minusteckent d& < 0). Eftersom z < 0,y > 0 och 2? = (s + t),
y? = 5 (s —t) géller

s+t s—1 1 1 2 2 1 1
r = — = _ —— = — [ .
V2 YTV 8ry 8\ (s+t)(s—t) 42—

Integralen berdknas nu till

1[40 st
2 — yHdad :f/ / ————dsdt
//D( y)dady 4 )1 Jyim Vs? —t?
1 /° 4
zf/ S|:—\/82—t2:|1d5

V17

1 5
zf/ 3\/32—1—5\/52—16d5

4 Jyr

1]1 > 171 o]’
_ Z |:3(52 - 1)3/2] - Z [3(52 o 16)3/2]

ViT Vit

243/2 _ 163/2 _ 93/2 + 13/2
B 12
2424 —16V16 — 9V9 + 1
o 12
_48V6—-64—27+1
B 12
_ 486 —90
- 12

15

,4\[*?

Lo6sning finns i 6vningsbok.

14
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7.31

Poliira koordinater spinner upp RZ2 om 0 < 7 < 0o och 0 < ¢ < 27. 22 = r2cos? ¢, /a2 +y2 =7
och dxdy = rdrd¢ varfor

2T 00
// 22e VY drdy = / / 3 cos? pe"drdp
R2 o Jo

27 1 1 [e'e]
_ / ( + = cos 2¢>> dé / re~"dr.
0 2 2 0

Dessa integraler kan berdknas var for sig enligt

27 27
/0 <;+;COSQ¢>d¢= {(g—i—isin&bh =,

och med hjélp av partiell integration i flera steg

oo oo
— — oo —
/ rle " dr = [—r’e T}O —/ —3r2e "dr
0 —_—— 0

Produkten blir saledes

27 0o
/ 1 1 .
// e VP dady = / <2 + 5 cos 2¢) do rde "dr = 6.
R2 0

7.32

1 2 %] 1 2 1 Y—00
———dxdy = ———dydr = — arctan(x dx
Jf, o= [ rmgmvte = [ | Sovtanton)

y=0

15
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7.33
Polira koordinater ger z2 + y? = r? och dxdy = rdrd¢ fran vilket

1 271' o0 1
——dxdy = d —7rd
//Rzumuy%a” / ¢/o T+
T

=2 —dr.
71'/0 (1+T2)adr

Om a =1 ges den primitiva funktionen av %ln(l + 12) vilken inte konvergerar for r — oco. I annat
fall ges den primitiva funktionen till (1 + r%)~% av

1 2\1—«
At
med konvergens fér r — 0o om och endast om « > 1. I dessa fall &r

oo R
T 1 1
————dr = 1i — 1+ =0- = .
/0 A7 = sttt . 21—-a) 2(a-1)

Med faktorn 27 blir saledes integralen i sin helhet

T
—, om a > 1.
a—1

7.34

Lo6sning finns i 6vningsbok.

16
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7.35
Fran 7.34 ar det kidnnt att integralen konvergerar for « = 1 For o # 1 géller

1—z 1—qy=1l-=
// dxdy—// (x+y) adydm—/ [w] dx
(z+y)* l-a y=0

11 «@ -«

:/ -z dx

1 {;ﬁar

l-a 1-a[2-af,

1 1

=l T amae—a )

dér det antas att « # 2 i vilket fall den primitiva funktionen i x istéllet skulle vara

1 11—« 1
1 1
/ _Y = —— | Z—In1-limlne,

vilket inte konvergerar.

Gréansvardet
lim £27% < 00 <= a < 2,
£—0

eftersom 07 endast &r ett giltigt griansvirde om 8 > 0 och o = 2 utesluts av tidigare nimnda skil.

7.36

Omradet ges av 0 < y < 1 —x och 0 < z < 1. Déarfoér kan integralen beréknas for o # —1 enligt

1 fl-a 1 y=1-x
1—qp— a+1
// (1 -2 —y)“dxdy / / (1 -2z —y)“dydx = / [(azy) dx
D o Jo 0 a+1 y=0

1 ! [} e
= =271 /(1—x—(1f:r)) (1 —2)*Tde
| —
=0
1

a+1{ aJrSHL
<a+1>1< +2)

17
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7.37

Lo6sning finns i 6vningsbok.

7.38
Poldra koordinater 22 4+ y? = r2 och dady = rdrd¢ ger

1 2m o) r e} L
//RQ 7(552 +y2)a/2dxdy :/O dd)/ 7<r2)a/2dr = 27r/0 r = %dr

{a£2) =21 [22 Z]:O

2
—— ( lim R?>™® — lim 62_0‘) .

2 —a \R—x e—0

Om « = 2 géller istéllet [Inr];~ vilket uppenbarligen inte #r konvergent. Grénsvirdet

lim R < 00 <= a > 2,
R—o0

emedan

lim e27¢

<<= a<?2,
e—0

varfor integralen inte dr konvergent far nagot o € R.

7.39

Poléra koordinater

2
// arctan?( xy rdrdd = / / arctan®(r2 cos ¢ sin ¢)d do.
(22 +92)2 r3

Eftersom —7 < arctan(z) < 7 sa &r arctan®(r? cos ¢ sin ¢ < 7 och med denna 6vre uppskattning
géller

/2”/00 arctanQ(r2§os¢>sin¢)drd¢< W/%dgb/oor?’drﬁrz ~
o Jo r 4 )i 0 2

eftersom integralen &r 6vre begransad sa dr den ocksa konvergent.

18
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7.40

Overgang till polira koordinater z = 7 cos ¢,y = rsin ¢ med dzdy = rdrdg ger att integralen kan
skrivas

/ / - dedy = / / oo : rdrd
g2 (14 22)(2? +y2)3/2 g2 (1472 cos? @) (r2 cos? ¢ 4 r2 sin? ¢)3/2
2
= / /R 2 %quﬁ
= /027T [arctan(r cos ¢)]7_* | cos ¢|d¢
=2 /0 7 oo ads,

2
eftersom

cos? ¢

1+7r2cos2¢’

0 B cos ¢ 0 B
o arctan(r cos ¢) = T e = 5, €08 ¢ arctan(r cos ¢) =

men da integranden dr strangt positiv sd maste absolutbeloppet av cos ¢ tas istéllet for cos ¢ sjalvt
(annars #r integralen 0 vilket inte &r rimligt d& integranden &r positivt semidefinit och det finns
punkter i vilket den &r nollskild). Detta kan ocksa ses med variabelbyte u(r) = r cos ¢ och dérav

or
ou

cos? ¢ _ cos? ¢

r =
14 r2cos? ¢ 14 u?

cos’¢p 1 | cos |
= = du’
1+ u? | cos | 14 u?

dar |%| ar den endimensionella funktionaldeterminanten.

Integralen &r, till f6ljd av begrdnsade funktiontioner i integranden, konvergent och dess vérde &r
/2

27
g COS2 ¢d¢ =2 % g/ cos ¢d¢ =T [sin ¢]7:{n—2/2 = 27r.
0 —m/2

19
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7.41

Med polara koordinater 0 < r < 1,0 < ¢ < 27 ges

14 22 2 1+ 1r2cos? ¢
//D x2(x2+y 3/2d:cdyf/ 0 r2 cos2 1"2 3/2rdrd¢
/w/ 1+ 72 cos? qbd do

2
rd coqub
7 lan gl +
o \ﬂ/—/o

27
—d d
/ rdcos? ¢ cos2 r2 gdr

21

—dr
r2

Integralen ar alltsa divergent.

7.42

Eftersom e*T¥T* = e%e¥e* kan integralen faktoriseras enligt

1 1 1 1 3
/// e" T2 dudydz :/ e“’dm/ eydy/ e“dz = (/ e”dw) = ([e”](l)) =(e—1)>
K 0 0 0 0

7.43

Losning finns i 6vningsbok.
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7.44
Ett bra koordinatbyte &r poldra koordinater for x och y sa att
x:rc.osqb , O<r<z 7 dady = rdrdo.
y =rsing 0<¢<2m
Da ges
1 2 z
/// z? + 1y dadydz :/ (/ d¢/ rzrdr)
K 0 0 0
/1 2 [25} R
= 27]’ _— = — = —
0o 4 215], 10
7.45

Sfariska koordinater kan skrivas enligt

T =rcos¢sinf

y=rsin¢sinf

Z=1rcoso
Funktionaldeterminanten
o ol ol . . .
ar gTz 26 cos¢sinf —rsingsinf rcos¢cosh
drdydz = %g{ % % drdepdf = | singsinf rcos¢singd rsingcosf |drdodfd
z z Z — 1
% 55 5 cos 0 rsin

cos¢sinf —rsin¢sind

—rsingsinf rcos ¢ cosb
= ( cosf . . .
singsinfd  rcos¢sinf

. . —rsinf
rcos¢sinf  rsin¢gcosf ’

) drdedo

= |COS 0 (77"2 sin? ¢ sin 0 cos 0 — 12 cos? ¢ cos 6 sin 0) — rsinf (0052 ¢ sin? 0 + sin? ¢ sin? 9) | drdepdf
= ’—7"2 cos? 0sin @ — 2 sin? 0 sin 9‘ drdodo

= r? sin fdrdepds, (7.1)
Grénserna erfordrar, 0 < ¢ < 27 (cylindrisk symmetri i , y)

Pyt + 2 <le=sr?<l = 0<r<1,

2> /22 +y?2 = rcosf >rsinf = cosf >sinfl —= 0<0< %

/4 2 1 - 1
VZ § g 1 Pdedyds = / sin 00 / do / ,«3d,~:<1_)_
i w3 (1
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7.46

Efter 6vergang till sfiriska koordinater ges z? + y? + 22 = r2 och volymelementet dzdydz =
r2sin fdrdpdf enligt ekvation (7.1)). Alltsa for 1 < 72 < 4 = 1 < r < 2,0 < ¢ < 27 och

0<0 <7 ges
1 ™ 2m 2 1
/// —————dzdydz z/ / / — 72 sin @drdepd

Kk T2+ +2° o Jo Ji7?

™ 2w 2

= / sin9d9/ dgb/ dr
0 0 1
=27 =1

=27 [—cos O],
=2r(l—(-1)) =4n

7.47

Losning finns i 6vningsbok

7.48
4

Forst och frimst &r volymen av enhetsklotet V' = [[ [, dzdydz = 3. Om anledningen till detta &r

oklart sa 6verg till polara koordinater dir drdydz = r? sin 8drdedd for att erhalla

T 27 1 o — 7,,3 r=1 A7
V= / / / dedydz = / / / r? sin Odrdgdd = [ cos 0=y [¢]5—5" [} =,
K o Jo Jo 31,0 3

eller anviind den klassiska volymformeln av ett klot 4773/3 for r = 1. Detta anviinds for att skriva

///K(ac + 3)dxdydz = ///]C xdxdydz + 3///k dxdydz = ///]C xdxdydz + 4.

Med o6vergéang till sfariska koordinater &r x = r cos ¢ sin f och

™ 2w 1
/// rdxdydz = / sin? 9d9/ cos ¢d¢>/ r3dr =0,
k 0 0 0

=0

///K(x + 3)dzdydz = 3 // - dxdydz = 4.

Att integralen [ [, xdzdydz = 0 gar ocksa att hérleda fran att funktionen x &r udda Gver enhetssfé-
ren och maste séledes integreras till 0 6ver detta omrade.

och darfor ar
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7.49

/// (x—a)? +(y = b)* + (2 — ¢)?) dadydz
= / / /K w?dedydz + / / /K y*dedydz + / / /K 22dzdydz
—2a / / / zdxdydz — 2b / / / ydzdydz — 2c / / /K zdzdydz
(a® +b* + %) /// dadydz.

Det skadar inte att gora 6vergangen till sfariska koordinater och genomféra samtliga rakningar—ar
nedanstaende resonemang svart att folja sa rekommenderas att gora just detta—men det underlattar
att kostatera forst och framst att

4
/ / / dxdydz = Volymen av enhetsklotet = §7
K

och vidare av symmetriskél att

/// 2?dzxdydz = /// y2dzdydz = /// 22dxdydz,

K K K

/// rdxdydz = /// ydrdydz = /// zdzxdydz = 0,
K K K

eftersom funktionerna x,y, z dr udda 6ver enhetsklotet. Darfor forenklas ovanstaende till

/// r—a)? —b)? + (2 — ¢)) dedyd>
= / / / 22dzedydz + / / / y2dedydz + / / / 22dxdydz
K K K
—2a /// xdzxdydz — 2b /// ydxdydz — 2c /// zdzxdydz
K K K
+ (a® + 0 + ¢2) /// drdydz
K
2 2, 72 2\ 47
:3/// xdrdydz + (a® +b° + ¢ )?
K

Det gar lika bra att gora rakningen éver y2 eller 22 eftersom omradet ar sfiriskt symmetriskt och ro-
tation av koordinataxlarna saledes inte &ndrar omradet. Integralen kan rdknas i sfariska koordinater

som
T 27 1
/// xzdxdydz = / / / r? cos? 10) sin? 672 sin Odrdodd
K o Jo 0
T 27 1
= / sin® 9d9/ cos? ¢d¢/ ridr
0 0 0

De ingaende integralerna kan réknas ut enligt

samt
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(ei30 _ 3610 4 3610 _ 67136) do

—~
[\~)
<.

~—

w

= {1 cos 30 — g cosf
12

12 o
= S [(-1+9) - (1-9)
_8—(=8) 4
T

2m 1 2m 1 2m 1 2m
/ cos® pdp = — / 14 cos2¢pdep = = do+= / cos 2¢d¢p
0 2 Jo 2 Jo 2 Jo

[ —
=27 =0

=T,

och slutligen

1
1
/ ridr = =.
0 5

///K ((z~ a)® + (y = b)* + (2 - 0)2) daxdydz

4
= 3/// x2dedydz + (a® + b2 —l—c2)§.
K

4 1 4
:3§7Tg+(a2+b2+02)?ﬂ—
3.4
2 2 2
= b p— .
(@ +b"+c +5)3

Foljaktligen
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7.50

Fory=rsingsind >0 = 0< ¢ <moch0<60<xw Vidare for z=rcosf >0 = —-I <0<
]

. Unionen av dessa méngder ger att omradet K ges av

0<r<1, 0<¢<m, 0§0<g.

Koordinatbyte z = r cos 0, dzdydz = r? sin Odrdgdf (ekvation (7.1))) ger

/2 pm pl
/ / / zdxdydz = / / / 7 cos Or? sin Odrdepdd
K 0 o Jo

/2 T 1
:/ cos@sin&/ d(b/ r3dr
0 0_ 0 :

—7 —1

T

=~15 (cosm — cos0)
T T

- T(1-1)=
16( ) 8

7.51

Integranden och omradet dr symmetrisk i enhetscirklen. Ett koordinatbyte till poldra koordinater

— 2 1— 2
x rc.osgzb , 0<rs< z . dedy = rdrdo,
Yy =7rsin¢ 0<o<2rm

ger da /22 +y2 =1 < 2 < /1 —22 —y2 = V1 —r2. Saledes eftersom z > /22 +y2 = r =
22>r20ch1>r24+22>r2 412 =212 = O<r<%

/// i ddcz—/%/jE /Hz *__dz | rdrde
K1+gj2+y2 .'L'yZ— o o 1+T2 y4 rar

T

27 % r 22 1—r
_/0 d¢/0 1+r2[2L o

V2 r 9 2
= T2 (l—r —’/‘)d’/‘
v oo
3 r 3 r
=T 2d7“ er
0 ].+ 0 1+T
1
V) < 3
vz
—a-m(1+2)| —2r [T —ar
0 1+T
0
1
3 i
*ﬁlnff%r T dr.
22 o L1+r2
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Med variabelbyte t = 12 = dr = %dt = L:%dr = %ﬂdt = 1J{f‘gldt =dt — %Hdt, ger

1
o3 1({ 2 12 1 1. 3
== dt — — dt|=-—-In2
/0 1+r27 2(/0 /0 1+t 122

Slutligen

z T 3 i3 T 3 1 1, 3
/// 7dxdydz:—lnf—27r/ dr==—lnZ—27(=Z—ZmnZ
K 1+ 2242 272 o 1472 22 122

3. 3 7

=—In-——.

2 2 2

7.52

L6sning finns i boken.

7.53
Sfiriska koordinater 0 < r < 00,0 < ¢ < 27 och 0 < § < 7 samt dxdydz = r? sin Odrd¢dd ger

—r T 27 oo _—r T e} 2m
/// ¢ drdydz z/ / / ¢ r2in Odrdedd :/ sin Hdﬁ/ re_rdr/ do
R T o Jo Jo T 0 0 0

= [~ cosb];] [fre’"]gof/ —e~"dr | [g]5"

= (1= (-1) [~ 2

=A4r.

7.54
Lat s =x + 2y + 2z,t = 2z — 2y + z och u = 2z + y — 2z. Funktionaldeterminaten

ds Ot Os

dsdtdu = % 8‘% % drdydz= 1| 2 -2 1 | dxdydz
Ou 0t Ou 2 1 -2
ox Oy Oz

=](4—1) — 2(—4— 2) + 2(2 — (—4))| dedydz
= |3 + 12 + 12| dadydz = 27dzdydz

1
= dzdydz = 2—7dsdtdu.

26



Losningar Flerdimensionell Analys

Det foljer att

e—(a:+2y+2z) 1 6_82
dodydz = — dsdtd
///R 1+ 2z—2y+2)2)(1+ 2z +y—20)2) W 27///RS 1+ )1 +ur)™
1 o0 52 o0

u
1 S
S -y a4
27 ) .° S/_Oo1+t2 /_oo1+u2“

1 o0
= o7 [arctan t]ijiooo [arctan u]ijoo / e_SZdS
1 /7w T T - o P
:7(77 (77)> (77(7*>) e % ds
27 \2 2 9 > =
2 00
= % e~ ds.

Nu, kéira ldsare, har vi kommit fram till en integral som borde fa alla att bli fordlskade i flerdimen-
sionell analys. Det finns ingen analytisk primitiv funktion till e™® . Lat istéllet

I:/ e~ ds.
2 RO 5
I = e % ds e ®ds).

Valet av beteckning for variabeln s dr godtycklig, saledes &r

o0 2 o0 2 o0 2 o0 2 o0 o0 2 2 2 2
I’ = (/ e ? ds) (/ e ? ds) :/ e ® da/ e Y db :/ / e ¥ e Y dadb = // e~ @) dadb.
—o0 —0 e —o0 —o0 J —o00 R2

Med poléra koordinater

a:rc.osqb , 0<r<oo 7 dadb = rdrdg,
b=rsing 0<o¢p<2m

Darfor ar

varifran a2 + b? = r?

. 2m oo
2= / / e~ (@) dadb = / / e~ rdrde
R2 0 0

1 2] 2
S — 00— (—
71'|: 26 ]O 2( 0—(-1)
77]'7

och eftersom I? = 7 samt att [ > 0 (integranden e~* ir striingt positiv) sa ges I = /7. Alltsa

I= / e ds = VT,

— 00

det ar ju vart att ldsa kursen bara for att kunna flexa med det!

Slutligen

e—(z+2y+22) 7'(2 0o 2
///R A+ Cr—2y+t2)2)(1+ (20 +y— 22)2)dmdydz o7 /,Oo e ds.
T 71_5/2

2
:?ﬁ: 27
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7.55

Arean av A ges av

/ /A dudv.

322 0
0 3y

// dudv = 9// z2y2dady.
A r24y2<1

Polara koordinater med dxdy = rdrd¢ ger

2w 1 27 1
1
9 // 22y dxdy = 9/ / 4 cos? ¢ sin® grdrdg = 9/ — sin? 2¢d¢/ rodr
a2 4y2<1 o Jo o 4 0

Eftersom

dudv — ’ dedy = 92%y”,

dxdy = H

S
S~a~

géller

9 (™1 1 61"
=2 2 Zcos2pde |

4/0 2 QCOS¢¢[6L

9 o 1 . 27r797r737r
24[2451“2¢’L U5

7.56
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7.57
// LI D={(z,y) eR}0< z,y <1
——=axay, = T,y ST,y > 1.
D ]z —yl
Dela upp omradet i de tvi delamay <z = |z —y|=z—yochy>ar = |lz—y|=—(z—y) =
y — x. Darfor
// ! dxd /1(/1c ! dy+/1 ! dy>daz
- dzdy = -
RVALEET] 0 0o VT—Y c VY—7T
1
y=x y=1
:/O ([—2\/91: - y]y:O + [2vy = x]y:z> dx
1
:/ 2vVx + 2v/1 — zdx
0
2 2 !
=2(Z2%2 - (1 —x)°/?
3 3 .
4
—2(1-0-(0-1
20— (0-1)
_8
=3
7.58

J[ zve sy, D= (@) e B0 < a0).
D

Denna integral kan berdknas enligt

// zye” Vdxdy = / T (/ yezydy> dx
D 0 0

1
oyl

vilket uppenbarligen divergerar eftersom lim, ,,, Inz = oo och lim, ,olnx = —oo vilka bada ar
obegransade.
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7.59

a) Med poléra koordinater x = rcos ¢,y = rsin¢ for 0 < r < 2 och 0 < ¢ < 27 samt dedy = rdrdo
kan integralen réknas ut enligt

27 2 27 2
// xQe(w2+y2)2dxdy = / r? cos? d)er4rdrd¢ = / cos? ¢d¢/ e dr
D 0 0 0
27 2
1 1 1 4
(2 + 3 cos 2¢) do |:46 ]

2m
1 1 1
— i sin 2¢:|O (4616 — 4)

(616 — 1) .

I
S— 55—

0

| —

)y ——
[\)

b) Till f6ljd av cirkulér symmetri i omradet méaste denna integraln vara densamma som ovan. Detta
kan ocksa ses av att fo% cos? pdg = fozw sin? ¢d¢. Svaret ar alltsa aterigen

T -1).

7.60
224+ 9y? <1 = 0<2%2<1—19%ochiunion med att >0 ges 0 < z < /1 — 42 varfor

//DﬂdxdyzflM(/Omdx>dy=/lll—y2dy

1 3
:2—/ yzdyzl—y—

ar=1-8] <e- (3= (-3)

4
-
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7.61

Omradet ar en cirkelskiva vilket motiverar variabelbyte till poldra koordinater

{xzrcosqS {0<T<\/§

. , dxdy = rdrdg.
Yy =rsin¢ 0<op<2r

Alltsa

27 \/§
// |3x—|—4y|dxdy:/ / |37 cos ¢ + 4r sin ¢|rdrde
24y2<2 0 0
\/5 27
:/ r2d7°/ |3 cos ¢ + 4sin ¢|d¢
0 0

2
2\3/5/ |3 cos ¢ + 4sin ¢|de.
0

Kom ihag att eftersom

sin(u + v) = cosusinv + sin u cos v,

det ar mojligt att skriva

Acos¢+ Bsing = Csin (¢ + «),

med krav

A=Csina, B=Ccosa = C?= A2+ B2

Med A=3,B=4 = C =42+ 32 = 5. Det gar att 16sa ut a ocksd, men det dr inte intressant
eftersom for fixerat « sa dr det mojligt att géra variabelbyte t.ex. ¢ = ¢ + a och dp = d¢.
Slutligen

27 27 w/2
/ |3 cos ¢ + 4sin ¢|dgp = / |5 cos p|dp = 10/ cos pdyp = 20.
0 0 —r/2

Déarav blir integralen

2v2 o 40v2

31



Losningar Flerdimensionell Analys

7.62

(2,2)
.

(0,0) (4,0)
o .

Figur 7.2: Omrade D i uppgift 7.62.

Omradet ar begrénsat av linjerna y = 0f6r 0 <z <4, y=a for 0 <z < 2 samt y = 4 — x {or

2§x§4(seﬁgur

2 r=4—
D 0 =y

Variabelbyte
u=y-—x AR -1 1 L B
{v gtz = dudv = ’ i, o ‘d:vdy == H 11 H dzdy = | — 2|dzdy = 2dxdy,
Hornen

(2,y) = (0,0) = (u,v) = (0 — 0,0+ 0) = (0,0)
(z,y) = (4,0) = (u,v) = (0—-4,0+4) = (—4,4)
(x,y) =(2,2) = (u,v) =(2-2,2+42) = (4,4)

Detta ger i u, v—planet triangeln i figur [7.3]

444 04

Figur 7.3: Triangel i figur oversatt till nya koordinater (u,v) = (y — x,y + ).

De nya integrationsgranserna &r t.ex. w gar fran —o til 0 da v gar fran 0 till 4. Alltsa
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2 r=4—y 4 0 1
/ / e(y_x)/(y+”)dxdy = / / eV ~ dudv

0 =y 0 —v 2

4 u=0
/ [ve“/”} dv

0 u=—v

4
/ v (1 — efl) dv

0
—et {UQF
2 |2,

=4(1—eh).

1
2
1
2
1

7.63

Dubbelintegralen kan skrivas ut enligt

y=2

oo 2 oo —xyY
// eif”ydxdy:/ / efmydyda::/ [_e ] dx
D o J1 0 T ly=1
oo —x _ ,—2x
- [,
0 X

vilket ar precis den enkelintegral som malet &r att berdkna. Det giller alltsa

oo —x _ ,—2x
/ € T du-= // e~ Ydxdy.
0 €z D

Men denna dubbelintegral kan ocksa beriknas (mycket lattare) genom att integrera i omvind ord-

ning d.v.s.

2 o 2 e~y T—00
// e Ydxdy = / / e Ydxdy = / [ ] dx
D 1 Jo 1 ¥ lz=o0
2 2
1 1
1 Y 1Y

=In2—Inl1=In2.

oo —x _ ,—2x
/ £ "% dr= // e drdy = In2.
0 €z D

Alltsa ges
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7.64

Skirningspunkterna mellan = 2y — 5 och x = 4y — 2 — 32 ges av

2y —5=4dy—2—19y°
—
v -2y —-3=0
A
y=1+v1+3
<
y=-—1,3.

Alltsa

3 dy—2—y? 3
// 12ydxdy = 12/ y/ dxdy = 12/ (4y2 —2y— P — 2% + 5y) dy
D -1 J2y-5 -1
3

= 12/ (= +2y% + 3y) dy
-1

12— + 2 4 2
PR

_12' 8L 54 27 1 2.3
I I T) 4 3 2

_—3><81+4><54+6><27_—3—8+18]

3
yt 28 3y2}
—1

=12
12 12

= —243+ 216+ 162+ 3 + 818
=300+70+19=389

=389—18=371
=371 - 243
= 128.
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