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Losningar Flerdimensionell Analys

5 Lokala undersokningar och optimering

Kommentarer om andra gradens Taylorpolynom

For den intresserade ldsaren, tdnkte jag visa ett vackert sitt att formulera Taylorpolynom i flera dimensioner.
0:te ordningens approximation av f(x) i x = a dr som bekant endast virdet i punkten a d.v.s.

f(x) = f(a), for x ~ a.

Onskas ett forsta ordningens polynom som approximation dér det ldggs till en term proportionell mot x — a,
sd maste alla derivator matcha derivatorna av f(x). Det &r kint fran foregaende kapitel att generaliseringen
av derivatan av f &r gradienten av f som hér betecknas V f. Forsta ordningens Taylorpolynom ges saledes
av

f(x) = f(a) +Vf(a)(x —a),

vilket motsvarar att bestdmma tangentplanet till f i punkten a vilket borde kiéinnas korrekt eftersom det &r
férsta ordningens approximation. Jamfér med hur forsta ordningens polynom i en dimension &r en rat linje
och ett plan dr i princip odndligt manga rita linjer i olika riktningar.

For att nu fa en andra ordningens term—och det &r har som det vackra kommer in—introduceras matrisen
Hessianen av f som konceptuellt dr gradienten av gradienten av f och blir en n x n matris da gradienten ar
en n x 1 vektor. Beteckningen som anvénds hér &r VV f och definitionen &r som lyder

’rx) .. Pfx
0z Ox10T,
VVf(x) = : .
Prx) . P
0z, 0T ox2

Andra ordningens Taylorpolynom blir siledes i analogi med fallet i en dimension

fx) = fa)+Vf(a)(x—a)+ %(X—a)T -VVf(a)-(x - a),

dér den tredje termen motsvarar matrismultiplikation.
For att visa principen kan fallet for tva dimensioner lyftas. Da ges x = (z,y),a = (zo, y0), gradienten

Vf(a) = (3f(20x» yo)’ 3f(igt;, y0)> ’

och Hessianen

9% f(w0,y0) 9% f(w0,y0) >
b

_ Ox2 Oxdy
VVf(a) = ( 0% f(zow0)  0°f(zo.u0)
Oyox Oy?

och Taylorpolynomet av andra ordningen ges av

9% f(xo, 9% f (w0,
Flouw) ~ oo, go)+( 2lgpand ot Y (a0 ) Lo gy e SR\ (-

Utfors matrismultiplikationerna ses att det &r samma uttryck som aterges i Mansson och Nordbecks formu-
lering.
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5.1

Lo6sning finns i 6vningsbok.

5.2

a) Inled med att bestamma forsta ordningens derivator och evaluera dem i origo.

"2,y) = sm—tars / _1
fla,y)=1+z+yH)/? = f”f( y) 2Lt f‘j’(o’o) 2
fy(if,y) = UFzt90) 7?2 fy(OaO) =0

Andra ordningens derivator (observera att den blandade partiella derivatan f;, = f,. och

déarfoér minskas besviraret om endast en av dem att ridknas ut)

22 (@:9) = ~ qirarEy 7,(0,0) = —4

oy (T, y) = —W = { fr,(0,0) =0
_ 1 " _

z/;/y(xay) = _(1+z—0y—y2)3/2 + (1+z+y2)1/2 yy(o’o) =1

Med tillagget att f(0,0) = 1 ges dérfor ges andra ordningens Taylorpolynom T4 i origo av

1 1
To[£(0,0)](z,y) = f(0,0) + frz + fiy + §f;'mx2 + fryy + §f{,’yy2
1 1
:1+x—§x2+1y2

b) Samma procedur som ovan ger f(0,0) =1,

_ vl folz,y) = (y+ 1) (z +1)Y +(0,0) =1
f@y) =+ )" = {f;!(x,y) — (1) (1) { 70,0)=0
och slutligen
ve(,y) = y(y + (@ + 1)V 22(0,0) =0
ay(@y) =(@+1)Y(y+1)In(z+1)+1) = { /2,00 =1
V(@) = (x4 1)V In’(z + 1) 7(0,0) =0

Detta ger Taylorpolynomet av grad 2 i origo

1 1
T[£(0,0)](z,y) = f(0,0) + frx + fyy + §f§c’z$2 + [ty + §f;’yy2
=l+z+zy
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5.3
a) Jag refererar till forsta sektionen i detta kapitel men ger ocksa den utskrivna mastrismultipli-
kationen d.v.s.
X T r—x
o) = flaoa) + ( 2Lgpd 2tz ) (5750 )
9% f(wo,y0)  9%f(w0,y0)
1 2 Tr — X
+ = T —1 _ ox axay ( )
2 ( 0 ¥Y—Y ) ( azg(yzgg;yo) 32}‘5?;%&0)7 ) Y — Yo
B df(x0,%0) df(x0,%0)
= f(zo0,%0) + 97 (z — o) + O (¥ — o)
16°f(xo0,0) o, 0*f(z0,%0) 182 f(xo,0) 2
§T(I —x0)" + Tay(x —20)(y — %o) + iaiyg(y — o)
b) Enligt formeln ovan med derivatorna
”.(33 y) =-——=L 3
T E—— N i
xT 9
flay) = Vitat+y = {f,(x o = ) = e
y\: Y 2y/1+z+y " (l‘ ) _ 1
yy ?y - 4\/@3
evaluerade i (1,0)
" _ 1
/( ) _ 1 .LL( 50) 8\1@
T\ " _
f(lvo):fv , 72 ) zy( 70) 82
y\ o 2+/2 " (1 )7 1
Yy o 8v2
Taylorpolynomet av grad 2 &r séledes
NG 1 1 2 3.3
2+ﬁ(($_1)+y) - m((x—l)‘ﬂ/) + O0(z”,y°).
5.4

Lo6sning finns i 6vningsbok.
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5.5

5.6

5.7

a) h?+k? > 0 med likhet endast om h = k =0 = positiv definit.
b) Eftersom h?—k? kan anta alla viirden storre #n, lika med eller mindre #n 0, ir formen indefinit.
¢) Indefinit av samma anledning som ovan.

d) Kvadradkomplettering ger
2 2 Live 1o o Live 32
e+ hk+k"=((h+-k)°—-k"+k=(h+-k)°+ k%
2 4 2 4
vilket dr positivt definit enligt samma argunment som i a) om man sétter s = h + k/2 och
t =/3k/2.

e) Kvadradkomplettering ger h? + k2 + 2hk = (h + k)? vilket &r positiv semi-definit eftersom
om h = —k ger varden pa (h, k) # (0,0) s& att formen &r 0.

f) Kvadradkomplettering ger h? + k% + 4hk = (h + k)? + 2hk vilket tack vare det obestimda
tecknet av 2hk &r indefinit

a) Positivt definit eftersom h? + h3 + h3 > 0 med likhet om och endast om hy = hy = h3 = 0.
b) Indefinit tack vare minustecknet framfor hs.

c) Det giller att h? + h3 > 0 men det existeras viirden pa (hy, ha, h3) # (0,0,0) si att formen &r
0. Ta t.ex. (0,0,t) for alla t € R. Dérfor ar formern positivt semi-definit.

d) Indefinit eftersom det gar inte att dra ndgra begriansningar for tecken pé formen.

e) Kvadratkomplettering

h? — h% — h2 4 2h1hy + 4hohs = (hy + ho)? — 2h3 — h2 + 4hohs
= (h1 + h2)? — 2(hy — h3)* + h3

for ky = (hy + ha), k2 = V/2(hy — h3) och k3 = hs. Formen &r saledes indefinit.
f) Kvadratkomplettering

h3 4 2h3 + 2h3 + 2hihy — 2hyhg + 2hohs = (A3 4 2hihg — 2hyhg + b3 — 2hohs + h3) + h3 + h3 + 4hohs
= (h1 4+ ha — h3)® + h3 + h3 + 4hohs,

vilket ar indefinit tack vare den sista termen 4hohs.

Losning finns i 6vningsbok.
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5.8

Identifiera samtidiga nollstéllen till férsta ordningen derivator

/ 2,2
2,2 fe =32y +27y =0
T,Y) =2 + 27xy + 2Ty —
fl@,y) =27y yrety {f;_2x3y+27z+27_0
Som synes l6ses den forsta ekvationen av y = 0 varvid den senare ges av 27z +27 =0 — z = —1.
Den forsta identifierade stationdra punkten &r saledes (—1,0). For att finna stationdra punkter dér
y # 0, kan dérfor den forsta ekvationen divideras med y # 0 vilket ger systemet

2
203y + 272 +27 =0 20% (32) + 272 +27=0

—27
{3x2y+27:0 :){y:?)

-9
Y=
{—18x +27r +27=0
{x =-3
— ,
y=-1
vilket ger den andra stationdra punkten (z,y) = (=3, —1).

For att undersoka karaktdren av dessa stationdra punkter, undersdkes den kvadratiska formen
wet? 4 2f xy + flly?. Derivatorna kan beréknas enligt

Kvadratiska formen 54zy — 2y? i (—1,0)

" (2,y) = 6oy + 27
(z,y) = 627y + Kvadratiska formen — 1822 — 5dzy — 27y% i (—3,—1)

ry

(@, y) = 6ay? {
=
_ 3
z//,y =2

Den forsta kvadratiska formen 54xy — 2y? ar ganska uppenbarligen indefinit till f5ljd av oberoende
av z2. Punkten (—1,0) #r siledes en sadelpunkt och inte en lokal extrempunkt. Fér (—3, —1) géller
efter division med 18 kvadratkomplettering

—1822 — 5day — 54y — —a? — 3wy — 3y = —(z + gyy _ Zy{

vilket &r negativt definit och punkten (—3,—1) &r saledes en lokal maximipunkt.

5.9

Samtidiga nollstéllen till férsta ordningens derivator

fl=2x+ 32? = 2(3z + 2)

fley) =2 +y*+2° +¢° =
fi=2y+3y> =y(By +2)

vilka &r noll oberoende av varandra fér = 0,—2/3 och y = 0,—2/3. Det existerar saledes fyra
stationdra punkter.
Den kvadratiska formen i punkten (zg, yo) kan formuleras som

;’xe + 2f;’yxy + fl'/,yy2 = (24 620)2% + 2(0)zy + (2 + 6y0)y? = 2(x + y?) + 6x92? + 6yoy®.
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Evaluerade i de fyra olika punkterna ges resultatet nedan.

Punkt ‘ Kvadratisk Form ‘ Karaktar ‘ Typ av stationar punkt
(0,0) 222 + 29° Positiv Definit Lokal minimipunkt
(0,—2/3) 222 — 292 Indefinit Sadelpunkt
(—2/3,0) —222 + 2y Indefinit Sadelpunkt
(—2/3,-2/3) —22% — 292 Negativt Definit Lokal maximipunkt

5.10

y)In(l+2x+y) —2x—y

+
) = EED | iy (51 4y 1 1)cos (4 9) — 2
0)
0)

Funktionen har alltsa en stationdr punkt i origo. For att undersoka typen av stationir punkt

anvands
4(sin (x 1 . 4 cos (x+1,
ol y) = M I (20 g+ Dsin (o ) + S5 7,(0,0) =0
o (@, y) = —2REEED iy (9g 4y 4 ) sin (o +y) + H2ER — S 0,0)=1
sin (x 1 . 2 cos (x
;’y(x,y) = —7(2m(+zz)1;r2 —InQ2z+y+Dsin(z+y)+ 72m+(yif) Z;’y(O,O) =1

varfor den kvadratiska formen #r 2zy + y? vilken #r indefinit och origo #r en sadelpunkt.

b)
) = 42% 1+ 120y + 9y 4 2t — 4 Jo(@y) =4a% 480412y 1(0,0) =0
7 fy(@,y) =12z + 18y 7(0,0)=0

vilket gor origo till en stationdr punkt. For avgora dess karaktar berdknas

Y (2,y) = 1202 4 8 7,(0,0) =
g’c’y(as,y) =12 = ;’y(0,0) =12
" (2,y) = 18 7.(0,0) = 18

Den kvadratiska formen

3
827 4 12zy + 18y* = 8(x + zy)2

ar positivt definit = lokal minimipunkt.
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d)

f(z,y,2) = €¥*(1 — arctan(z® + y* + 227)

S
= < fli(x,y,2) = 2z (1 — arctan (2? 4y + 22?)) €"V* — MW
4ze"Y*

flx,y,z) =2y (1 — arctan (x2 +92 4+ 222)) ety — (O ey

)=0
— { £1(0,0,0) =0
£1(0,0,0) =0
= Stationér punkt.
" (Y, 2) = S&iggf;i;zzle:;: - (xzf;ﬁ’i;j;z)zﬂ + 9?22 (1 — arctan (22 4 y? + 22%)) €™¥* — m
flr0:2) =~ a4 2) (1 - arctan (o2 4 228)) e 4 AT
P 02) =~ EEEET (s ) (1 avetan (o2 47 4 227)) 0+ RO R
b @,2) = 0222 (1 - arctan (a2 + 92 + 25%)) 7 — it o WU, s
L) = () (L -t e+ 428 v | o
! (x,y, 2) = 22y? (1 — arctan (xz +y?+ 222)) erv* — (szjgjezzzz)2+1 + Bi(z;(j_j;i:j;?i;z - (Iery%i;;)aH

7.(0,0,0) = =2
;'y(0,0,0) =0
+:(0,0,0) =0
7 (0,0,0) = —2
4-(0,0,0) =0
7 (0,0,0) = —4

Den kvadratiska formen
—22% — 2y — 422

ar negativt definit = lokal maximipunkt i origo.

Jz(@,y,

( 2)==2@x+y+2)
fx,y,2) = 1+ 2% 4+ 2y + 42 — 20y + 6yz — 222 —> fo@,y, 2) = =22 + 6y* 4 62
fi(@,y,2)
(
(
(

0,0,0) =0
= { 11(0,0,0) = 0
)=0

= —2x + 6y + 8z
fa =
£2(0,0,0) =

= Stationér punkt.
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v (2,y,2) = =2 ;’x(o 0,0) =2
;’Z(x,y,z) =-2 — (0 O 0)
oy (T,Y,2) =12y y(0,0,0) =
;’z(m,y,z) =6 (0 0,0) =
(r,y,2) =8 7.(0,0,0) =

Den kvadratiska formen

fona® + 2l my + 2flxz + [y + 2fyz + fl27 = —22° — dwy — 4wz + 12yz + 82°.

Kvadratkomplettering ger

—22% —day—4rz+12y2+82% = —2(x+y+2)°+2y° +8y2+102% = —2(x4y+2)24+2(y+22)2+222,

vilket &r indefinit till f6ljd av olika tecken framfor kvadraterna. Den stationédra punkten &r en
sadelpunkt.

5.11

c) En forutsittning f6r en extrempunkt ér ett det dr en stationér punkt d.v.s. att forsta ordningens
derivator ar noll. Detta kan formuleras enligt

0= f.(0,0) = 2z(1+y) +3
£2(0,0) (1+y) Y rm00)

0=f/(0,0)=2%+3x+2
1y(0.0) = 2"+ 3z + Y@=,

vilket som synes ar uppfyllt.
For att undersoka huruvida det ar en extrempunkt, studeras andra ordningens derivator eftersom
med teorin fér Taylorutvecklingar kan dessa derivator ge information om funktionen véxer eller avtar
néra origo d.v.s. om det dr en maximi- eller minimipunkt eller ingetdera. Eftersom

w(Ty) =2y +2 = [f1,(0,0) =
(@ y) =20+3 = f/,(0,00=3 ,
oy y) =2 = f7.(0,0) =2

ar den kvadratiska formen 222 + 6zy + 2y? = 2(x + y)? + 22y vilken #r indefinit och origo #r ingen
extrempunkt.
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5.12

For en stationdr punkt géller att alla forsta ordnigens derivator ar noll samtidigt. Detta villkor kan
formuleras
0=fiz,y,2) =(x+ay+yz+1+y)e”
f(z,y,2) = (x + 2y +yz)e” = (0= f/(z,y,2) = (z + 2)e”
0= fi(z,y,2) = ye"

Eftersom e® # 0,Vz € R kan denna faktor divideras bort och ekvationssystemet blir

r+zy+yz+1+y=0 z=-1 z=-1
z+2z=0 —{r=—2 <<= (y=0
y=20 y=20 z=1

Detta ar saledes den enda stationéira punkten. For att avgora dess karaktéir studera den kvadratiska
formeni(—1,0,1) som ges av ( 1,0, 1)a?+2f7 (=1,0, Day+2f1,(=1,0,1)zz+ £, (=1,0,1)y* +
2f,.(=1,0,)yz + fI,(-1,0, 1) . De ingéende derlvatorna kan riiknas ut till

" (r,y,2)=(@+ay+yz+1+y+1+y)e® = fI(-1,0,1)=e!
Ty( Y, 2) = (x+z+1)e” = f[(-1,0,1)=e 1
((E Y,z )_ye g m(—l,O,l):O
oy (T: 9, 2)
v (@, Y, 2) =

z)

-0 = ;'y( 101)—0

e " (=1,0,1) =

Yyz

=0 = ;’Z( 1,0,1):0

Ty, 2
Ty, 2
zz(lny,

Den kvadratiska formen &r saledes e~ ! (x2 + xy + yz) vilken uppenbarligen &r indefinit och punkten
ar ingen extrempunkt.

5.13
a) Nollstélle i origo kréver
72(0,0) = 42 + azy + y* + (z + a)(8z + ay) =0, YaeR
(z,)=(0,0)
f;(0,0) = (z + a)(ax + 2y) =0, VaeR
(z.1)=(0,0)
Funktionen har alltsé en stationér punkt i origo for alla a.
b) Till f5ljd av att
va(,y) = 24z + 2ay + 8a = f,(0,0) = 8a
_ _ 2
fry(@y) = ax + 2y + a(x +a) = f;,(0,0)=a
!

[ (@y) =2z +2a = f)(0,0) =2a

Saledes &r den kvadratiska formen i origo 0 om a = 0 vilket inte ger tillriackligt med information
for att avgbra om origo ar ett extremvérde. Men eftersom t.ex. f.. (0,0) = 24 # 0 varierar
funktionen som 24z2 i x—led néra origo vilket kan anta virden bade storre &n och mindre #n

noll efterosm 22 inte har ett specifierat tecken. Origo kan saledes inte vara ett extremvirde.
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c) Enligt ovanstaende si &r den kvadratiska formen i origo

8ax? + 2a%zy + 2a1°.

och uppgiften ar att bestdmma a si att denna formen &r positivt eller negativt definit. Efter
lite omkrivning och kvadratkomplettering kan den kvadratiska formen formuleras

1 \* 1
8ax? + 2a%xy + 2ay* = 2a [4x2 + axy + yﬂ =2a |4 <x + ay> — —a%y? 2

8 16
1 \? 16-a2
4 = 2.
<x+ Say) + 16 y]

= 2a

Denna formen &r definit om och endast om koefficienterna framfor de nya kvadraterna (x + %ay) ?

och y? har samma tecken d.v.s.
16 — a?
16

Notera att a # 0 eftersom férfaktorn 2a da ger att hela den kvadratiska formen &r noll. Varden
pé a sa att origo dr en extrempunkt dr darfor

>0 = —4<a<4

{a e R\{0}] -4 <a <4}

5.14
Stationéra punkter ges av f; = f; = 0. Detta ger

fi(z,y)=—e¥(y—1)cosz =0 = y=1 ellerx:g—i—mr for n € Z.

foxy) =€’ (1 —sinz+y+1—(y—1)sinz) =’ (2 +y(1 —sinz),

vilket inte &r noll fér y = 1. Det andra alternativet fran kravet f; = 0 ar alltsa x = 5 +n7 for n €
7 = sinx = £1. For sinz = 1 ges

fy(@,y) =2e" #0, Vy.
Déremot for sinz = —1 (z = 2 + n2m) ges

fix,y) = (2+2y)e? =0 for y = —1.

Y

De stationédra punkterna ar saledes oandligt manga och alla av typen

(z,y) = (3; +n27r,1> , MmeEZ.

For att undersoka deras karaktéar, berdkna

10
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3 2
Faten) = - Desin(e) = gt (5 +uzm,-1) =2

fay(@,y) = —ye¥ cos(x) = [y, <327r + n2m, 1) =0

. 3 2
foy(@,y) = B+y—(y+1)sinz)e’ = f, (2 —|—n27r,—1) ==

Den kvadratiska formen 2(z2 + y?)/e dr onekligen positivt definit for alla stationiira punkter och
alla dessa ar lokala minima utan existens av lokala maxima.

5.15

For en kontinuerlig reelvird funktion f, giller att f garanterat antar ett storsta och minsta vérde i
méngden D om D ar kompakt d.v.s. sluten (innehaller randen) och begrinsad.

a) Nej, eftersom |y| < 1 kan det inte avgoras om minsta och storsta virde antas om inte grans-
virdet |y| — 1 undersokes.

b) Ja, omradet dr kompakt.
c) Nej, omradet dr inte begrinsat.
d) Nej, omradet ar inte begrinsat.

e) Ja, omradet ar begrinsat och slutet <= kompakt.

5.16

Losning finns i 6vningsbok.

11
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5.17

Understkning av storsta och minsta virde maste omfatta savil randen som lokala extrempunkter.
Inboérdes ordning spelar ingen roll men foreliggande 16sning inleds med att understka virden pa
randen. Omréadet i fraga ar uppritat i figur [5.1}

1.00 A

0.75 1

0.50 1

0.25

> 0.004

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 4

—1.00 1

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figur 5.1: Omrade i uppgift 5.17.

Det finns alltsé fyra rdnder att understéka z = —1, x = 1, y = —1 och y = 1. Eftersom funktionen
ar symmetrisk i « och y, racker det att underséka x = —1 och x = 1. De tva rédnderna y = —1 och
y = 1 beter sig ekvivalent.

e r=—1.Forx=—1 ges

F(-1y) = fily) = —y + v
Extremvérden for fi(y) ges da %1 =-142y =0 = y = 1/2 och virdet av fi(1/2) =
—1/2 4 (1/2)? = —1/4.
Randpunkterna av fi(y) dr y = +1 dér virdet av funktionen ar f1(—1) = 14+ 1 = 2 och
fi(1) = —=1+1=0. Pa randen « = —1 &r alltsa storsta virdet 2 och minsta virdet —1/4.

e =1 For x =1 ges istéllet

Fy) = foly) =y + >
Randpunkter y = +1 ger fa(—1) = 0 och f3(1) = 2 medans extremvirden ges av g—; =

1+2y =0 = y = —1/2 dér funktionens viirde &r fo(—1/2) = —1/24(~1/2)? = —1/4. Aven
pé randen = = 1 ges storsta virde av 2 och minsta virde av —1/4.

Vidare, undersoks extremvéirden inom definitionsméngden. Stationdra punkter ges av

— [(m,y) = (0,0) eller for (z,y) # (0,0)|y = —i.

fo(z,y) =y+2xy*> =0
2x

fy(z,y) =2 +22%y =0
For x = y = 0 ges virdet f(0,0) = 0. P4 kurvan y = —1/2x ges

2
oo £ (£ +-dede ok

Totalt finns storsta virdet 2 och minsta virdet —1/4.

12
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5.18

Lo6sning finns i 6vningsbok.

5.19

Omradet D av intresse &r illustrerat i figur

2.00

1.75 A

1.50 A

1.254

> 1.00 -

0.75 1

0.50 1

0.25

0.00 1

000 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
X

Figur 5.2: Omrade D i uppgift 5.19.

Storsta (och minsta) virde kan endast antas pa rander eller i lokala extrempunkter. Forst undersoks
de fyra hérnen (0,0), (1,0),(1,1) och (0,1) (som ar randpunkter till randen).

o (@,9)=(0,0) = 2=[0]

o (z,y)=(1,0) = z=[0]

.« @y =(11) = 2=

7 _
2(1+2+3) — | 12 |

7

_ -1 _
* (2y)=(01) = 2= 505 =| 5|
Alla dessa viarden &r mindre &n 1 och undersdkningen maste fortskrida.

e z = 0. Funktionen ges pa denna rand av

20.9) = 51(0) = g7

med extremvarden

0 dey 4y 4 Ty _ ly(1+3y) — 2192
dy  2(1+3y) 2(1 + 3y)? 2(1 + 3y)?
_ Ty(By +2)
—2(1 + 3y2)2

2
= TyBy—2)=0 = y =0, ellery:—g.

Hornpunkten (0,0) har redan undersokts och vérdet ar z = 0. y = —2/3 tillhor inte omradet.

13
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e r = 1 Funktionen ges av

2
L) = 2(0) = 550

Det kan ses redan hér att rdkningarna blir analoga med = = 0 men fér den noggranna mate-

matikern redovisas letandet av extremvarden

0= dzy _ 4y 3 Ty _ 14y(3 + 3y) — 21y
dy  2(3+3y) 2(3+3y)? 2(1 + 3y)?
42y +21y?  Ty(6 + 3y)
23+3y)>  2(3+3y)?
= Ty(6+3y) =0 = y=0ellery=-2¢D.

Dér ytan nar héjden z = 0 precis som redan bestamt.
e y = 0. Funktionen i x blir
z(z,0) = z3(x) = 0.

Funktionen &r héar alltsid konstant noll.

e y = 1. Det foljer

7
z(z,1) = z4(x) = i
med extremvarden
P S N
Codr (24 42)%

som saknar reella rotter. Alltsa finns inga extremvérden pa denna rand.

Understkningen forstétter att studera extremvirden innanfér omradet D. Alla stationéra punkter

ges av
9z _ 1442 _
{390—_2(1+2:3+3y)2_0 ﬁ{l‘lyZ:O
8z __ 14 Ty? _ Ty(2+4z+3y) _ _
By 2(1+2zy+3y) - 32(1+2§+3y)2 = 21(!1+2:1:13yz)!2 =0 Ty(2+4z+3y) =0

= y=0.

Vilket redan har undersokt. De funna potentiella storst och minsta virdena dr siledes z = 0,7/12

och 7/8 varav inget viirde dr storre &n 1. Ytan nar alltsa aldrig 6ver z = 1.

5.20

Borja med att undersoka randen av kvadraten

e z=0 = f(0,y) = fi(y) =[0]

14



Losningar Flerdimensionell Analys

5.21

o x =2 = f(2,y) = fo(y) = 169> — 4y* — 12. T hornet y = 0 ges viirdet fo(0) = och i
y=2ges fo(2) =16 x 22 —4 x 24 — 12 =| —12|.
Extremvérden léngs med denna rand ges av

d
0= di; =32y — 16y° = 16y(2 —y*) = y=0,£V2.

Endast y = 0 och y = /2 tillh6r omradet och for y = 0 = f5(0) = —12 som tidigare visats
och for y =1 ges

F(1) =16x V2 —4v2 —12=32-16—12 = [4]

e y=0 = f(z,0) = f3(x) = =322,
med stérsta och minsta viirden i hornen z = 0 = f3(0) = @ ochz =2 = f3(2) =
—3x 22 =[-12]

o y=2 = f(x,2) = fi(z) = 162 — 322 — 32? = 132% — 322. Hornen z = 0,2 har redan
undersokts och dir dr virdena av f 0 respektive —12 medans extremvérden ges av

Cdfs 3216 B 16)° 16 [ 256

Vad som aterstar nu ar att finna extremvérden inom omradet. Stationédra punkter ges av

fl=8ry? —2y* —6x =0 PN 8xy? — 2y* — 62 =0
[ =8zy —8xy® =0 8zy(z —y?) =0

Om origo (x,y) = (0,0) franses (denna punkt har redan kollats) ges fran den andra ekvationen
y? = x vilket insatt i den forsta ger

0=8z> -2 —6r=6z(x—1) = {r#0} = r=1 = y= 51,

och i den stationdra punkten (1,1) ges

fA, ) =4-2-3=[-1]

Sammanfattningsvis ges storsta och minsta virde av 4 och —256/13.

L6sning finns i 6vningsbok.

15
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5.22

Omradet &r begrénsat av linjerna y = 0,y = x och x = 1 och blir séledes en triangel med horn i
(0,0),(1,0) och (1,1) i enlighet med figur [5.3]

104 — y=x
—_ x=1
— y=0
0.8 1

0.6 1

0.4 4

0.2

0.0 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figur 5.3: Omrade D i uppgift 5.22.

Som blivit vana i dessa l6sningsforslag, inleds en undersékning av randen.

e y=0 = f(z,y) = fi(z) = 2% — r med extremvirden for

0:%:2;5—1 = z=1/2 = f1(1/2)=|-1/4

I hornen (0,0) och (1,0) ges f1(0 @ och f1(1 @
e y=x = f(z,y) = fo(x) = 2% — 322 + 22 —x+4:1: = —2? + 3z = x(3 — 2). Extremviirden

ges av
dfs 3
= — = —2 = — D.
0 . 3—2r = «x 2¢
e =1 = f(l,y)= f3(y) =1-3y+y?—1+4y =y + 3% Extremviirden aterfinns i
d
02%214—234 — y=-1/2¢D.
Y

I det tredje hornet (1,1) ges daremot f5(1) = .

Extremvéirden inom omrédet D maéste aterfinnas i stationéra punkter

=922 —3y—1=0 r=11+3 =1(1+3 =2
fgf x—3y PN 3(+y) P 2(+y)<:>x
fy=-3x+2y+4=0 —5(1+3y) +2y+4=0 =

(2,1) ¢ D varfor storsta och minsta varden ar 2, —1/4.

16
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5.23

Om begrinsningen skrivs om lite kan inses

0<z4+y<2<= —z<y<2—uzx

Med ytterliggare inskrénkningar 0 < x,y kan slutsatsen dras att omradet dr begrénsat av linjerna
=0,y =0o0chy=2—z. Detta omrade D &r illustrerat i figur

2.00 4 —y=2-x
1.75 A
1.50 A
1.25 A
> 1.00

0.75 1

0.50 1
D

0.25 4

0.00 1

T T T T T T T T T
0.00 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
X

Figur 5.4: Omrade D i uppgift 5.23.

Nedan foljer en undersékning av funktionens virden pa rdnderna x = 0,y = 0 och y = 2 — . 1
hérnen av triangeln (0,0), (0,2) och (2,0) ges virdena

flay) =2 +y—(°+9°)? = { f(2,0) = folz) =z —2*
fx,2—2)=fa(x)=z+2 -2+ (2% + (2—-12)%)? =2 — (22% + 42 — 4)?

med stationdra punkter

d,

_dfy 3 _ =
()f%fl—iix — z=1- f(1) =[0]
0:%:2(2x2+4iﬂ*4>(4x+4)

x

— {2=-1¢D} = 22° +40-4=0
= 22 +20-2=0 = z=-1+3

= f3(=1+ \/3) = @

Extrempunkter inom omradet kraver

17
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5.24

5.25

— f(1/2,1/2) :.

INIES NI

O: -_— —_ 2 2 = =
fi=1—4dx(z* +y?) — =1y — x
0=fy=1—4y(a*+y?) 1—4z(22%) =0 y =

Alltsa &r stérsta och minsta virde 3/4 och —14.
Losning finns i 6vningsbok.

Som den fantastiska entusiast fér polédra koordinater som ldsaren bor vara vid detta laget sa kanske
det inses att detta omrade #r enhetscirkelskivan. Denna rand x? 4+ y? = 1 &r littare att undersoka i
just poléara koordinater

{mzrc.osqb — f(r,¢) = r? cos® ¢ + rcos p(r?sin® ¢ — 1).
y =rsin¢
Randen ges av r = 1 eller x = cos ¢ och y = sin ¢ varfor funktionen ges av
cos? ¢ + cos ¢ (sin? ¢ — 1) = cos® ¢ — cos® ¢ =
—_———
—cos2 ¢

Pa gréanserna cos ¢ = £1 ges virdena

=[2]

cos p=—1
= 0]

cos ¢p=1
For extrempunkter lings med randen, 14t ¢ = cos ¢. Det foljer da att randen ~(t) = cos? ¢ —cos® ¢ =
t? — t3 och stationira punkter

cosp=—1— f=cos®>¢p—cos’ ¢

cosp=1— f=cos®>p—cos’¢

d 2
0:%:%—31&2:75(2—315) — =0, eller t = .
N 2/92 _ 93 /a3 4
Fort=0 = 7(0):@medans'y(2/3):2 /3% —2%/3° = 77 |

For att finna stationédra punkter inom omradet spelar de mindre roll vilket koordinatsystem som
anvands. I z,y krévs att

O0=f =2z+y>—1
0=f, =2y

18
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Den senare ekvationen krdver att antingen + = 0 — y = £1 = f(0,4£1) = @ eller
1
y=0 = x=1-(1/2,0)=| -7 |

Storsta och minsta véarden ar alltsa 2, f%.

5.26

Omradet ar en cirkelskiva med radie 2 och centrum i origo. Randen undersoks saledes kankse bést
i polédra koordinater enligt

{x:mf’w S 0<7r<2,0<¢<2m
Yy = rsin¢

Randen ges av r = 2 dér funktionen blir

flz,y) = (x* + 3y2)e_’”2_y2 = (r2 cos® ¢ + 3r? sin” (;5) e~ cos” ¢—r?sin” ¢
r=2
4 (c052 ¢ + 3sin? d)) et
Randpunkterna for denna kurva ¢ = 0 (vilket dr ekvivalent med ¢ = 27 eftersom de trigonometriska
funktionerna &r periodiska) ger véirdet

4 (cos2 ¢+ 3sin? (b) e 4 =|—|
=0

Stationdra punkter ldngs med kurvan kréver

4
0= %4 (c032 é + 3sin? o) et = — (—2cos ¢sin ¢ + 6sin ¢ cos )
e

16 8
= —cosgsing = —sin2¢ = ¢ =0.
e e

Denna punkt (r, ¢) = (2,0) har redan undersokts tidigare.

D& var randen undersokt och analysen Overgar till stationdra punkter inom omradet. Stationér
punkt kréver f;(z,y) = f,(z,y) = 0 och eftersom

% = % (2 + 3y?) e = oy (z® +3y> - 1) 67127&,2,
medans
of

Biy _ (% (m2 + 3y2) e~y —2y (m2 1342 — 3) o7 -y?

Kravet for stationdr punkt &r alltsa eftersom e~ v’ #0,Vz,y e R

fo==2x (2 + 32 —1)e ¥ =0 —2z(2® +3y* —1) =0
fy==2y (@2 +3y> -3)e " ¥ =0 —2y(2® + 3y —3) =0

z=0eller 22+3y2-1=0 PN z =0eller z = &/1 — 332
y=0eller z2+3y2—-3=0 y =0 eller z = ++/3 — 3y?2

19
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5.27

Vilka av dessa krav pa x och y ar forenliga d.v.s. kan gilla samtidigt? Forst och framst ar x = 0
forenligt med y = 0 eftersom de ekvationerna i en variabel inte stéller nagra krav pa den anra
variabeln. En stationdr punkt ar saledes (0,0) dar vardet av f &r @

Om 2 = 0 kan dven © = £4/3 — 3y? givet att /3 —3y2 =0 = y = £1 varfor (0,1) och (0,-1)
3

ar stationdra punkter inom omradet med vérdena .
e

Om z = +4/1 — 3y? kan uppenbarligen inte x = 4/3 — 3y2 och dérfér méste y = 0 gilla. De sista
mojliga stationdra punkterna ar saledes (1, 0) eftesom 4++/1 — 0 = £1. I dessa punkterna &r véirdet

1
av funktionen .
e

Funktionens storsta och minsta virde i omradet dr dérfor % respektive 0. (Notera 0 < 4e™* ~ 4/3% =
4/81 < 3/e).

Omrédet i fraga dr markerat i figur [5.5

161 — y=1
_yzxz
144 x=3
12

10 A

0?0 0?5 ltO 1?5 2?0 2?5 3t0 3?5 4?0
Figur 5.5: Omrade i uppgift 5.27

Borja med att undersoka storsta och minsta virde pa randen. Omradet begrénsas av de tre linjerna
ey=1forl1<z<3.
er=3fr1<y<3?=09.
e y=zx2for1<z<3

Dessa rénder kan undersokas var for sig.

ey=lochl<z<3 = fle,])=fi(2) =452 =1-Z. Ihémenz =1 = f(1,1) =[1]

ochz =3 = f(3,1)=1-2% = . Lings med kurvan finns inga stationdra punkter

NeJEEN]

eftersom fi(z) = 4z =3 # 0.
e z =3 o0ch1<y<9 ger funktionen i y som f(3,y) = fa(y) = % = % + 2. Hornet (3,1)
hanterades i forra stycket. I det horn som &nnu inte redan har riknats ut vilket ar (3,9) (se
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23
=gt Langs med linjestycket finns aterigen inga stationéra

O

figur [5.5) ges f2(9) = & +
punkter da f(y) = —8972 # 0.

o y=a2och1<2<3 = f(z,22) = fs(z) = (1,1) och (3,9) (se figur[5.5) har
redan undersokts i tidigare. Langs med kurvan ges stat1onara punkter av

_dig,_i 322 —4 @7431'2—4
dr  dx z " x°
62 — 1227 + 16
-
_ 16 — 622
==

— 16—6x2=0
4
()f ()\[\f

— T =

L 2V2
( )T S \/g
Eftersom v/2 ~ 1.4 och v/3 ~ 1.7 ger en uppskattning att den positiva roten 2 = 2‘[ ger en

punkt inom omrédet (24/%, %). I denna punkt ges

; (2@)_3(%5) -4 384 4 [9
! _ 4

AT T e

Vidare undersoks vérden i stationédra punkter. For en sddan punkt erfordras att

_ 8z +2y 4 _ 2z oa 42y—4 _ 8—4y
0= f ( ’y) — 9z a2y T x2y 22 3y T ady
/ 6 z +2y 4 _ 2 z?4+2y—4 _ 4—2a?
0=fylz,y)= 7y

2y — x2

8—4y =0 =12
<~ <~ )
4—22=0 y=2
dir x = —2 exkluderas d& punkten (—2,2) inte ligger i omradet. (2,2) ligger dock i omréadet och &r
en stationdr punkt. Virdet av funktionen i punkten &r

y m2‘7!2 - 132,1/2

22 4+2x2—4 1

128 =55 =|3]

Storsta och minsta véirde &dr 7/9 respektive —1.

5.28

Losning finns i 6vningsbok.
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5.29

Om lisaren inte kiinner till 22 + y2 + 22 < 1 &r ett enhetsklot (ifylld enhetssfir) si vet lisaren detta
nu, memorerar detta pa valfritt vis och kommer aldrig att glomma det for resten av livet.

Efterom z,y,z > 0, hanteras bara en attondel av detta klot och den totala randen utgors savil av
22+ 9?2 +22=11f5r 2> 0,y >0 och z > 0 som kvartscirkelskivorna

?+y?=1; 2,y>0 (2=0)
?+22=1; z,y>0 (y=0)
yv2+22=1; z,y>0 (z=0)
Om du ar osdker pa vad detta kommer ifran, forsék att rita omradet, speciellt for z = 0, y = 0 och

aven z = 0.
Funktionen ifraga ar

[y, 2) = zyz + xy,
och réanderna som behdvs undersokas gas igenom en och en nedan.
e 2 +1y?=1,2=0 = f(x,y) = zy, vilket endast ger en stationir punkt i origo (varfor?) dir
funktionens virde ar @ For att hitta storsta virdet av funktionen xy givet 22 + y? = 1, ar

det lattaste att anvéinda optimering med bivillkor vilket inte kommer forréan senare i kapitlet.
For att undvika detta, anvénds istéllet poldra koordinater

1
— zy=r’cos¢sing = 57"2 sin 2¢.

T = rCos¢
Yy = rsin¢

2 = 1 och maxviirdet for sin2¢ = 1 for ¢ = T (vilket tillhor

Eftersom for 22 +y?> =1 = r T

1
randen) si dr maxvérdet av %7"2 sin 2¢ och da implicit &ven xy just pa randen.

e 22 +22=1y=0 = f(z,9,2) =0.
o 2 +22=1,2=0 = f(z,y,2) =0.

o 22 +y2 422 =1; x,y,2 > 0. Detta ér den svaraste randen att underscka. Aterigen hade det
varit enklast att ta till optimering med bivillkor men av respekt for att det inte har gatts
igenom, visas hir en annan metod. I sfariska/rymdpoléra koordinater ges randen av

x = rsinf cos ¢ r=1
y=rsinfsing O_HS%
z=rcosb 0<op< 3

Alltsa ar

f(z,y,2) = zyz + 2y = 2y(z + 1) = sin? f cos ¢ sin Pp(cos § + 1) = %sin 2¢sin? f(cos O + 1).

Bade da ¢ = 0 och ¢ = /2 s& &r funktionen 0 och eftersom z, y, z > 0, och s& méaste funktionen
anta ett maximalt viirde innan den "vinder". Aterigen &r sin 2¢ som stérst 1 for ¢ = 7 /4 och
funktionen &r da

1
3 sin?f(cosf +1), 0<0<

o)

Optimering med avseende pé 6 ger
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0= 4 (; sin? f(cos 0 + 1)) = — (2sin6 cosf(cosf + 1) — sin® fsin )

sin 0 (2 cos? 0 + 2 cos § — sin? 9)

Sin9(300529+20059— 1),

N =N = N =

eftersom sin2 @ = 1 — cos2 0. Om sin 6 = 0 s ir hela funktionen 0 vilket #r ointressant. Istéllet
undersokes

2 1
3cos29+2c089—1:0<:>c0529+§c059—§:O
1
— COS&Z—g (i—)

For cosf = % ges funktionens varde av

1 1
§sin2 f(cosf +1) = 3 (1 — cos® ) (cos 6 + 1)
1 1 1
=5 (%) (3+1)
1 8 4
=X - X=
2 9 3
[
|27

For stationdra punkter i omradet galler att

fo(@,y,2) =yz+y =0
fo(w,y,2) =22 +2=0
fi(w,y,2) =2y =0

Den sista ekvationen kraver antingen = 0 eller y = 0 och i bada dessa fall s& &r funktionens virde
konstant @ Det finns alltsa inga stationédra punkter dar f # 0.

Storsta och minsta virde ar efter allt detta 16/27 respektive 0.

5.30

Lo6sning finns i 6vningsbok.

23



Losningar Flerdimensionell Analys

5.31

5.32

5.33

0<z<2

— 2 —xy
f(@,y) =zy“e™™, {0<y<b>1

Stationdra punkter ges av

0=filw,y) =y*(L—yz)e=  __ JO=y*(1-ay)
0= fy(z,y) = =2y — zy®)e " 0=ay(2 - ay)
For den forsta ekvationen kan antingen y = 0 vilket insatt i den andra ekvationen ger full frihet for

z. Funktionens vérde for y = 0 ar f(z,0) = @ Om istéllet zy = 1 sa blir den andra ekvationen
inte noll och de enda stationdra punkter som gar att aterfinna &r fér y = 0.

Randpunkter &r férst och framst for x = 0 respektive y = 0 dér funktionens varde ar @ For x =2
ir funktionen f(2,y) = 2y?e~2Y med stationira punkter

df (2,y)
dy

alltsa aterfinns punkterna (2,0) — f(2,0) = @ och (2,1) = f(2,1) = 5. Den sista randen y = b
ger

= (dy —4y°)e Y = dy(1 — y)e %,

f(z,b) = b2ze=b",
med stationdra punkter

_ df(z,0)

0
dr

1 1
=b*(1—bx)e ™™ = =g = f(b,b) =|be” !},

vilket véxer obehindrat d& b — co. Storsta och minsta vérde &r b/e, 0.
Randpunkter

Losning finns i 6vningsbok.

Pa randerna x — oo och y — oo inses kanske att funktionen — @ For x =0 ges

f(0,y) =ye ¥ ,max f(0,y) = for y = 1 eftersom dfg)’ ) =1-y)e ¥ =0.
e

Yy y=1

Liknande for y = 0 ges

f(x,0) = 2%e™".

Stationédra punkter
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fo(z,0) =2z —2H)e " =2(2—2)=0 = {2

4
£(0,0) = @ och f(2,0) =| — | Stationdra punkter ges for

e
0=filey) = Qu—a? —y)e=v _ J2w—aP=1-a® _ Jo=g g
0= f(z,y) = (1—a>—y)e "V y=1-2a? y=72
Alltsé storst 4/e? och minst 0.
Stationédra punkter for funktionen méaste uppfylla
Y _ 2x 2 2 2x _ 2w(24a+y?)—4aHaxy®  22(2—2243y?)
{O = fo(2,y) = Grartyme — 2@ —¥) gty = S IR SR W
_ _ —2 2 2 2 _ 2y2+4x+y)—4xy+4 _ 2y(24-3x° —1
0= f{;(xa y) - W - 2(1‘ ) )(2+z2l—l-y2)3 - Y (2+$g+y2)3 = ?{2+m2+y2;/3

0 =2x(2 — 2% + 3y?)
0=—2y(2+32% — 7).

For att 16sa detta ekvationssystem lat forst x = 0. Da ges

0=0
.. =y =0,+V2
0=-2y(2—-y%

Eftersom /2 > 1 sa tillhér inte de tva punkterna (0, :t\/ﬁ) omradet. Den enda giltiga stationéra
punkten for z = 0 &r (0,0) déir f = @

Om istéllet 2 — 22 + 3y? = 0 = 22 = 2 + 3y? ger den andra ekvationen

0=—2y(2+32" —y?) = —2y(2+ 6 + 9y* — y*) = —16y(1 + ¢°),
22

vilket for reella y kriiver y = 0 = x = 2+ 3y? = 2. Punkten (2,0) har viirdet f(2,0) = o =
4|1
62 9

Lat istéllet 5 = 0. Da ger den forsta ekvationen 22(2 — 22) =0 = z = 0,4+/2. Origo har redan
undersokts men for x = ++/2 ar funktionens virde

_ V7 _2_
f(£V2,0) = el

Vidare #r det mojligt att lata 2 + 322 —y? =0 = y? = 2 + 322 och den forsta ekvationen ger

0 =2x(2 — 2% + 3y?) = 22(2 — 2% 4 3(2 + 32?)) = 162(1 + 2?),

med den enda reella roten z = 0 som redan har diskuterats.

Diskussionen dr nu mogen att bertra randvéarden. Forst och framst géller for y = +1 att
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5.35

z?2 -1
+1) =
f(l', ) (3 + .1'2)2 ’
med stationdra punkter
0= df(x,£1) 2z 2(x2 —1)2z  2z(3+2?) —4z(2® - 1)

 dr (34 22)2 (3+22)3 (34 22)3

- 6x + 223 — 423 4 4x - 10z — 223

B (3+x2)3 - (34a2)3

- 2x(5 —a?)

(34 22)37

1

vilket ger = 0, 4+/5 vari f = @, I

For = 0 ges tvA randpunkter (0,+1) eftersom funktionen dr symmetrisk i = (den méaste vanda i
2 = 0). Fuktionen dr dar

-12 | 1
(2+12)2 | 9f
Det finns dven en rand d& x — Fo00. Det inses strax att

2?2 — 2
lm —2—— =10|
S e = L
Darfor giller storsta virde 1/8 och —1/9.

f(0,£1) =

a) Om y — oo kommer den dominerande termen vara —y® — —oc. Det #r alltsd mojligt att viilja
storre och storre viarden pa y sa att vardet av funktionen blir mindre och mindre varav inget minsta
varde gar att aterfinna.

b) For detta indamal, undersoks alla potentiella sddana punkter. Forst och friamst ges stationiira
punkter av

0= fI =22y(30 — 22 — 3y?) — 223y = 60xy — 423y — 62y = 22y(30 — 222 — 3y?)
0= f) =2%(30 — 22 — 3y?) — 62%y* = 302% — 2* — 9z%y* = 22(30 — 2* — 9y?)

Det des fran dessa uttryck att for x = 0, s& &r bada uttryck 0 och x = 0 dr alltsd en hel méngd

stationédra punkter dér vérdet av funktionen kan rdknas ut till @ I den forsta ekvationen &r

det ocksad majligt att sdtta y = 0 och fran den andra x = 0 (vilket redan har undersokts) eller
30 — 22 — 9y? = 30 — 22 = 0. I den stationira punkten (1/30,0) (bara positiv rot eftersom z > 0 sa

ar vardet av funktionen ocksa @

Om istallet

30 — 3y2
30— 222 — 32 =0 — x2=Ty,

ger detta insatt i den andra ekvationen
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30 — 312 30 — 3y 30 — 312 15
0= 2%(30 — 22 — 9y?) = 2y <30 2y9y2>29(152y2>’

dér antingen y? = 10 eller y? = 2 léser ekvationen. For y? = 10,y > 0 = y = V10 = 2% =

1(30 — 3y?) = 0 och
£(0,v/10) =[0];

medans y2 =2 = y=+/2,2% = (30 — 3y?) = 12 och

F(V12,v/2) =12v2(30 — 12 — 3 x 2) = 12v/2(12) = .

Undersokning av rdnderna z — oo,y — 0o,z = 0 och y = 0 har redan gjorts och storsta vardet &r
saledes 144+/2.

5.36

1 3
flz,y) = @ + oy +y°)e 2 = ((x + 59)2 + 41‘/2> e~ > (),

eftersom kvadrater > 0 och exponentialfunktionen &r stére &n noll. Funktionen saknar storsta virde
eftersom det gar att vilja t.ex. * — —oo sa att e — oo. Déremot &r det minsta virdet pa
funktionen @ vilket uppfylls t.ex. for x =y = 0 eller z,y — +oo.

5.37

Losning finns i 6vningsbok

5.38

Lo6sning finns i 6vningsbok

27



Losningar Flerdimensionell Analys

5.39

Avsténdet fran en punkt (x,y) till origo ar \/22 4 y? vilket antar maximum och minimum samtidigt
som 2 + y? eftersom roten ur ir en monoton funktion. Malet for uppgiften &r alltsa att maxime-
ra/minimera 22 + y? under bivillkor att 1322 + 13y? + 10xy = 72. I extrempunkter under bivillkoret
ar gradienterna parallella d.v.s.

2z || 262 + 10y

2, .2 1322 + 1302 + 1
V (z* +y?) | V (132% + 13y* + 0xy)<:>{2y||26y+10x

Detta gar att l0sa genom att finna nollstéllen till determinanten som spanns upp av gradienterna
eftersom de &r linjért beroende. Ett annat sitt dr att infora A € R sa att

2\z = 26z + 10y PN (A—=13)x = 5y
2\y = 26y + 10z (A=13)y = 5z
A—13
Yy==—757
—
{ ()\_513)2.%' =bx
A—13
y=22
— {(A—13)25 .,
25
==+
<~ Y v
A—13=45

Eftersom bivillkoret kraver fér y = +z

1322 + 13y* + 102y = 1322 + 1322 + 102% = (26 + 10)2? = 72,

ges antingen z2 = % =2 = 32 =2eller 22 = % = % = 2= %. Avstandet i dessa fall blir

V2 +2=[2]

respektive

9 9
st

Detta fir minsta respektive storsta avstand fran origo i punkterna (++/2, £1/2) respektive % (£3,F3)
dar tecknen bestdms av y = +x.

5.40

Nej. Det gar att visa att f &r obegrdnsad genom att anvinda z +y =1 = y = 1 — x och saledes

f@,1—2)=2"(1—-u),

vilket vixer obegrinsat positivt d&  — —oo (1 — x > 0) och obegrinsat negativt da © — oo
(1-z<0).
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5.41

Storsta och minsta virden ges s& gradienterna &r parallella (linjart beroende) och

1 2z2+y

_ 2 2)) —
0=det(Vf V(z +xy+y))—‘ | 2yta

=Q2y+ta)-2r+y)=y—=
— T =Y.

Eftersom x? + zy + y? = 3 giller

VH+y+y =3 =3 = y= 51,

dér den negativa roten raknas bort da x = y > 0. Den gemensamma stationéra punkten ar darfor
(1,1) och vérdet av funktionen &r 1 + 1 = .

Aven randen av omradet z = 0 méste undersokas dir det ges att

P ray+yt=y'=3 = y=4V3 = f(x,y)=-

Funktionen antar alltsa virden mellan —+/3 och 2 eftersom den &r kontinuerlig och har storsta virde
2 och minsta virde —v/3.

5.42

Lo6sning finns i 6vningsbok

5.43

Eftersom volymen av en parallellipiped uppspénd av vektorerna u = |u|i, v = |v|¥ och w = |w|W,
ges av

V=u(vxw)=|ulv]wlt (¥ x W),

ges volymen d& vektorerna dr ortogonala av |u||v||w| vilket f6r en parallellipiped med axlarna
x,y och z ger just V = (22)(2y)(2z) = 8zyz dér 2:orna kommer ifrén att langden pé en sida i
parallellipipeden &r dubbelt s& lang som avstandet z,y eller z fran origo (strackan &r lika lang at
bada hallen). Malet ar alltsd att maximera/minimera xyz under bivillkor

332 y2 2,2

E‘F*‘FC?:I.

For detta maste gradienterna vara parallella och foljaktligen for nagot A € R giiller
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2—1 = \yz
12)—3 = A\zz
% = \zy
Med bivillkoret ges
2
R

och alltsa

5.44

Med beteckningar enligt figur ges den totala tygatgangen T' (tvA rektanglar och tva trianglar)

av

a?

T = %)\azyz
= Sy = 1A?(3a%y2)z
z = 1A ($ha?yz)y
{y, z # 0 eftersom da skulle z =y = z = 0}
_ 1.2
T = 5a°\yz
(1= %A2a2b2z2

1= i)\Qa%Qyz

_ 2
=Y = e
_ 2
Z—:l:m

22 4 4 4

+ 2 N2a223 + A2q2b2c2 + A2a2b2¢c2?

[ 12 2V/3
= A=/ —-———=F+—
a2b?c? abc

5
y::tﬁ

2
T =2xh + 2% =2x/y? + 22 + 2yz.
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T
=
<

Figur 5.6: Skiss fér problem 5.44.

Volymen av téltet ges istéllet av (basenxlédngden) V = 2% X x = xyz. En underbar egenskap med

denna typen av problem dr att man kan vélja sina enheter fritt och normalisera problemet sa att
V = zxyz = 1. Problemet &ar alltsa att minimera

2r+\/y? + 22 + 2yz,

under bivillkor zyz = 1. Om gradienterna av bada uttryck ar linjért beroende géller for nagot A € R

QW = \yz R I\yz VY2 + 22 = Iyz
25z 4 2y = Axy QIZZ + 2y = A\zy % +2y = Azvy

Vy2+z2 Ay

De tva sista ekvationerna ger efter multiplikation med Az respektive Ay

4o+ 2X2% = N%222 =0
v Z2 2:E22 — =2 = {y,2>0} = y==2
dx + 2 \y° — Aaxy” =0

Den allra forsta ekvationen ger nu

{2\/y2 + 22 = \yz

— V2 =\ = )\22—:—.

y==z Y z
Sammanfattnigsvis
A= 2v2 A= 2v2 _ 22 _ 2V2
z z Yy z
Y=z = Yy==z = Y=z
4z + 2222 — N\2222 =0 dr +4v/22 — 8z =0 =12z
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Bivillkoret xyz = 1 ger darfor

1
ryz=v2 =1 = {z>0} = y=——

\/51/3’

vilket ocksa blir héjden av téltet for minimal tygatgang. For att dvertygas om att detta verkligen
ar ett minimum racker det att konstatera att detta dr en extrempunkt, men hur mycket tyg som
kan anvindas for en given volym ar inte 6vre begriansat sa detta maste vara en undre begransning.

5.45

Lo6sning finns i 6vningsbok

5.46

gl(x,y,z)=x2+y2+z2, gg(:my,z):wg—i—yz—z.

VilVg || Vge = 0=det(Vf Vg1 Vgs)

1 2z 2z
= 0=|1 2y 2y |=2x—2y+4dxz—4yz.
1 2z -1

Tillsammans med bivillkoren

22 4y 4+ 22 =2
224+ —2=0 —
20 — 2y +4dxz —4dyz =0

222 +2y2 =2
r=a2+y?
20 — 2y +4(2? +y*)(z —y) =0

22 +y? =1
= qz=1
2+4)(z—y)=0
{x:l: L

h

V2
z=1

y=
Detta ger tva extrempunkter (1/v/2,1/4/2,1) och (—=1/v/2,—~1/+v/2,1) med véiirden

JANZ V2 =V2+1, f(-1/V2,-1/V2,1) = V2 +1,

vilka &ar storsta respektive minsta véarde for f pé skdrningen.
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5.47

Lo6sning finns i 6vningsbok

5.48

Forsta steget som jag &mnar att gora kan for vissa kinnas naturligt men for andra bara bidra till 6kad
forvirring. Darfor gés det hér igenom tydligt. Ellipsen ar forskjuten fran origo i z-led men volymen
av den inskrivna pyramiden beror inte alls av denna forskjutning; en pyramid har samma volym
oavset var i ett koordinatsytem den ritas. Déarfor introducerar jag 2’ = 2z — 1 som i fortsdttningen
bara beteckans z. Den visentliga d&ndringen blir att ellipsoiden beskrivs av

2
xz—i—yz—i-zQ:l,

och pyramidens topp ligger istéllet i (0,0, 1).
Lat pyramidens botten ligga i planet z = h déar —1 < h < 1 till f6ljd av begrdnsningen pé z. Eftersom
pyramiden tangerar ellipsoiden i punkterna (z,vy), (z, —y), (—z, —y) och (—z,y) &r rektangelns sidor

2x respektive 2y och héjden (kortaste avstindet mellan planet z = h och (0,0,1)) dr 1 —h=1—z.
Volymen av pyramiden V = % X bas x hojd ar darfor

1 4
V:§x2xx2yx(1—z):§xy(l—z),

vilket ska maximeras under bivillkor z2 + % + 22 = 1. Parallella gradienter ger fér nagot A € R

3yl —z)=2X\z 2y(l —z) =3z
3x(l—2)=3\y <= (8z(1-2)=8\y
—%xy =2\z —2zy = 3\z

Dela de tva forsta ekvationerna for att fa

YT g
dr vy

Eftersom endast x,y > 0 &r av intresse far y = 2x. Ekvationssystemet leder nu till

y =2 y =2
2y(1—2) =3 z <= {A=3(1-2)
—4x? = 3\z —42? =4(1 — 2)z

2

Fran denna sista ekvation far 22 = 22 — z och eftersom y? = 422 = 422 — 4z ger bivillkoret

2
1:x2+yZ+z2:zz—z+z2—z+z2:3z2—22.
Denna ekvation 16ses enligt
2 1 1+£vV/1+4+3 1
3:2-22-1=0 = 22752—5:0 — z:%:l,fg.
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For z = 1 &r volymen 0 vilket uppenbarligen ar ett minimum. Maximum ges alltsa for z = f% vilket
ger
z? =22 ,z—i L_4 = x—g
- 3?23 9 ES

5.49

Stationdra punkter kréver

fl=2r+2y+y*=0 — 20 +y)+y* =0
fy=2x+2ry=0 2¢(14+y)=0

Detta system har rotterna

rz=0 rz=0
b)
2y +y2 =0 y=0,-2

Yy )Y ;
20 —241=0 T =3

Alltsd punkterna (0,0), (0, —2) och (%, —1). For att avgora om detta dr extrempunkter, undersoks
den kvadratiska formen

och

fra?+2fl xy + firy? =227 4+ 2(2 + 2y0)wy + 230Y7,

vilket ger
Punkt | Kvadratisk form | Typ av punkt
(0,0) 222 + 4y Indefinit
(0,-2) 22 — dxy Indefinit
(%7 —-1) 222 + 12 Positivt definit.

Alltsa existerar endast ett lokalt minimum i (1, -1).
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5.50

Stationdra punkter kréaver

{f;=(1+2x(x+y+4))erz+y:0 {2x2—|—2xy—|—8x+1:() {2x2—10x—2x2+8x+1:0
< e

fr=Q+z+y+4)e” v =0 T+y+5=0 y=-5—u

vilket medfor att z = % och y = -5 — % = —% ar den enda stationdra punkten. Men da y < x i

denna punkt, sa tillhér den inte omradet.
Undersck randen. y = x innebér

flz,z) = (2x+4)ew2+“ = = (2 + 4a? —|—8:v—|—Q:U—ﬁ—él)eg”%””7

df (z,x)
dx

vilket &r noll for 2+ 422 + 8z 4+ 22 +4 =6+ 10z +42>° =0 = = = —%, —1. I dessa punkter har

funktionen véirdena respektive .Det ar viktigt att kontrollera att < 2 — 22 vilket géller
for bada dessa punkter.

Vidare fér y = 2 — 22 ges

fz,2—2*)=(xr+6— $2)€I2+2_I2 = ¥ = (1 —2zx)é?,
x
25
som ar noll fér x = % vilket ligger i omradet eftersom % <2— 2% Virdet av funktionen hér ar ZeQ .
En sista rand som maste undersokas ér z =y = 2 — 22 = 2 = —2, 1 med viirden @ respektive

. Storsta och minsta virde ar saledes 24—562 respektive 0.

5.51

Stationdra punkter ar endast origo dar vérdet &r @ Randen #r dels origo eftersom 0 < 22 + 432
och dels 22 + 4y? = 8. I det senare fallet ges x = /8 — 432 och

df (v/8 — 4y*,y) Ay 8(1—y?%)
8 —dy2y) =y/8 —4y? = =/8—dy? - = :
I yhy) =y y 0 Y-y wr v

med nollstillen y = +1 dér funktionens virde blir y1/8 — 4y2 = +/4 = vilket ocksa ger storsta
och minsta vérde.

35



Losningar Flerdimensionell Analys

5.52

Tangentplanet till f(z,y,2) = 2% + 2y? + 322 = 1 i punkten P = (z0, yo, 20) ges av V f(zo, Yo, 20) *
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) = 0 eller eftersom Vf(z,y,z) = 2z + 4y + 62

2zo(2z — o) + 4yo(y — Yo) + 620(2 — 20) = 0.
Geometriskt ser tetraedern formad av koordinatplanen x = 0,y = 0 och z = 0 ut enligt figur

Figur 5.7: Skiss 6ver problem 5.52. Tetraedern har basytor av koordinatplanen (gront, rott och blatt i figur)
samt tangentplanet i punkten P (rosa i figur).

Notera att volymen inte har nagon évre grans eftersom om tangentpunkten &r t.ex. x = 1 si gér vo-
lymen mot co da tangentplanet aldrig skiir z = 0. Vad som efterlyses &r alltsa en undre begriansning.

Volymen av en tetraeder ges av basenxhdjden/3. Tetraedern har horn i origo,och i skidrningspunkter
mellan tre av de fyra ingaende planen (se figur [5.7)). Detta ger de tre hornen

2z0(z — 20) + 4yo(y — yo) + 620(2 — 20) =0 6202 = 622 + 4y3 + 223
z=0 = qz=0 ,
y=0 y=0

2x0(z — x0) + 4yo(y — o) + 620(2 — 20) =0 dyoy = 628 + 4y2 + 222
=0 = qz=0 s
z=0 z=0

och

2x0(x — x0) + 4yo(y — yo) + 620(2 — 20) =0 2707 = 623 — 4y2 + 222
z=0 z=0

Det underlattar nu att identifiera att eftersom

x5+ 2y5 + 325 =1,
tack vare bivillkoret, s& dr 2z + 4y3 + 628 = 2(2% + 2y3 + 322) = 2 och hornen ges i punkterna

(0,0,0), (52,0,0), (0, ﬁ,O) och (0,0, 72). Arean av bastriangeln i zy-planet &r fzy = 12 2 =

2 ’ 620 2 2x0 4yo
m. Hojden i sin tur ar % varfér volymen av tetraedern &r

12
- 3 4370:(]0 620 o 36.’13‘0:/;020.
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Uppgiften &r alltsé att bestimma maximum/minimum av denna funktion med bivillkor

T+ 2y + 328 = 1.

Nu ar allt férarbete klart och uppgiften fortsétter precis som liknande uppgiften tidigare i kapitlet.
Framdver byts zg, yo och zp ut mot x,y och z for att underlédtta skrivande och ldsande; hoppas att
detta inte asamkar forvirring. Eftersom

ov___1
or  36x2yz
v _ 1
Oy  36xy2z
v_ 1
0z  36xyz?’
ges VV = —SG;W (1/z,1/y,1/z). Ellipsoidens gradient &r (2x,4y, 6z) och parallella gradienter inne-
bér att for A € R,
_gﬁxlzyz =2X\z —72)\x3yz =1 —72)\x2(;pyz) =1
1 _ —
_36:r1y22 = 4)\y — —144)\16:[/3:2; =1 PN —144)\yz(gjyz) =1
T 36wy 6z —216Azyz° =1 —216)\z (xyz) =1
22+ 2y +322 =1 22 +2y2 +322 =1 2 +2y°2 +322 =1
— 7222 = —144y? = —21622 2% = 22 = 322
22+ 22 +322=1 322+322+322=1
1
2 _ 1
2 _ 1
=3

For att nu berdkna volymen, ta t.ex. endast de positive rotterna x,y,z > 0 (problemet dr symme-
teriskt i de atta kradranterna) vilket ger

L 336 _ VB

—t V = =
36zyz 36 4

W= ‘H
S-Sk

T
Y
z

Volymsuttrycket ar kontinuerligt och antar alltsa alla virden > %.

5.53

Bérja med randen = = 0.

med stationdra punkter da

d vy 1 207 14y* -2 1—y?

Tdyl+2 112 (4?2 (14452 (1+42)2
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1
alltsd da y = &)1 (negativ rot utesluts dd 1 < x+y = 04y = y). Vardetiy = 1 ar . Randvérdena

1 2
forydaz=0ary=1 = f(0,1) = ochy=2 = f(0,2) = . Funktionen &r symmetrisk

i x och y sa analog undersokning for y = 0 ger samma vérden.

Stationédra punkter kraver

_ _ 1—z?—2zy+y?
{O—f;(x,y)—wﬁl)%’ {1—x2—2xy+y2:0 . {—2$2+2y2:() N {xZ:yz

22— 9py— o2
0= fyey) = Lt Lt =2y —y* =0 2= day =0 oy = 3
Eftersom z,y > 0 sa géller att den forsta ekvationen implicerar x+ = y fran vilket den andra
ekvationen ger x? = % - T = % = y. Vardet i denna punkt &r
1 1
f(l 1>_\/§+\/§_ 2 |1
V2'V2) 1434+ 5 0 2v2 | V2

Jamforelse av de markerade viirdena ger storsta och minsta viirde 1/v/2 och 2/5.

5.54

104 — y3=1-x3
(-a,-a)

0.8 1
0.6 1
0.4 4
0.2 4
0.0 1

—0.2

—0.4 1

T T T T T T T T
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figur 5.8: Skiss av uppgift 5.44 {6r a = %

Avstandet fran en godtycklig punkt (z,y) pa kurvan till (—a, —a) ges av

(2,y) = (—a,—a)| = [(z + a,y + a)| = V/(z + a)? + (y + a)?,
vilket antar maximum och minimum precis niir (x + a)? + (y + a)? gor det. Det senare uttrycket dr
dock lattare att hantera analytiskt. Uppgiften har da lett fram till att maximera/minimera
(@ +a)* + (y +a)*,

under bivillkor 23 + 3% = 1 och x,y > 0. P4 randen diir antingen (x,y) = (0, 1) eller (z,y) = (1,0)
(se figur ges avstandet
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VI +a)2+(0+a)?=

V1+2a+2a? |

Den vise ldsaren inser kanske direkt att detta &r kortaste avstandet och det lingsta avstandet ges
i punkten x = y = 21% men eftersom detta &r en matematikkurs sa &r det bést att bevisa det.

Parallella gradienter ger ekvationssystemet for A € R

2(x + a) = 3\z?

V((x+a)® + (y +a)?) = A\V(z® +¢°)
2yt =1
z,y >0

73

2(y + a) = 3\y?

+yd=1

z,y >0

1+v1+3Xa

T = 3
_ 1+V1¥3Xa

Avstandet i denna punkt ges av

y= 3x

- Zr— 2 =
v -y 3 =
Pyl =1
z,y >0
23+ =

x>0

2 2
1 1 1
\/(w*) *(21/3*“) :\/5(21/3”): 200+ Vaal,

och ja, detta &dr ekvivalent med vad som star i facit eftersom

2
/ 1
2 (21/3 + a) = \/2 (2-2/3 4 22-1/3a + a2) = /21/3 + 25/3a + 2a2,

men jag foredrar den férra formuleringen.

5.55

Gissa hur riatblocket kommer att se ut for maximal volym!

Ett réatblock med matt z,y, z har 6 sidor: tva sidor med arean zy, tvad med arean xz och tvad med

arean yz. Rétblocket har alltsd begréansningen

20y + 222+ 2yz =2 m? <= zy +xz +yz =1 m?.

Malet &r att maximera volymen V = xyz under detta bivillkor (maximera da volymen har den

undre griansen V = 0 for z,y eller z — 0).

Parallella gradienter ger for A € R
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z=ANy+ 2

yz = Aly +2) ANy+ztat+ztaoty) =yztaztay=1
v VY xz =Mz + 2) N ws _ mp _ oy
(xyz)— (xy+xz+yz) = xy:)\(:chy) — — yfz  z¥z  zty

T Tz z=1
zy+zxz+yz=1 yt+zety

2y‘1fz(x—|—y—|—z):1

Slr=y==z

8
|
<
|
N
|

5l-

zy+xz+yz=1

1 _ 1 .3
V3% T 3v3

och volymen blir

5.56

Lat mig inleda med att séga att det svaraste med denna uppgift &r att tolka vad som faktiskt menas.
Mitt 6dmjuka forsok till tolkning finns aterskapat i figur

Figur 5.9: Skiss fér problem 5.56. 1 + 2y = 60 cm.

Parallelltrapetsen har sidorna x,y,x + 2ysinf och y samt hojden ysiné for 0 < 6 < /2 varfor
arean A ges av

2y sin 0 2
Az, y,0) = W—% x ycosl = (z+ ysinf)ycosd = zycosh + % sin 26,
vilket skall maximeras under bivillkor  + 2y = 60 cm. De partiella derivatorna av A(x,y,6) ges av
A A A
8—:ycost?, a—::z:cos€+ysin20, a—:fxysinﬂerQcosQ@.
or y 00

Parallella gradienter ger eftersom V(z + 2y) = (1,2,0) (endast z,y # 0 r av intresse och ekvatio-
nerna kan delas med x respektive y utan vidare)
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ycosh = A
xcosf + ysin 20 = 2\
—xysind + y? cos 20 = 0
x + 2y =60

A =ycosb

(60 2y) cos O + ysin 260 = 2y cos §
y? cos 20 = (60 — 2y)y sin O

z =60 —2y

{ (60 — 4y) cos O + ysin20 = 0

S
ycos 20 = (60 — 2y) sin H
y(4cosf —sin260) = 60 cos
S
y(cos26 + 2sinf) = 60sin d
_ __ 60cos®
. Y= Tcos HCOZm 20

60cosb__ (o526 4 2sin ) = 60sin @

4cosO—sin 0
= 60cosfcos20 + 120 cos 6 sin @ = 240 cos 6 sin 6 — 60 sin  sin 20
<= cos 0 cos 20 + sin 6 sin 260 = sin 26.

Detta vansterled kan skrivas om med Eulers formel enligt

cos @ cos 26 + sinfsin 20 =

alltsd blir ekvationen

cosf =sin20. —> cosf = cos (g—ﬁ) — 30 =

En tidigare ekvation var

0 | —ib 20 | o—i20 0 _ —if (i20 _ ,—i20

2 2 * 21 21
130 4 =10 4 i0 4 (i30  i30 _ —if _ if | i30
- 4 - 4
2e 4 2¢~0
=— = cosf,

™ ™
2 6

(60 — 2y) cos O + ysin 20 = 2y cos§ — (60 — 4y) cosf + ysin20 =0 = (60 — 3y) cosf = 0.

Antingen adr cosf =0 = A = 0 vilket uppenbarligen &r ett minimum, eller sa &r 60 —3y =0 —
y = 20 cm. Det foljer att = 60 — 2y = 20 cm. Maximal area ges alltsa av

202 . 2
A(20,20,7/6) = 20% cos — + —— sin — = 300v/3 cm?.

6 2 6
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5.57

2 2 3 ? 9 2
flay)=a"=3e+y = (o5 ) - +v~

Nivakurvorna f(z,y) = K #r cirklar med centrum i (3/2,0) och radie /K + 2. Detta kréiver ocksa

att K > 9.

Stationédra punkter ges da
' =922 —-3=0 — 3 3
Jo =20 S LA VI S
Alltsé finns inga stationdra punkter i omradet. P& randen || =1 = z = £1,y = 0 ges virdena
f(1,00) =1-3= och f(—=1,0) = 1+ 3 = [4], medans for |y =1 = 2 = 0,y = 1 med
virdena f(0,£1) = . Alltsa ar storsta och minsta vérde 4 och 2.

5.58

Lat radien vara r och hojden vara h. Volymen V ges av bottenarean 7% ganger hojden h, alltsa

1=V =mr’h.
Den totala arean dr de tva ciruliira areorna 2 x 7r? plus mantelarean som &r en rektangel med ena
sidan h och andra sidan 27r alltsa &r den totala arean

A(r,h) = 27r(r + h).

For att minimera arean med bivillkor V = 7r2h = 1 giller

27(2r + h) = A2wrh 4dr 4+ 2h = 4h
VA| VV = { 2rr = \nr? = qAaA=2
mrlh =1 mrlh =1
< h=2r

Eftersom arean inte har en 6vre begrinsning maste detta motsvara minimum och da diametern
d = 2r sa ar diametern densamma som héjden vid minimal area; alltsa kvoten 1.
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5.59
or _ da(x? — 4) 4+ 2(2zy — 1) (2y — x — 2),
Ox
O o2(a?y o
ay—Zx(xy x —2).

Stationédra punkter da
4a(z? —4) + 222y — 1)(z?y — 2 —2) =0
222 (2%y —2—2)=0
Om t.ex. i den andra ekvationen z = 0, blir den forsta ekvationen 4 = 0 sa x # 0. Om istéllet
(2%y —x —2) = 0, giller
0=dz(x® —4) + 222y — 1)(2%y — v —2) =4x(z? —4) = {2 #0} = x=+2,
och eftersom
4y =20 =-2
(y—z—2) =4 V70" ;
dy—4=0o0omz =2

alltsa ges de stationédra punkterna av (—2,0) och (2,1). For att avgéra deras karaktér s& bestdms

d
o %4:,:(9;2 —4) +2(2zy — 1)(2?y — 2z — 2) = 1227 — 16 +2(2y — 1) (2*y — 2 — 2) + 2(2zy — 1)?

vilket i (—2,0) &r 82 och i (2,1) &r 50.

foy = 8%/436(962 —4)+ 222y — 1)(2”y — . — 2) =2 (2x(z”y — x — 2) + (2zy — 1)2°)

vilket i (—2,0) &r —8 och i (2,1) &r 24.

foy = 82212(9923,/ — 1z —2) = 4a?,
Y

vilket &r 16 i bada punkterna. Alltsa i (—2,0) &r den kvadratiska formen

8222 — 8xy + 16y* = (z — 4y)? + 8122 > 0,
ochi(2,1)

5022 + 24xy + 16y* = (3z + 4y)? + 412% > 0.

Alltsé dr bada punkter lokala minimum.
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5.60

g(x,y,2) = x +y + z ar kontinuerlig och antar saledes alla virden mellan storsta och minsta virdet
pé en kompakt méngd. Uppgiften handlar dérfér om att bestdmma storsta och minsta vérde. Det
foljer

THyt+z=r+y+at+yr-1, 1<a2®+y* <3

For stationdra punkter i omradet géller for 22 4+ 42 # 1

O=g, =1+ == —y=vat+y? -1 yP=a?+y? -1

vilket ger punkterna (—1,—-1),(—1,1),(1,1) och (1,—1) med vérdena , @, och @

For att undersdka randen av omradet 22 + 32 = 1 respektive 22 + y? = 3 tillimpas optimering med
bivillkor. For 2% + y? = 1 giller

gz, y) =z +y+Vat+y -l=2+y = Vg=(1,1).

Vidare ér V(22 + 4?) = 2(z,y) och extrempunkter upptrider da

— 4 = T
0_9“7_1+\/m {—x:\/x2+y2—1 {x2zx2+y2—l <:>{y2:1

1=2\z

1=2\y @{mzy :x—y—ii

. 222 = 1 EREEVOX

2y =1 v V2
med viirdena :I:(% + %) = . Om istéllet 2 + y? = 3 giiller

glay) =z +y+ Va2 +y2 —l=a+y+ V2,
med samma gradient varfor

1=2\x 3

xr =
24 ? =3 ¢ =3
y =

Med viirden + (/3 +\/3) + V2= £v2VE + V2 = +| V6 + V2|

Alltsé storsta och minsta virde v/6 + v/2 och —/2.

44



Losningar Flerdimensionell Analys

5.61

Pyramid med Ratvinklig Triangelbas

@® Pyramidspets
@ Fotpunkt

2.00 “'

175 7
1.50
125 7
©1.00 1
0.75 1
050 T
0.25

0.00

Figur 5.10: Skiss for problem 5.61.

Studera figur Séatt hornen av triangeln i A = (0,0,0), B = (3,0,0) och C = (0,4,0). Toppen
av pyramiden S = (xg,yo,2) for ndgra virden pa zy och yy som skall bestdmmas. Uppgiften avser
att minimera kvadraten pa de tre sidorna som utgdrs av trianglarna ABS, AC'S och BC'S. For att
bestdmma sidytorna (% xbasenxhdjden), bestams forst avstdnden fran linjerna AB, AC och BC till
fotpunkten P = (x0,yo,0) for att senare anvinda Pythagoras fér hojden av trianglarna.

AB ligger pa y = 0 s avstandet till (xq,yo,0) 4r endast yo. Basen av denna triangeln ar alltsé 3
och héjden /y3 + 22 och kvadraten av sidan dr

2
<3¢y_+2> (9,240

2 4
P4 liknande sétt dr kortase avstandet min |P — AC| = xg. och d& AC har lingden 4 blir bidraget

till kvadraten
4\/x2 + 22 2
xo +
(ST )

Linjen BC é&r lite klurigare. Men riktningsvektorn ges av BC = C — B = (0,4,0) — (3,0,0) =
(—3,4,0) och en punkt pé linjen d&r B = (3,0,0) si linjen ges av

4
(3,0,0) +¢(—3,4,0) = (3 — 3t,4¢,0), ellery+§x—4:0<:>4x+3y—12:0,

vilket ocksa kan ses om linjen ritas i zy-planet. For att bestamma kortaste avstandet, ta en gotycklig
punkt @ = (z1,22) pa linjen si att 4z; + 3y; = 12. Vektorn fran @ till P ges av P — Q =
(o — x1,Y0 — y1). Normalen till linjen fi = |Ei’§§\ = £(4,3) eftersom koefficienterna fér linjen &r 4

respektive 3. Kortaste avstandet ar alltsa projektionen av QP pa normalen ges av

. |4$0 —4xqy 4 3x9 — 32111| . |4$0 + 3xg — (4501 + 31‘1)| o |4170 + 3xg — 12|
B 5 B 5 B 5 ’

1
(ro — 1,90 — Y1) - 3(473)
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dér absolutbeloppet kommer fran att endast avstandet—inte riktning—=ar av intresse. Triangeln som

2
utgor sidytan har alltsd basen 5 och hojden ges av \/ 22 + (WL;“*M) . Kvadraten av sidytans

area ar darfor

2

2
2 |4CL‘0+3£E()712‘
5¢2+<5 ) _25(

2 4

1 1
4+ ?5(4.7;0 + 3y — 12)2) =25+ 1(4560 + 3yo — 12)2 .

Summan av kvadraterna av sidytorna blir saledes

9 1 9 1
Zyg +9+4dad +44+25+ 7 (40 + 3yo — 12)? = 4a2 + Zyg + 7 (4o + 3yo - 12)2 + 38.

Stationédra punkter for detta uttryck ges da

(420 + 3yo — 12)% + 38) = 8w + 2(4wo + 3yo — 12)
L(dao + 3yo — 12) +38) = Jyo + 2 (4zo + 3yo — 12)

)

eller

16 =24 =
zo + 60 — To
620 + 9yo = 18 Yo =

[T

Den ambitiosa lédsaren kan verifiera att detta dr ett minimum genom att studera den kvadratiska
formen och den &nnu mer ambitidsa ldsaren kan undersoka randen d.v.s. punkter ldngs de tre sidorna
av trianglarna. Logiskt, duger det dock fullstdndigt att konstatera att en och endast en stationér
punkt hittades. Om punkten flyttas langt ifran triangeln bér summan av sidytornas area i kvadrat
ga mot oo varfor denna stationéira punkten maste vara ett minimum. Punkten &r illustrerad i figur

bEIT

4 4
4.0 %
3.5 1
3.0 1

2.51

1.51
1.01

0.5 1

0.0 1

T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
X

Figur 5.11: Optimal punkt i uppgift 5.61
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5.62

5.63

a)
z2—=3=Vf(2,1) - (z—-2,y—1)=40—-8—-2y+2<= z=4x — 2y — 3.

(se t.ex. uppgift 4.5)
b) Vf(z,y) = (2z,-2y) = Vf(2,1) = (4, —2). Taylorpolynomet ges av

f,D)+Vf(2,1) (x—2,y—1)=3+40—-8—2y+2=4x — 2y — 3.
Vilket visar att tangentplanet dr forsta ordningens Taylorpolynom som sig bor (linjar approx-
imation).

c) Tangentplanet dr 42 — 2y — 3 med normal (4, —2) vilket ocksd (efter evenuell normering) blir
normalvektorn i punkten for f.

Storsta och minsta virde kan antas i stationdra punkter eller pa randen. For stationdra punkter
géller

0=fr=Q2x+a>+y)e" Y y=—a% -2 r=

— —t
0=fy=0—-2>—y)e" ¥ 1—a2+a224+22=0

vilket inte tillhor omradet.

For rinderna giller antingen y = 2 = f(z,2) = (2% + 2)e*~2 med statinira punkter

df (x,2
0= f(dxa; ):(2$+x2+2)e“’_2 = 2’4+ 204+2=0 = z=—-1+i¢R.
Om istallet Yy = 3 ges f(;p’ 3) — (1-2 + 3)em73 och
d
O:%:(2I+I2+3)6I73 — 224+ 224+3=0 = 2=-1+iV2¢R.

Diremot géller for rdnderna y = 2,3 att om z — +oo = limg_ 1 f(2,y) = 00,0 eftersom
lim, 00 ¥ = 00 och lim, ;- e* = 0. Men 0 < 1/e < 0o och 1/e ligger mellan storsta och minsta
virde av funktionen varfor funktionen maste anta virdet 1/e. Svar ja!
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5.64

Lutningen ges av

|Vz| = |22 4+ y, )| = /(22 + y)2 + 22 = \/ba2 + day + 2.

Denna funktion har minimum och maximum samtidigt som dess kvadrat eftersom den &r > 0 och
det ar ldttare att analytisk hantera funktionen

fla,y) = 52 + day + 47,
som skall maximeras under villkoret att =2+ % < 1.1den undre grinsen z2+ % =0 = z=9y=0

och f = @ I den 6vre griinsen z2 + % = 1 tillaimpas optimering med bivillkor. Det géller att

5 10z + 4y = 2X\x
\al V(mz—f—%) = 4z +2y= %)\y

$2+%:1

b-=Nz+2y=0
10z +(B—-Ny=0
522 +y?> =5

e ,
for nollskilda 16sningar x, y méaste

o:‘ 51*0A 5EA ’:A2—10A+5:0 = A=5+V20=5+2V5.

Systemet 16ses nu av

~2V5e +2y =0 r= b z=+L
10z —2vBy =0 <«<=<{ , V5 = Ve
5L 442 =5 - 4,/2
522 +y? =5 5TV Y=V
respektive
102 4+2V5y =0 <=<{ , V5 = .
5L 442 =5 —+,/2
522 + 12 =5 5TV Y 2
Viérdena av f i dessa punkter &r

FE1/V2,4£4/5/2) = g +2v5 + g ~[5+2v5)
och

FFIVE, +v/5/2) =[5 - 2v3)

Det aterstar att underscka stationdra punkter.

0= fl =10z + 4y = 7
0=f, =4z +2y

y=0
med vérde f = @ Storsta varde ar alltsa

|Vz| = /f = 1/5+ 2V5.

Rikting och koordinater framgar av rékningarna.
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5.65
Malet ar att optimera funktionen f(z,y,z) = z under bivillkor
22+t +22=1
r+2y+22=0

Gradienterna Vf = (0,0,1), V(2? + y2? + 22) = 2(z,y, 2) och V(z + 2y + 22) = (1,2,2). Parallella
gradienter kréver

0 2x 1
0=|0 2y 2| =4 -2y = y=2x.
1 2z 2
Bivillkoren ger déarfor
2?24y +22=1 S5r2 422 =1 222 =1 x—jF%
r+2y+22=0 = (5 +22=0 = x:—4§z - q:%

Alltsa ar punkterna med storst och minst z-koordinat

L2 4V
3v5 3v5 3 )

5.66

Avstéand till origo \/W har maximum och minimum samtidigt som 22 + y2. Denna funktion
skall optimeras med bivillkor % + z2y% 4+ 2y* = 1. Alltsa

2\ = 423 + 2xy?
AV (22 +92) =Vt + 222 + 20 = 1) = { 20y = 8y + 222y
ot + 2ty 42yt =1

1
Omz=0ellery=0gesy= 212 respektive x = vilket ocksd sammanfaller med avstanden.

For x,y # 0 ges i poldra koordinater

21 cos ¢ = 413 cos® ¢ + 2 cos ¢ sin? A= 2r2cos? ¢+ r2sin? ¢ — A =72(1+ cos? ¢)
2\rsin ¢ = 8r° sin® ¢ + 213 cos? psin ¢ X\ = 4r2sin’ ¢ + 12 cos? ¢ A =72(1 + 3sin? ¢)

Alltsa ar

1
cos’¢ =3sin’p = 1 —sin’ ¢ = 3sin’¢p = Sin¢=:|:§,

vilket medfor fran bivillkoret

=1

)

9 3 2 14
4 2,2 4 4 202 2 4 02 : 2 4 .4 4 4
T +xty +2y r ( —sin (b) +7r ( —sin ¢) sSin ¢—|— T s (b r (1 + 16 + 16) 1 r
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2
141/4
konstateras att storsta och minsta avstand #r 2-% och 2/14'/4.

och r = (16/14)"/* = . Det ar finurligt att r ocksd motsvarar avstandet till origo och det kan

5.67

1
2:27%(332+xy+y2).

1000 m 6ver havet ges av nivakurvan z = 1 km. Lutningen ges av

1 1
V(0,0)] = |- g5 (20 + o+ 20)| = 3o VBT T @ T 2P

For att understka om lutningen |V z| 6veskrider % studeras storsta och minsta virde under bivillkor

z = 1 km. Funktionen f(z,y) = |Vz(z,y)|? ér littare att hantera och optimering med bivillkor

kraver
_ (22 +y)* + (v +2y)? _ (42z +y) +2(x +2y) 22z +y) +4(x +2y)
f($7y) - 252 - vf(‘r7 y) - 252 ) 252
1
=352 (10x + 8y, 8z + 10y),
medans

1 1 1
2—%(J;2+xy+y2):1 = V(Q_%(x2+xy+y2)) :?5(2x+y,a:+2y).

Om dessa gradienter ar parallella

5z (102 + 8y) = (2

8x + 10y = 25 x + 50\ 8 — 25Nz + (10 — 50\)y =0
ﬁ(8x+10y) = %(z+2y) 4 y ( ) ( )y

For icke-triviala 16sningar méaste determinanten

10 — 50X 8 —25A

O:’ 8—25\ 10 — 50\

A=2
‘ = (10 — 50)\)% — (8 — 25))% = 1875)\? — 600\ + 36 —> {A _ I

For dessa viardena,

2 (10 — 50A)z + (8 — 25\)y = 0 62 + 6y =0
A= o — T =—y,
25 (8 — 250)z + (10 — 50A)y = 0 62 + 6y =0
och
6 (10 — 50A)z + (8 — 25\)y = 0 242 =0 .
~ % (8 — 25\)z + (10 — 50A)y = 0 2 — 2y =0 v

Bivillkoret 1 =2 — %(m2 + 2y +y?) ger i fallet x = —y
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)

x? r =15
1=2—-— =

1

med lutningar |Vz(+5, F5)| = 5= /(£5)? + (F5)% = g < 75 Vidare, z = y ger

2 — 4+ 5
| —9_ 32" 22 {x_i\éi

med lutningar

5 5 1 5 9 LRV
|Vz(i\/§,i\/§)|:25\/(i3\/§) A3 = o

Alltséa 6verstiger inte storsta virdet pa lutningen 30°.
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