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Forord

Dessa losningar hor till Karl Gustav Anderssons bok i linjér algebra, vilket &r kurslitte-
raturen for den kurs som F och Pi ldser. Om man gar ett annat program, som anvénder
annan kurslitteratur for sina d&ndamal i linjar algebra, kommer alltsa detta dokument
vara nagorlunda forvirrande. Anledningen till att PDF:en har titeln Linedr algebra, men
att jag annars aldrig stavar med ”e”, dr f6r att for att herr Karl Gustav Andersson valde
att titulera sin bok pa detta sétt - personligen orsakar stavningen mig fysisk smérta
(hyperbol). Som vanligt med denna typ av grejer, kan fel givetvis forekomma, s& man
far ha det i atanke. Uppligget &ar ocksa sadant att kunskap, som man forvintas ta
in i tidigare kapitel, &r underforstadd i senare kapitel. I kapitel 2 skriver jag uttryck-
ligen Gausseliminationen, men i senare kapitel bara gor jag den, utan att dra storre
uppmérksamhet till multipler av vilka rader som subtraheras fran andra, men, om man
gor Gausseliminationen systematisk, bor denna information vara uppenbar.
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Kapitel 1
1.1
a)
I1—|—2JC2— 1‘3:6 (2) (1) I1+21‘2— I3:6
201 — X9+ 23=1 <— (3)+ (1) = —bx9 +3x3 = —11 <—
—r1+ x9—2x3=3 3o —3x3 =9
1+ 29— 23=06 r1 =6 — 229+ 13 =2
= [5(3)+3(2)] = — 5o +3x3=—11 < {ao=(11+3z3)/5=1
—61‘3:12 (E3:—2
b)
r1+ X9+ 2x3=3 @) - (1) T1+ x9+2x3=3
T, — To+8xz3=—-1 < |f3) 2(1)] < — 229+ 623 = —4 <=
2x1 +3x2+ x3=28 To —3x3 =2
T+ To+ 223 =3
= [23)+(2)] = — 2w9 + 623 =4
0=0

Eftersom vi far att 0 = 0 kan en av variablerna véljas godtyckligt. Lat x3 = ¢, vi far da

T1=3—Tp—223=3-2-3t—-2t=1-5¢
.’E2:2+3$3:2+3t

LUth
1.2
a)
x1+x2—2x3:2 (2) (1) xr1 + $2—2£L’3:2
T —Xo— X3=3 < (3) +3(1) <— — 20904+ x3=1 <—
—3x1 + T2 + 4w = —2 dxo — 2x3 =4
T+ Ty — 223 =2
= [(8)+2(2)] = 229+ 23 =1
0=6

Detta &r en motsigelse, och alltsa saknar ekvationssystemet 16sning.

b)
—2x9 4+ 323+ 224 =4
I X2 T3 Ty 2) _2(1)
201 + 329 — x3 —3x4 =1
A et 9 = [(3)—-4(1)| =
- T Ty =
T1 T2 3 4 4) - 3(1)

3x1 + 8xy — bxrg — 8xry = —2
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1 — 220+ 3w3+ 2x4 =4 T, — 2x9 +3x3 + 214 =4
71‘2 - 7{E3 - 7%4 = -7 Ty — I3 — T4 = —1
> <~ <~
71’2 — 71’3 — 7.704 = -7 Tog — I3 — T4 = —1
14332 — 143;‘3 - 14.134 =-14 To — X3z — T4 = -1
T, — 229 + 3x3 + 214 =4
(3)—(2) Ty — Tz — T4 =-1
<~ <~
4)-(@2) 0=0
0=0

Hér ar vart ekvationssystem oberoende av tva variabler, och vi infor dérfor tva parametrar:
r3 = s, x4 = t. Detta ger oss 16sningen
1 =4+2x9—3w3 — 204 =4—-24+25s4+2t—-35s—2t=2—s
To=—-14+a3+x24=-1+5+1

r3 =S
Ty =1
1.3
a)
ary + (a — Dzo + (a — 2)z3 =
(a—3)za+ (a—4)x3 =1
(a —b5)xs =

Ekvationssystemet ar redan Gausseliminerat, sa vi behover i stort sett bara ténka lite
for att komma fram till svaret. Om vi far 0 = 0 nagonstans kommer vi att ha odndligt
med 16sningar, men om vi skulle ha 0 = 1 (eller nagot annat tal i hogerledet) saknar
ekvationssystemet l6sningar. Man ser direkt att om a # 0,1,2,3,4,5, sa kommer det
att finnas en entydig 16sning till ekvationssystemet. Vidare mérker man att om a = 5
kommer vi att fa 0 = 0 i den tredje ekvationen, och alltsa finns det da oéndligt med
l6sningar. Eftersom vi har ett inhomogent hogerled i den andra ekvationen, men ett
homogent i den tredje, kan vi eliminera xo-termen fran den andra ekvationen och fa fram
att x3 bada ska, och inte ska, vara skilt fran 0. Alltsa om a = 3 far vi

—T3 = 1 T3 = —1
—
—2.133 =0 xr3 = 0
vilket uppenbarligen inte gar. Man ser ocksa att for a = 2, eller a = 4, kommer man att
fa en entydig losning eftersom z3 fortfarande kan bestdmmas ur den sista ekvationen,
sa vi forlorar ingen information. Pa samma sétt kan a = 2, eftersom vi kan ta reda pa
Z9:8 virde ur den andra ekvationen. Detta lamnar bara a = 0, och man kanske tycker
att det inte &r sérskilt uppenbart om ekvationssystemet kommer att sakna l6sning, eller

ha oéndligt med 16sningar, (dock bér man tycka det mot slutet av kursen) sa vi sétter in
a = 0 och undersoker systemet som uppstar.

—x9 — 223 =0 xo +2x3=0 9 =0
-3y —dwg =1 <= 3w +4dr3=1 <= (12=1/3
—5x3=0 x3 =0 z3 =0
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Vi mérker nu att 16sning saknas.

b)

r1+ a9+ x3=0
1+ 20 +ars =1 <:>[
1+ ars + 203 = —1

xr1 + To + T3 =
= zot(a—laz=1 <= [(3)—(a—1)(2)] <
(a—1)ag + x3=—1
xr1 + 2o + z3 =0
— To + (a—1zz=1 —

1—(a—1DHzz3=-1—-(a—1)

Ty + T + x3 =0
— T2 + (afl)lrgil —
(1—(a?—-2a+1))z3 = —a

T+ a2 + x3 =10 r1 + 22 + 23 =10
— 2+ (a—1laxz=1 <<= 2o+ (a—1zg=1
(2a — a®)r3 = —a ala —2)zz3 =a

Vi ser nu att det finns en entydig 16sning for alla a # 0, 1, 2, och efter en liten fundering
inser man att a = 1 ocksa ger en entydig losning (jimfér med resonemang i foregaende
deluppgift). Detta limnar a = 0 och a = 2.

1+ T2 + 3 =0
a:OZ To — I3 =1
0=0

Eftersom vi har en situation med 0 = 0 kommer det finnas oéndligt med 16sningar da
a=0.

1+ T2 + 23 =0
a=2: To + T3 =1
0=2

Nu &r det istéllet en orimlighet i den tredje ekvationen, och alltsa saknas det 16sning.
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Kapitel 2

2.1

Om A &r mittpunkten pa sidan PQ, B dr mittpunkten pa sidan Q R, och C' 4r mittpunkten
pa sidan RP, sa kan vi med mittpunktsformeln skriva

OA:%(WJr@L

@:%(0*%@),

@:%(ﬁ+07),
vilket betyder att
0l 1l 1 ___
A+OB+ C=§(OP+OQ)+§(OQ+OR)+§(OR+OP):0P+OQ+OR O
2.2

Om N ir tyngdpunkten i triangeln PQR, sa vet vi (definitionsméssigt) att
_ 1 - — -
ON = g(OP—&-OQ—i—OR) <= 30N =0P+0Q + OR.

Vidare kan vi skriva om ortsvektorerna NP, NQ, och NR enligt foljande:
NP =0P - ON,
NQ =0Q - ON,
NR=O0OR-ON,

och med hjélp av detta kan vi skriva

NP+NQ+NR=0OP-ON+0Q—-ON+OR-ON =0P+0Q+0OR—-30N =0. O

2.3

Att man kan bilda en triangel av tre ortsvektorer ar ekvivalent med att sdga att deras
summa #r 0 (eftersom om man ligger ihop tre réta linjer och slutar dir man startar
maste man ha bildat en triangel). Vi vill alltsa visa att

AA, + BB, +CC; = 0.

Ur uppgiftsbeskrivningen kan vi anvinda mittpunktsformeln for att skriva

_ 1
04, = ;(0B+00),

_ 1
OB, = 5(04+00),

— 1

0C, = (04 +0B),
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och pa samma sétt som i foregaende uppgift kan vi ocksa skriva

AA; = 04, — OA4,

BB, =0B; — OB,

CC,=0C, - 0C.
Med detta kan vi forst konstatera att
OA1+ 0B, +0C, = %(0734'@) + %(ﬁ+@) + %(mjLOiB) =0A+0B+0C,
och sedan tittar vi pa summan som vi vill undersoka:

AA, +BB,+CC, =0A, —0OA+ OB, —OB+0C, - OC =
=0A; +0B; +0C; — (OA+O0OB+0C)=0. O

24

For varje horn i tetraedern &r den motstaende sidan en triangel, vars tyngdpunkt vi ar
villbekanta med. Lat OP = u, OQ = v, OR = w, och OS = z. Lat ocksé tyngdpunkten
for triangeln QRS betecknas med Ni, tyngdpunkten for triangeln PRS betecknas med
N, tyngdpunkten for triangeln PQ.S betecknas med N3, och tyngdpunkten for triangeln
PQR betecknas med N,4. Detta betyder att tyngdpunkten kan skrivas

U — 1
OT:Z(OP—i-OQ—i-OR—FOS)zz(u+v—|—w+z),

och ONy = 1(v + w + z) och s& vidare. Medianerna ges nu av

S
S
|

=Wl = Wl W=

PN; =ON; — =-(v+w+z)—u==-(v+w+z—3u),

QN,=0ON;-0Q=-(u+w+z)—v=—-(utw+z—3v),

RN3=0ON3—-OR=-(u+v+z)—w=—-(u+v+z—3w),

=Wl = Wl W=

57N4:07N47m:g(U+V+W)—Z:§(u+V+W73Z)’
och vidare ar
5 _ A7 Ab L 1 3
PT:OT—OP:z(U‘FV—FW-FZ)—u:Z(—3u+v—|—w—|—z):ZPN1,

— —— — 1 1
QT:OT—OQ:Z(u—l—v—l—w—l—z)—v:z(u—?)v—l—w—&—z):%QNQ,

—_ — — 1 1 S
RT:OTfOR:Z(u+v+w+z)fw:Z(u+v—3w+z):%RN3,

e — 1 1 ==
ST:OT—OS:Z(u—i—v—i—w—i—z)—z:Z(u+v+w—3z):§SN4.

Detta visar att T ligger pa samtliga medianer i och delar dem i férhallandet 3 till 1,
vilket betyder att medianerna skér varandra i denna punkt. Man hade kunnat anvinda
samma symmetriargument som for triangeln, och bara tittat pa en av medianerna, men
det var litt att anvénda ctrl + ¢ och ctrl + v for att gora detta. O
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2.5

Mittpunktsformeln:
1
OM = §(OP +0Q),

diar M &r mittpunkten pa strickan PQ.

1— 1
A= §OP = 591 = (1/2,0,0)7

OB = %(@Jrﬁ) = %(62 +e3) =(0,1/2,1/2),

1

(0A+0B) = ;

((1/2,0,0) + (0,1/2,1/2)) = (1/4,1/4,1/4).

2.6

Om vi kan skriva v som en linjidrkombination av u; och us, sa har vi visat att de ligger i
samma plan. Skriv v = sjuy + sous. Att 16sa detta ekvationssystem visar pastaendet
och dessutom kommer s; och s, att vara koordinaterna for v i basen uy, us,.

S1U] + Sl =V <—> 31(2, —1,3) + 82(1, 1,2) = (2, -7, 1) <~

2 =2 281 + =2
o 2(2) + (1) e
= (=81 F So=-—T7T < 2(3) — 3(1) — 359 = —12 <—
381+282:1 82:—4
81:(2—82)/2:3
& (59 =—-4 O]

52:—4

Tacksamt nog fick vi samma vérde pa so i det 6verbestimda ekvationssystemet. Vi kan
nu skriva
vV = 3111 — 4112.

2.7

Vektorerna (u; = (1,—-2,1), ug = (2,—1,—1), uz = (-1, —4,5)) ligger i samma plan om
de &r linjart beroende, vilket betyder att ekvationssystemet sju; + soug + ssuz = 0 har
odndligt med I6sningar.

s1u1 + soug + sguz =0 <— 81(1, —2, 1) + 52(2, —1, 71) + 53(*1, *4,5) =0 <~

51+2527 83:() 51+2827 53:0

(2) +2(1)
< ( —251— S9—4s3=0 <— 3)— (1) <— 359 —6s3 =0 <—
S1— So+5s3=0 — 389+ 653 =0
51+2827 S3 =0
= [3)+(2)] = 359 —6s3 =0
0=0

Detta indikerar att ekvationssystemet har odndligt med losningar (0 = 0), och alltsa &r
vektorerna linjirt beroende och ligger i samma plan.
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2.8

For att de ska kunna bilda en bas i rummet maste de vara linjért oberoende, vilket
innebér att ekvationssystemet s;u; +sous +s3uz = 0 kan endast ha den triviala 16sningen
S§1 = 82 = 83 = 0. Lat u; — (]., 1,2), Uy — (4,4,9)7 us — (2,3,7)

s1+4s0+2s3 =0 (2) (1)
S1u1 + SoUs + sgugz = 0 <— s1+4s95+3s3 =0 <— [(3) 2(1)‘| <
281 + 982 + 783 =0
s1+ 489+ 253 =0
<~ s53=0 < s1=8y=53=0. O
So + 383 =0
Koordinaterna ges av att losa ekvationssystemet, om v = (5,4, 3),
S1 + 452 + 283 =5 (2) (1)
S$1U1 + SoUg + S3U3 =V <— s1+ 459+ 353 =4 <— l(g) 2(1)1 —
251 +9s9 + 7s3 =3
$1+4s9 4+ 253 =5 §1 =5 —4s9 — 283 = 23
<= S3=—1 <= (859=—-7—3s3=—4

S92+ 3s3 = —7 s3=—1

Alltsa dr v = 23u; — 4uy — us.

2.9

Vi gor som ovan och betraktar nér ekvationssystemet sju; + soug + ssuz = 0 (eller
siug + soug = 0) har oéndligt med 16sningar.

a)

281+ ksoa =0
3 1.5\ 3 _ (2) - (1)
51(2,2,2) + s2(k, k°, k%) =0 <= <251 +k%°s =0 <= 3)— (1) =
281 + kSSQ =0
281 + kSQ =0 281 + kSQ =0
= (k3 —k)sy =0 <= k(k? —1)sy =0
(k5 - k‘)SQ =0 k‘(kA — 1)52 =0

For att det ska finnas odndligt med 16sningar maéaste koefficienterna i andra och tredje
ekvationen vara 0, detta ger oss det nya ekvationssystemet

k(k*—1)=0 — k(k—1)(k+1)=0
k(k*—1)=0 k(k—1)(k+1)(k2+1)=0

Ur detta ser vi att K = 0,1, —1 fungerar finfint, vilket da &r vart svar.

10
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b)
$1+ Sy+ks3=0
s1(1,1,1) + s2(1, k, 2k) + s3(k, 1,k) =0 < (s1+ ksa+ s3=0 <—
S$1+ 2kso + ks =0

(2) _ 1) S1 =+ S92 + kSg = 0
— l(?’)_ 1)] — (k—1)so =0
(2]@‘ - 1)82 + (k — 1)53 =0

Har ser vi att om k = 1 eller k = 1/2 kommer vi att fa 0 = 0 och alltsa oéndligt med
16sningar, vilket betyder att vektorerna blir linjart beroende.

c)
$1+ 289 + ks3 =0
s1(1,—1,—k) + s2(2,k,4) + s3(k,2,—4) =0 <~ —51+ kso+ 253 =0 <—
—kSl + 482 - 453 =0
S1 + 252 + kSg = 0
2)+ 1) _
— (3) + k(1) = (k+2)s2+ (24k)s3=0 <—
(4+2k)sa + (—4+ k?)s3 =0
s1+ 289 + ks3 =0
= (k +2)sg + (k+2)s53=0 < [(3)—2(2)]
2(k+2)sa+ (k—2)(k+2)s3=0
s1 + 259 + ksz3 =0
= (k+2)s2+ (k+2)s3=0 <
(k+2)((k—2)—2))s3=0
s1+ 289 + ks3 =0
= (k+2)s2 + (k+2)s3=0
(k+2)(k—4)s3=0
Detta ekvationssystem indikerar att k = —2 eller k = 4 ger oss linjédrt beroende vektorer.
2.10

Vi bérjar med att bilda en riktningsvektor:

v =(2,3,5)—(1,—1,4) = (1,4,1).

11
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Vi vet ocksa att punkten (1, —1,4) ska ligga pa linjen, vilket betyder att linjen kan skrivas
som

r=1+1¢
(x,y,2) =(1,-1,4)+tv < S y=—1+4t
z=4+1.

2.11

Huruvida linjerna ar parallella kan man direkt avgéra genom att betrakta riktningsvekto-
rerna, om de &r linjart beroende sa dr linjerna parallella. Hir har vi riktningsvektorerna
(1,-1,2) och (2,1,1) (koefficienterna till parametern ¢), men det dr uppenbart att de
inte ar linjirt beroende, och dérmed inte parallella. For att hitta en eventuell skérning
sétter vi koordinaterna lika med varandra, men vi maste skilja pa parametrarna i linjerna
(eftersom det inte dr nédvindigtvis att en skdrningspunkt hade beskrivits av samma
parametervirde).

24t =142t 11 — 2ty =—1
11—t =ts = th+ ta=1 <=
2t1 :—1+t2 21517 t2:71
ty — 2ty = —1
(2)-(@) B
= = 3ty =2
(3) —2(1) B
3ta =1

Eftersom to far olika vdrden skér linjerna inte varandra (ekvationssystemet saknar
16sning).

2.12

Analogt till foregaende uppgift:

1+ 15t;  =6— 65y 151 + 65t =5
421t = —11+91ty < 21t + o =7 +—
5+33t; =16 — 143t, 33t + 143ty = 11
3t + 13ty = 1 3t14+ 13ty =1
= {3+ 13t =1 < 0=0
3t + 13ty = 1 0=0

Rent spontant tycker jag att det ser ut som att detta ekvationssystemet har nagra
I6sningar, vilket betyder att linjerna skir varandra. Eftersom vi far o#andligt med
losningarna sammanfaller linjerna (om man multiplicerar riktningsvektorn for den andra
linjen med 3/13 far man den forsta linjens riktningsvektor och alltsa &r de linjért beroende
(dock betyder det inte nodvindigtvis att linjerna sammanfaller, bara att de ér parallella,
for att kontrollera om de sammanfaller maste man hitta minst en punkt som finns pa
bada linjerna)).

12
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2.13

Vi vet att den okinda linjen maste passera genom (3,2, —1), och alltsa kan vi skriva den
pa foljande form:

l‘:3+t1
y=2+aty
Z:—l—f—bth

dér (1,a,b) &r linjens riktningsvektor (genom att skala om en eventuell riktningsvektor
kan man enkelt fa si att den forsta koordinaten &r 1). Vi bestdmmer nu godtyckliga
skédrningspunkter med for dem givna linjerna:

3+t =1+t t1 —to=—-2
2+ atq =19 < aty —to = —2
—14+bt; =-—-14+1ts bt1 —to =0

Héar ser vi att det enda som skiljer den forsta och andra ekvationen ar koefficienten a
framfor ¢;-termen. Detta betyder att vi maste vilja a = 1, eftersom vi annars antingen
kommer att fa o#ndligt med losningar, eller inga losningar alls. Pa samma sitt ar
koefficienten b det enda som skiljer vinsterledet i tredje ekvationen fran dem andra tva,
men eftersom hogerledet dr annorlunda maste vi kriva att b # 1, eftersom vi annars
kommer att fa ett system som saknar 16sning. Det giller att for alla b # 1 finns det nu en
entydig 16sning till systemet, vilket betyder att vi fortsétter med att titta pa den andra
linjen som &r given i uppgiften. Ténk pa att var riktningsvektor nu &r (1,a,b) = (1,1,b).

3+t =10 + 5t3 t1 —5tg =17 ) - (1)
2+t =5+1t3 <=  t1— t3=3 — [(3)_1)(1)] —
—1+4+bt; =242t bt; — 2t5 =3
t1 — 5tg =7 t1 — bty =17
<— 4tz = —4 <= t3 = —1
(—2+5b)t3 =3 —Tb ty = (3 —17b)/(5b — 2)

For att detta system ska ha en (entydig) 16sning maste

3—-17b

1
S -1 = 3-Th=2-5b = 2=1— b==.
- 3—7b 5b b b=

Detta ger oss slutligen riktningsvektorn (1,1,1/2)[(2,2,1) (eftersom vi gillar heltal). Om
man vill kan man kontrollera att linjen nu faktiskt skéir dem tva andra linjerna, men jag
nojer mig med att skriva ner linjens ekvation pa parameterform:

r=34+2t
y=2+42t
z=—1+41.

Om man byter ut ¢ med ¢ + 1 far man det som star i facit. Det finns sidkert ett battre
satt att 16sa denna uppgift, men detta duger for mig eftersom det gav rétt svar.

13
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2.14

For att ange ett plan pa parameterform behovs tva riktningsvektorer samt en punkt som
ligger i planet. Detta kan vi enkelt bilda med tre punkter.

Vi = (175a2) - (2a370) = (_1a252)7
ve =(—1,4,3) — (2,3,0) = (—3,1,3).
Planet ges nu av
r=2 — s —3t

(2,y,2) =(2,3,0) + svy +tvy <= Sy=3 +25 + ¢
z = 2s + 3t.

2.15

For att kontrollera detta kan man antingen konstruera ett plan med tre av punkterna,
eller konstruera tre vektorer med alla fyra punkter och sedan understka om vektorerna
ar linjart beroende. Jag tdnker undersoka linjért beroende.

u; = (0,4,1) — (-1,-1,0) = (1,5,1),
Uz = (L 0, 71) - (717 -1, 0) = (27 1, 71)7
us = (1,-3,-2) — (-1,-1,0) = (2,—-2,-2).
Vi ska nu undersoka om ekvationen sju; + sous + ssusg = 0 har oéindligt med 16sningar.

S1 4+ 289 +2s3 =0
81(].,57 1) + 82(2, 1, —].) + 83(2, -2, —2) =0 <~ 551+ s —2s3 =0 <=
S1 — 52725320

S1+ 2824+ 2s3=0

(2) —5(1) 7
<= 3)— (1) <= — 959 — 1253 =0 <=
— 382 — 433 =0
Ss1+ 280 + 253 =0
= [33)-(2)] = —9sy—12s3 =0
0=0

Detta visar linjart beroende, och alltsa &r punkterna i samma plan.

2.16

Vi kan niistan direkt skriva planets ekvation pa parameterform. Om det &r parallellt med
en linje, sa maste det ha en riktningsvektor som &r parallell med linjens riktningsvektor.
Alltsé kan vi ta (—5,1,—2) som en riktningsvektor. Vidare kan vi bilda den andra
genom att bilda vektorn mellan dem tva givna punkterna: (2,0,5) — (1,3,4) = (1, -3, 1).

14
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Slutligen behéver vi en punkt i planet, och for det kan vi bara ta (1, 3,4). Planets ekvation
pa parameterform blir nu

r=1-5s+1
y=3+s—-3t
z=4—2s+t.

For att fa det pa affin form /normalform eliminerar vi s och ¢ ur parameterrepresentationen
med hjilp av Gausseliminering:

r=1—-5s+1 s=3t=y—3 2) +5(1)
=34+s5—3t <<= (-9s5+ t=2—-1 =
Y [<3>+2<1>]
z=4—2s+1 —25+ t=2z—-4
s— 3t=y—3
= — Mt =z—-145(y—3) < [14(3) - 5(2)]
— bt=z—4+42(y—3)
s— 3t =y—3
= — 14t =z +5y—16 =

0 =14(2y + z — 10) — 5(z + 5y — 16)

= 0=14(2y + 2z — 10) — 5(x + 5y — 16) = 28y + 14z — 140 — 5 — 25y + 80 <—
— —-br+3y+142—-60=0 < bz — 3y — 14z = —60.

2.17

Eftersom planet ska innehalla linjen vet vi att en riktningsvektor &r (—1,2,—3). Den
andra kan vi f4 genom att ta en godtycklig punkt pa linjen, siig (3,2,1), och sedan bilda
vektorn mellan den och den givna punkten. Detta ger oss den andra riktningsvektorn
(3,2,1) — (1,-1,2) = (2,3, —1). Planets ekvation pa parameterform blir nu

r=3—t+2s —t+2s=2—-3 2) +2(1)
y=24+2t+3s < 2+3s=y—2 <= S
_ _ (3)=3(1)
z=1-3t—s —3Jt—- s=z-1
—t+2s=x—-3
= Ts=y—2+2x-3) < [3)+(2)] =
—7s=z—-1-3(z—-3)
—t+ 2s =z—-3
— 7s =2x+y—38 =

0=-3z+2+8+(2x+y—38)

= 0=-3z+24+8+22+y—8=—a4+y+z2z <= z—y—2=0.
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2.18

Varje steg gar at bada riktningarna, sa jag borjar med forutsittningen att vi har planet
Az + By + Cz = D som ér parallellt med riktningsvektorn (a, b, ¢). Forst parametriserar
vi planet for att fa ut ett par riktningsvektorer fran det:

=Q

t

D __ B, __
A A’
S

x
Ar+By+Cz=D < [y=s, z=1] < <y
z

I
\.@F

ur detta avliser vi riktningsvektorerna
Vi = (_B/A7 1, 0)7 Vo = (_C/A,O, ].)

Lat v = (a, b, ¢), da géller det att v dr parallell med planet om den kan uttryckas som en
linjarkombination av riktningsvektorerna, vq och vs.

$1V1 + $ave = v <= s1(—B/A,1,0) + so(—C/A,0,1) = (a,b,¢) <

—%81—%82:a
— s =b :»—Eb—gc—a@
! - AT AT

SS9 = C

<— —Bb—Cc=Aa < Aa+Bb+Cc=0. O

2.19

Vi sneglar pa den foregaende uppgiften och konstaterar att vi kan vélja (z,y, z) sa att
2z +y—2z=0och 3z — 3y + z = 0 for att fa fram vara riktningsvektorer. Eftersom det
ar en linje beskrivs den av endast en riktningsvektor och saledes behéver vi en vektor,

(z,y, z), som uppfyller bada ekvationerna:

20+ y—2=0 2r+ y— 2=0
Ty = [3(2) -2(1)] <= Ty s —
3z —-3y+2z=0 -9y +52=0

x=(z—y)/2=2t
= =9 <= (y=52/9="5¢
z = 9t.
Detta beskriver odndligt manga riktningsvektorer, men for enkelhetens skull viljer vi
t = 1, vilket ger oss riktningsvektorn (2,5,9), och eftersom linjen ska ga genom (1,2,4)

far vi linjen

r=1+2t
y=2+5t
z =44 9t.
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2.20

Eftersom riktningsvektorn, som gar genom dem tva punkterna vars mittpunkt vi vill
ha i vart plan, inte sammanfaller med linjen som vi ocksa vill ha i planet, méaste vi
faktiskt bestimma mittpunkten. Den fas snabbt av ((3,1,4) + (1,1,2))/2 = (2,1,3).
For att garantera att denna mittpunkt inkluderas i planet tar vi en punkt fran linjen
och bildar en riktningsvektor fran den till mittpunkten, men forst uttrycker vi linjen pa
parameterform:

= [y=1t] =

3x+4y+2=>5
T— Yy =—6

z=—6+y=—6+t
<~ y=t
z2=5—-3xr—4y =54 18 — 3t — 4t = 23 — Tt.
Harur kan vi avldsa en riktningsvektor (1,1, —7). For att fa den andra véljer vi punkten da
t = 3, ndmligen (—3, 3, 2), vilket ger oss riktningsvektorn (—3,3,2)—(2,1,3) = (=5,2,—1).
Planets ekvation kan nu skrivas som (om vi utgar fran linjens ekvation):

r=—64+t—5s t—bs=xz+6 @) - (1)
= t+2s <= t+2s = <— <=
y ! (3) +7(1)
z2=23—-Tt — s —Tt— s=2-23
t— Ss=x+6
= 7s=y— (z+6) <« [7(3)+36(2)] <
—36s=2z—23+7(zx+6)
t—5s =x+6
< 7s =—x4+y—=6 _—

0=7(Tx+2+21)+36(—z+y — 6)
= 0=7(Tx+2+19)+36(—z+y—6) =

=49z 4 7z + 133 — 36z 4 36y — 216 =
=13z + 36y + 7z — 83 <= 13z + 36y + 7z = 83.
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Kapitel 3

3.1

Lat AB =u, BC = v, och AC = w (alltsa det som bilden visar). For att vi ska kunna
anvanda skaldrproduktens definition med vinkeln #, maste vi betrakta skaldrprodukten

(u|v) =—(—u|v) =—| —u||v|cosd = —|u||v]| cos ¥,

eftersom vinkeln mellan u och v &r nagot annat som de ér definierade nu (vinkeln mellan
sidorna AB och BC' &r samma som vinkeln mellan vektorerna —u och v). Eftersom ABC
ar en triangel géller det att w = u + v, vilket figuren ocksa indikerar. Vi kan nu skriva

w2 = (w|w)=(u+v|u+v)=(u|u)+@|v)+ (v|u) +(v|v) =
N/ ——

= [u? = (ulv) =|v]?
= [u? +2(u|v)+ [v]* = [u]* = 2|u||v|cos b + |v|* <=
< |lu[=|AB|, |v|=[BC|, |w| = |AC|]| <

<= |AC|? = |ABJ]* +|BC|* — 2|AB||BC|cosf. O

18
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3.2

Med beteckningar fran figuren och cosinussatsen i foregaende uppgift kan vi skriva
A =a?+b* —2abcosa

och
d* = a® +b* — 2abcos B.

Vidare géller det att
a+B+a+p=21 < f=7m—a = cosf =cos(m—a)=—cosq,
vilket betyder att
A+ d*=a®+b* —2abcosa + a® + b* — 2abcos B = 2a® + 2b* — 2ab(cos a + cos ) =

= 2a% + 2b* — 2ab(cosa — cosa) = 2a” + 2b%. [

3.3

For att ta reda pa sidlingderna dr det bara att bilda vektorer med hjélp av punkterna,
och sedan ta beloppet av dem. For cosinus behdver man ténka lite pa hur man véljer
sina vektorer. Det ldttaste dr kanske att utga fran en punkt och sedan bilda tva vektorer
fran den till dem andra tva punkterna, ta skaldrprodukten och anvind definitionen for
att 16sa ut cosinusvirdet. Pa detta sétt arbetar man sig successivt igenom alla tre horn.

u =(0,-1,1) = (1,0,2) = (-1,-1,-1),
Vi = (2a 172) - (17072> = (L 170)7
vilket ger oss att

(i |vi)

(ug|v1) = |ug||vi|cosby = cosb; = =
[y ||va

—1-14+(=1)-1+(-1)-0 2 2
VEDZF (CL2F (CL2VIEE R 2407 VBV2Z V3
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For nésta horn far vi vektorerna
u; = (1,0,2) — (0,-1,1) = (1,1, 1),
ve =(2,1,2) — (0,-1,1) = (2,2,1),
vilket betyder att

(uz]|vse) 1-241-241-1 5
[uz||va V39 3v3

cos By =

Det sista hornet ger
u; = (1,0,2) — (2,1,2) = (—-1,-1,0),

vo=(0,—1,1) — (2,1,2) = (-2,-2,-1),
vilket betyder att
(ug|vy) 24240 4 2V2
us||vs| V29 0 3v2 3

For sidlédngderna kan vi ta tre vektorer, som inte &r linjart beroende, av dem vi har tagit
fram hér och titta pa lingden. For detta duger uy, va, och us. Sidlingderna blir

|u1| = \/§7

|V2| = 33

ug| = V2.

cosflz =

3.4
u=xie; + r2e + r3e3 —
— (u|ey) = z; (eftersom |e;|> = 1),
(ulez) = o,
(ules) = z3,

och dessutom &r (u|e;) = |u| cos6;, vilket betyder att

z1 = [u|cosf; = |ufcos T = [u|/v2
ry = [u|cos by = u|cos § = |uf/2

x3 = |u| cos B3.
Vi vet ocksa att

1 1 3
lul? =27 + 23+ 23 = i\u\Q + Z|u|2 + ul? cos® O3 = |u|2(1 + cos? f3) =

3 1 03 = /3
— 1=4cos’f3 = cosfy=+- —
4 s 7T {93 = 2r/3,

eftersom 0 < 03 < 7 far vi endast 16sningarna ovan.
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3.5

Vi bildar vektorn u = (1 —¢,—4+2t,3—1¢) — (1,2,3) = (—t, —6 + 2t, —t), som motsvarar
ortsvektorn fran en godtycklig punkt pa linjen till punkten vi ir intresserade av. Nar
denna vektor &r ortogonal mot linjens riktningsvektor, (—1,2, —1), sa kommer avstandet
mellan punkten och linjen vara minimalt. Vi underscker darfor néir skaldrprodukten &r 0.

(=) (1) +(=6+2t) - 24+ (=) (-1) =0 <= 6t —12=0 <= ¢t =2.
Avstandet kommer nu att ges av lingden pa vektorn (—t, —6 + 2t, —t), da t = 2.

[(—2,—6+2-2,—2)| = |(—2,-2,-2)| = V12.

3.6

Vi bestammer forst linjens ekvation genom att 16sa ekvationssystemet

r+2y—22=5 r+2y—22=5
— —
20— y+ 2=0 -5y +5z=-10
r+2y—2z=95
[z =1t —
y— z=2
r=50—-2y+2z=5—-4-2t+2t=1 =1
— (yY=24+z2z=2+t = qy=2+t
z=t z = t.

Eftersom vi soker avstandet till origo dr vektorn vi vill minimera samma som linjens
ekvation: (1,2 +t¢,t), och pa samma sétt betraktar vi nér skaldrprodukten med riktnings-
vektorn, (0,1, 1), &r 0:

1-0+2+1t)- 14t 1=0 <= 242t =0 < t=—1,
vilket betyder att punkten vi sdker &r

(L,2+t,t)],_._, =(1,1,-1).

3.7

Linjens riktningsvektor kommer att vara en normal till planet, (2, —3,1), sa vi kan direkt
skriva linjens ekvation, eftersom vi ocksa vet att den ska passera genom punkten (1,2, 3),
som

=142t
y=2-—3t
z=34+ t

Vi bildar nu en godtycklig vektor mellan linjen och punkten (4,5, 6):

(1+2t,2—3t,34+1) — (4,5,6) = (=3 +2t,—3 — 3t, =3+ ¢1).
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Aterigen vill vi nu veta nér denna vektor ér ortogonal mot linjens riktningsvektor, varfor
vi tittar pa nér skaldrprodukten ar 0:

(=3+2t)-2+(-3-3t)- (-3)+(-3+1)-1=0 <
= 6+4+94+9-3+t=0 <= 14t =0 <= t=0.
Det kortaste avstandet ges nu av

(=34+2-0,-3-3-0,-340)| =|(-3,-3,-3)| = 3V3.

3.8

Eftersom planet ska ha samma avstand till bada dessa punkter kan vi bilda planets
normal genom att bilda ortsvektorn mellan punkterna. Planets normal dr alltsa parallell
med

(1,2,0) — (—-1,0,2) = (2,2, -2),

vi véljer (1,1, —1) som planets normal. For att planet ska fa samma avstand till punkterna
maste det innehalla den punkten som ligger mittemellan punkterna, alltsa

%((1,2,()) +(=1,0,2)) = (0,1,1).

P& samma sitt som i Exempel 4 far vi planets ekvation

1-(z=0)+1-(y—1)+(-1)-(—1)=0 <= z2+y—2=0.

3.9
Normalen till planet dr (3, —4,12), och med hjilp av formeln

_ |Az+ By +Cy — D|
VT O

kan vi ta reda pa punkternas avstand till planet - (A, B, C') dr normalen till planet, och
(z,y, 2z) dr den aktuella punkten.

VA2 4+ B2 +(C? =v9+16+ 144 = V169 = 13.

Med detta kan vi nu beridkna avstanden:

d

30-4-0+12-0-13

& 13

L,

och
g — 3-2—-4-1+12-3-13] [6—4+36— 13| _ 25
2 13 B 13 BEE)
Huruvida punkterna ligger pa samma eller olika sidor om planet avgors av tecknet pa
Az + By+ Cz— D. For (0,0,0) blev Az 4+ By +Cz— D = —13 <0, och for (2,1, 3) fick
vi att Ax + By + Cz — D = 25 > 0. Detta betyder att punkterna ligger pa olika sidor
om planet.
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3.10
a)

Vi far planets riktningsvektorer av att titta pa vektorn mellan punkterna, (2, -2,2) —
(2,-3,0) = (0,1,2), och genom att ta linjens riktningsvektor, (1,1, —1). Planets ekvation
blir nu (eftersom det ska ga genom punkterna (2, —2,2), (2,—3,0))

r= 2 + t t =x—2
y=-2+s+t < t+ s=y+2 <~
2= 2+4+2s—1 —t+25s=2—2
t =x—2 t =z —2
= s=y+2—(r—2) < s =—-ar+y+4 =
2s=2z—-24(z—2) O=z+z—-4-2(—x+y+4)

= 0=z+2—-4-2(—2r+y+4) =
= r+2z-44+2x-2y—-8=3x—-2y+2—-12 <= 3z —-2y+z =12

b)

Avstandet far vi med den héndiga formeln, ddr (A4, B,C) = (3,-2,1), D = 12, och
(.’E, Y, Z) = (37 _17 0)7

g |Az+ By +Cy—D| [3-3—-2-(-1)+1-0-12| [9+2-12] 1
VAZ + B2 ¥ (2 VIF+4+1 V14 V14’

3.11

Planets riktningsvektorer &r (1,3, —1) — (1,1,0) = (0,2, —1) och (—1,3,2) — (1,1,0) =
(—=2,2,2) || (=1,1,1), vilket ger oss planets ekvation:

r=1 - t —t =x—1
y=1+2s+1 — t+2s=y—1 <
z = —s+t t— s==z
—t =x—1 —t =z -1
= 2s=r+y—2 = 2s =r+y—2 =
- s=z+z-1 0=2(x+z—-1)4+(x+y—2)

= 0=2x+2z-1)+(r+y—2)=3z+y+22—4 < 3z+y+2z2=4

Vi avldser nu att planet har normalvektorn (3,1, 2), som normeras till e = \/%(3, 1,2).

For att fa fram den punkt i planet som dr nirmast (—2, —2, —1) tar vi en godtycklig punkt
i planet, bildar ortsvektorn fran den till (—2, —2, —1), projicerar den pa normalvektorn,
och subtraherar bort den projicerade vektorn fran (—2,—2,—1). Vi vet att punkten
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(1,1,0) ligger i planet, vilket ger oss vektorn u = (=2, -2, —1) — (1,1,0) = (-3, -3, —1).
Projektionen blir

r_ L a3 (—1))—— __ _
W= (elwe = S (3 () + 1 (23)42:(-1) o= (3,1,2) = —3(3,1,2) = =(3,1,2)

Punkten vi soker ges nu av

(—2,-2,-1)—u' =(-2,-2,-1) + (3,1,2) = (1, -1, 1).

3.12
a)
Vi visar pastaendet genom att hitta skdrningspunkten:
14+t =341t 1 — tp=2
2—t =24ty <= {—-l1— t2=0 <=
342ty =2—3ty 2t1 + 3ty = —1
t— tg=2 ti—ty =2
<~ — 2ty =2 <~ to = —1
5ty = —5 to = —1.
Eftersom systemet har en entydig l6sning skér linjerna varandra i en punkt. O

b)

Vi har riktningsvektorerna (1, —1,2) och (1,1, —3), samt skiirningspunkten som fas da
to = —11 Lo:s ekvation, alltsa (3 — 1,2 — 1,24 3) = (2,1,5), vilket ger oss planet

r=2+s+t s+ t=x-2
y=1—-s+t = (st l=y—1 =
z=>5+2s—3t 2s —3t=2—-5
s+ t=x—2
<~ A=x+y—3 <~
—bt=2z—-5—-2(z—2)
s+t =xr—2
<= 2t =x+y—3 ==

0=2(-2x+z—-1)+5(z+y—3)

= 0=2(-2x+2—-1)+5(x+y—3)=—-4x+22—2+5x+5y—15=
=r+5y+22—17 <= x+5dy+2z=1T7.
Vi far nu avstandet till (3,4,5) av

de |Az + By+Cz —D|

[(A,B,C)=(1,5,2), D=17] =

VAZ+ B2 £ (C?
_J1-345-44+2-5-17]  3+204+10-17 16
VI+25+4 V30 V30
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3.13

0=(4.-1.-6)

P'./

Utéver beteckningarna i bilden, 1at u = OP. Eftersom planet innehaller origo behéver
kan vi vélja (0,0,0) som var punkt i planet, vilket betyder att inte behover ténka till nir
vi projicerar. Min plan fér denna uppgift &r att projicera u pa planets normalvektor, lat
oss kalla denna projektion for u’, sedan subtrahera 2 ganger projektionen fran u, vilket
kommer att ge oss ortsvektorn or (och didrmed punkten P’). Nér vi har den punkten
kan vi sedan bilda ortsvektorn P’Q), som vi kan anvinda for att bilda en linje som utgar
fran P’. Dérefter tar vi reda pa i vilken punkt denna linje skér planet, och eftersom vi
vet att den punkten kommer vara R, sa kommer det att vara vart svar. Férhoppningsvis
gor figuren denna algoritm lite tydligare. Eftersom normalvektorn n inte &r normerad
maste vi kompensera for det i projektionsformeln (vilket gérs genom att dela pa (n|n)
(man kan ocksa normera normalvektorn och sedan bara anvinda (e|u)e, dir e dr den
normerade normalvektorn)). Vi far alltsa att

L mlw (L2-2)[Bo2)
B Y R () Y s A
134 (-2) (D) + (D) (=) 51412

(1,-2,-2) = (1,-2,-2) = (1,-2,-2),

1+4+4 9

vilket betyder att
OP =u-—2u = (3,-2,—1) - 2(1,-2,-2) = (1,2,3).
Linjens riktningsvektor kommer nu att vara parallell med ortsvektorn

P/Q = (4a _17 _6) - (172a3) = (3, _3a _9)7

lat oss vélja riktningsvektorn (1, —1,—3), vilket ger oss linjen

r=14+1
y=2-—1t
z=3-—3t,
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for att hitta skidrningen med planet sétter vi in linjens ekvation i planets ekvation och
16ser ut t:

r—2y—2z=0 = (1+¢)—2(2-1t)—-23-3t)=0 <= —94+9=0 <= t=1,
vilket betyder att punkten &r

(14+1,2—1,3—3-1) = (2,1,0).

3.14
a)

Vi kommer att behtva planet som spéanns upp av linjerna. Riktningsvektorerna &r
(—3,3,1) och (1,1,1), och vi konstruerar planet som innehaller den férsta linjen, det vill
siga det plan som gar genom origo:

x=25—3t s—=3t==
y=s5+3t <= (s+3H=y =
z=s+t s+ t==z
s=3t=x s —3t =z
— 6t =—z+y < 6t =—x+y ==
dt=—-x+z 0=3(-z+2)—2(—x+vy)

= 0=3(—z+2)—2(—z+y)=—2—-2y+32 < z+2y—32=0.

Nu behover vi bara bestdmma avstandet mellan en godtycklig punkt pa den andra linjen
och detta plan - eftersom linjerna och planet dr parallella har alla punkter samma avstand.
Ta punkten (—1,0,0). Avstandet ges av, eftersom normalvektorn #r (A, B,C) = (1,2, —3)
och punkten r (x,y,z) = (—1,0,0) (och planet gar genom origo, sa det finns inget D),

_|Az+By+Cz |[-1+0+0 1

A2y B2 C?  J1+4+9 V14

b)

Vi anviander samma metod som ovan. Riktningsvektorer: (0,1,1) och (2,3,1). Bilda
planet som gar genom punkten (1,2, 3):

r=1 + 2t 2t =x—1
y=2+s+3t <= (JH+s=y—2 <
z=3+s5+1 t+s=2-3

2t =x—1
= 2s=2(y—2)—3(x—1) =

2s=2(z—3)—(z—1)
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t =x—1
= S =-3rx+2y—1 ==
0=—a2+22—-5—(-3z+2y—1)

= 0=—2+4+22—-5—(3z+2y—1)=20—-2y+22—4 < z—y+2z=2.
Alltsa dr (A, B,C) = (1,-1,1), D = 2, och vi viljer punkten (z,y,2) = (1,1,1) fran den

andra linjen. Avstandet blir da

d= |Ar+By+Cz—D| [1-14+1-2] 1

VAZ L B2 1 C? VIiti+l 3

3.15

Forst bildar vi det plan som innehaller L1, och spénns upp av linjernas riktningsvektorer,
(—=3,—1,1) och (—1,—2,1). Detta planet har ekvationen

r=8—3s—1 s+ t=2z+3
y=2—s—2t = (35— t=2—-8 <=
z=—-3+s+t —s—2t=y—2
s+ t=24+3 s+t =z+3
= 2A=2—-8+3(2+3) = 2t =r+32+1 =
—t=y—2+2z+3 0=2(y+z+1)+z+32z+1

= 0=2(y+z+1)+ax+32+1=0+2y+52+3 < x+2y+5z=—-3.

Om vi istéllet skulle bilda planet som innehaller Lo kommer vi att fa planet x+2y+5z = D,
och, eftersom detta plan ska innehalla punkten (—12,4,1), D = —12+ 8 4+ 5 = 1. Planet
som ligger mittemellan dessa tva plan kommer alltsa att ha en konstant som har
medelvirdet av dessa tva konstanter, alltsa (—3 + 1)/2 = —1, vilket betyder att planet
vi soker &r

4+ 2y+ 52z =—-1.

3.16
a)

Vi bildar tva riktningsvektorer med punkterna vi har till vart forfogande:
(2a _173) - (1707 2) = (17 _17 1)a

(1727 _2) - (1’072) = (0a2a _4) || (07 17 _2)7

vilket ger oss planet

r=1+s S =z-—1
y= —s+t < {—s+ t=y <~
z=24s—2t §s—2t=2z-—2
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s =z—1 s =x—1
— t=z+y—1 <+ t =z+y—1 =
—2t=—ax+4+2-1 O=—a+z—-14+2(x+y—1)

= 0=-2+4+2z—-142(z+y—-1)=x+2y+2—-3 < x+2y+2=3.

b)

Vinkeln mellan planen &r samma som vinkeln mellan normalvektorerna. Vi avléser enkelt
att ny = (1,2,1) och ng = (2,1, —1). Med skaldrprodukten kan vi bestimma vinkeln:

(n[np)

(n; |ng) = |ny||ng|cosd = cosf = =
[0 [[ng]

1-242-141-(-1) 3 1

T VitdrViti+l V& 2
Av geometriska skl maste 0 < 6 < /2, vilket betyder att § = /3.

3.17

Vi bestdmmer forst vinkeln mellan normalvektorn till planet och linjens riktningsvektor.
Vinkeln mellan planet och linjen fas sedan av ta 7/2 minus den vinkel vi far fram (se
Exempel 7). Normalvektorn avlidses till n = (1,2, —1), och riktningsvektorn ser vi &r
v = (1,1,0). Precis som i féregaende uppgift kommer vi att f& vinkeln mellan dessa
vektorer med hjilp av skalarprodukten:

(mlv) 1-1+42-140-(-1) 3 3 V3
nlv]  VI+4+1VI+1+0 V12 2V3 2

Vinkeln vi soker &r alltsa /2 — 7/6 = 7/3.

cosf = = 0 =m/6.

3.18

Linjen som innehaller kanten AB kommer att ha riktningsvektorn v = OB — OA =
(1,3,-1) — (—1,2,0) = (2,1, —1). Planet som innehaller sidan BC'D kommer att spiinnas
upp av riktningsvektorerna BC = OC — OB = (1,1,0) — (1,3,—1) = (0,—2,1) och
BD=0D-0B = (-1,3,-2)—(1,3,—-1) = (2,0, —1). Eftersom vi bara #r intresserade
av planets normalvektor, och linjens riktningsvektor, spelar det ingen roll vilken punkt
som vi anvéander for att bilda planets ekvation, eller linjens ekvation. Av enkelhetsskél
later jag dérfor planet passera genom origo, vilket betyder att det har ekvationen

T = —9t s— t=z s— t=z
Yy =—2s — —2t=1 —2t=x <~
z= s—t —2s =y —2t=y+2z2
s— t z
= -2t =z = r—y—2z=0.

O=—-x+4+y+22
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Alltsa dr den sokta normalvektorn n = (1, —1, —2), vilket betyder att den komplementéra
vinkeln fas av

(mfv) 1-2+4(-1)-1+(=2)-(-1) 2-142 1
In||v]| VIFI+4V/a+1+1 V62 2
Vinkeln vi soker blir da 7/2 — 7/3 = 7/6.

cosf =

= 0=m/3.

3.19

Cirkelns ekvation ar

(x —x0)* + (y — 0)* = a’,

dér (x0,y0) dr medelpunkten och a dr radien. Om punkterna (0,1) och (0,9) ska ligga
pa cirkeln maste de uppfylla ekvationen, alltsa kriver vi att

{(0930)2+(11/0)2a2 @{wawol)?az

0—20)?+ (9 —yo)? =a® 22 + (yo — 9)? = a? —
0

— 224t (o-1)2 =22+ (yo—9)? <= y2 -2y +1=192— 18y + 81 —
< 16y =80 <= yg =5.

Eftersom cirkeln ska tangera z-axeln kan vi direkt siga att a = 5 (avstandet fran
medelpunkten till tangeringspunkten maste ju vara radien, och for en punkt pa xz-axeln
kommer det avstandet att vara yo = 5). Insiittning av detta i ekvationerna ovan ger att

0— 2 1—-5)2 =52 24+16=25
(0= 20)" +( ) o+ — 1}=9 — z0=43.
(0 —20)? + (9 — 5)2 = 52 3+ 16 =25

Medelpunkterna ir alltsa (xg,yo) = (£3,5).

3.20
a)

2 2

922 + 25y% = 225 ’ Y1
vt ey = 22579 " 225/25
1'2 y2 372 y2
— =1+ 5 +5=1
(15/3)2 1 (15/5)2 52 T 32

ur detta avliser vi halvaxlarna a = 5 och b = 3. Eftersom ellipsen har sin medelpunkt i
origo bestdms brannpunkterna av (£c, 0), dér ¢ fas av (som det star i texten)

V=d- = c:(,)\/aQ—bQZ\/52—32:4,

alltsa dr brannpunkterna (+4,0).

b)
2522 4+ 169y? = 4225 «—= 522 4+ 13%% = 65° —
52 5 132 9 1.2 y2
= — —y =1 S +=5=1
652" T 652 32

Aterigen ser vi att a = 13 och b = 5, vilket betyder att ¢ = va2 — b2 = /132 — 52 =
V122 = 12, vilket ger oss brannspunkterna (+12,0).
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3.21

Eftersom vi ér duktiga studenter har vi lidst i boken, och vet da att b = 2 (eftersom
ellipsen skér y-axlarna i (0,£2)) och att ¢ = 2 (eftersom brannpunkterna ar (£2,0)).
Ellipsen har ekvationen

dar vi far a ur

P=a—c® = o=+ = V2122 =B

Detta ger oss ekvationen
22
8

=1 «— 224+ 2> =8.

2
Y
+ 4

3.22
a)

Vi sétter in linjens ekvation, t(xg + at,yo + Bt), i ellipsens ekvation. For att linjen ska
tangera maste ekvationen da ha exakt en losning.

Inséttning, dir vi kommer ihag att (zo,yo) ligger pa ellipsen,

1

(zo+ot)  (w+h)” _, wg + 2axot + a®t? | yg + 20yot + B2 _
a2 + b2 - — a2 + b2 -

azo  Byo N AN
(:>2t<(12+b2>+t <a2+b2 +§+*—1<:,>
———

B2 a2 2
Denna ekvation har en 16sning om och endast om koefficienten till ¢t-termen &r 0, eftersom

koefficienten till ¢? &r stringt positiv, alltsa om

azo | Byo azo | BYo

2 2
— 2t(0‘x2°+’8y°>+t2(a+5)=0.
a

b)

Vi konstruerar tangentens ekvation genom att utfora variabelbytet
x = ax’ ' =z/a
/ g /
y="by y' =y/b.
Detta omvandlar ellipsen till en cirkel:

2 2 N2 \2
Y ar by
sz =1 <— 7( 2) ( b2) =1 <— (x/)z + (y/)2 = ].,
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och punkten (zg,yo) som lag pa ellipsen flyttas nu till punkten

(%ayé) = (zo/a, yo/b)

som ligger pa cirkeln, vilket betyder att (z)? + (y4)? = 1. For att nu ta fram tangentens
ekvation noterar vi att radien till cirkeln ges av vektorn

(05 Y0)

och tangenten kommer att vara ortogonal mot radien, vilket betyder att skaldrprodukten
dr 0. Tangenten har riktningsvektorn (¢, d) i den nya basen, vilket ger oss ekvationen

c = —dyy/zy = —yht/x;

(e 3) | (er)) <= cxly+ =0 <= Wzt]¢:>{d:t

Séatter vi t = x{, far vi att tangenten har riktningsvektorn (—yo, o), vilket ger oss
tangentens ekvation pa parameterform

(‘T/’ y/) = (zg,y(’)) + t(fy(l),ﬂj{)) —

—/tZ.Z‘/—.T/ _x/ /t:xlx/_l,/Q
U T I VP
ot =Y — Yo xoyot:yyo_(yo)

{x@&f%@@?

0=y — (y0)* +2'xh — (wp)
= 0=y'yo — (y0)* + &'z — (x0)* = 2’ + 'y — ((20)* + (0)*) =
=2'z)+ 9y, — 1 = 2z +y'y, =1
Atergar vi till den ursprungliga basen far vi tangentens ekvation

r To Y Yo TXo | YYo
"t Yy =1 = = - =4+ = =1 —(—+-=1. 01
T+ Y Yo a a +b b a? + b2

3.23

Algoritmen for hyperbler &r i princip identisk med den for ellipser, det dr bara ekvationen
som ser lite annorlunda ut. Eftersom hyperblerna i denna uppgift ocksa har sin medelpunkt
i origo behover vi inte anstranga oss mer dn det som star i texten.

a)
1622 — 9y? = 144 = 4222 332 =122 — = ¥ _q

Ur detta kan vi se att a = 3 och att b = 4, vilket betyder att vi far brannpunkterna
((£¢,0)) fran sambandet

P=c—a> = c=HVa2+ b2 =/32442 =5,

vilket ger oss svaret (+5,0).

31



Markus Bolinder

b)
2 2 2 2

322 52 =75 = s+ L 21 = L 4 Y

25 15 52 (V152

Nu ser vi att @ = 5 och b = /15, vilket ger oss att ¢ = Va2 + b2 = /25 + 15 = /40, och
alltsa &r brannpunkterna (£+/40, 0).

3.24
Eftersom hyperbeln skir z-axeln kommer den att ha ekvationen
2 2
o v _
a? b2

och den ska skira z-axeln i punkterna (£2,0), vilket ger oss

(£2)* 0 2
a2 — b72 - 1 <~ a
Eftersom briénnpunkterna dr (+3,0), kan vi direkt siiga att ¢ = 3. Vi anviinder nu
sambandet

=4 = a=2(a>0).

b= —a®=32-2" =5,
vilket ger oss ekvationen

2

y2 2 2
— = =1 = — 4y = 20.
1 5 % Y 0

3.25

Att den dr symmetrisk med avseende pa z-axeln betyder att den kommer att ha en
ekvation pa formen
y? = 4dax + D,

men eftersom den gar genom origo kan vi direkt séiga att b = 0. Den andra punkten ger

oss nu att 81
182 =4a-27 <= 4-92=4.27q <— a:ﬁ:&

Ekvationen for parabeln blir alltsa
y? =12z,
och, eftersom vi valde att uttrycka ekvationen pa det sétt vi gjorde, vet vi att
brannpunkten ges av a, alltsa (3,0).
3.26
Vi identifierar andragradskurvorna med den allm#nna formen
Az? + Bry +Cy?> + Dz + Ey = F.

Om B # 0 sa kommer vi att behéva inféra nya koordinater, som motsvarar rotationer i
planet, vilket &r fallet i a) och b). Den rotation man vill géra bestdms av

A-C
cot 20 = T,
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men, eftersom A = C i bade a) och b), far vi att
cos 26
sin 26

(detta resultat bor kidnnas rimligt). Koordinatbytet vi utfor dr da

cot20 = 0 <= :O:>cos29:O:>29:g<:>9:7r/4

x=2a"cosf —y' sinf = %(m’ -9
y=a'sinf + 1y cosf = %(w’+y’).

Efter att man har ritt koordinater kvadratkompletterar man tills man erhaller det
allménna uttrycket for en ellips, alltsa

(z — x9)* + (y —w0)* _ 1
a? vz
dér halvaxlarna ges av a och b. (Vi kommer ldra oss senare att rotationer dr isometriska
avbildningar, sa koordinatbytet kommer inte att paverka lingden pa halvaxlarna.)

a)
Vi infor koordinaterna som togs fram ovan:
17 16 17
1722 —16xy+17y% = 225 «— ?(w’—y’)z—?(x’—y’)(ac’—i—y’)—&—?(x’—i—y’) =225 <

= 17((2")? = 22"y + (y)?) = 16((2')* = (y')*) +17((2")? + 22"y’ + (y)?) = 450 =
< 34(2)® — 162% + 16(y)* + 34(¢/)? = 450 <= 9(2')* + 25(¢/)* = 225 <=

(2")? (v')* (@), )?

= s/32 T (U5/5)2 L= 5=t

varur vi avlédser halvaxlarna a = 5 och b = 3.

b)

Vi nyttjar aterigen koordinatbytet:

: @ =) +y) + Sy =8

= 3((2')? = 22"y + (y)%) + 2((2')* = (¢)) +3((2")* + 22"y + (')*) = 16 =
= 6(2)2+6(y) 4+ 2(")2 —2(y) =16 <= 8(2/)? +4(¢)? =16 —

3
32° 4 22y + 3y° =8 = (2 —¢)* +

—~ w‘[\_’;

(@) ) (=) )
<= =1 <— =1
2 T4 (v/2)? Tz ’
vilket berittar for oss att halvaxlarna &r a = v/2 och b = 2.
c)
Kvadratkomplettering;:

0 = 922 +y* — 18z +4y+4 = 9(2* —22+1) =9+ (y* +4y+4) = 9(z—1)*+(y+2)* -9 +—=

y+2)? (-1  (y+2)?
(:}(x_l)QJF(T:“:} ez T =

1.

Ur detta ser vi att halvaxlarna d&r a = 1 och b = 3.
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d)
Kvadratkomplettering:
0=122"+3y* + 120+ 12 =2(2* + 62 +9) — 18 + 3y* + 12 =2(x + 3)* + 3y*> — 6 —

(33+3)2+ y?
(V32 (V2)?

(z+3)?
3

2
+%:1<:> =1.

Detta ger att a = V3 och b= +/2.
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Kapitel 4

4.1

u+v+w=0 — uxutuxv+ uxw =ux0 —=
0 0
= = —wXu =

— uxXxv—wxu=0 = uxv=wXxu,

och pa samma sétt far vi att
u+v+w=0 = vXxXu4+vXv+vxw=vx0 =

= —UXV4+VXW=0 = uXVv=vXW,

vilket sammanstallt ger oss att

uxv=vxw=wxu U

4.2

Metoden gar ut pa att bilda tva vektorer med hjilp av punkterna, beréikna kryssprodukten,
och sedan ges arean av triangeln som punkterna utgoér av |u x v|/2, om u och v &r
vektorerna som bildades.

a)
u=(3,4,1)—(1,2,3) =(2,2,-2),
v=(202)-(1,2,3)=(1,-2,-1),
vilket betyder att
uxv=(2-(-1)—-(-2)-(-2),-2-1-2-(-1),2-(-2) - 2-1) = (-6,0,—6).
Arean blir da 1
51(=6,0,=6)] = 3(=1,0,-1)| = 3V2.

b)

vilket betyder att
uxv=(2-2-1-1,1-(-2)—(-3)-2,-3-1-2-(=2)) = (3,4,1).

Arean blir da ) )
1341 = 5VI+16+1= V26/2.
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c)

Arean av denna skulle man kunna berikna utan att anvinda kryssprodukten, men det
orkar jag inte gora.

vilket betyder att
uxv=(1-1-0-0,0-(=1) = (=1)-1,(=1) -0 = 1- (=1)) = (1,1,1).
Arean blir da )
L1 = V3/2.

4.3

Vi konstruerar den vektor som &r ortogonal mot bada linjerna, normerar den, och
projicerar sedan en godtycklig ortsvektor mellan linjerna pa var normerade vektor, och
sedan kommer avstandet att ges av beloppet av den skalidrprodukten (alltsa precis som i
Exempel 4). Ly har riktningsvektorn

va || (4,4,4) — (2,2,—4) = (-2,-2,-8) = vy =(1,1,4),
och Ly har riktningvektorn
vy || (41,1,1) = (0,3,3) = (1,-2,-2) = v; =(-1,2,2),
vilket ger oss den ortogonala vektorn
vixve=(2-4-2-1,2-1—(-1)-4,-1-1—-2-1)=(6,6,-3) || (2,2,-1).

Normering ger oss e = %(2, 2, —1). En punkt pa vardera linje &r P = (1,1,1) pa Ly och
Q = (4,4,4) pa Lo, vilket ger oss ortsvektorn PQ = (4,4,4) — (1,1,1) = (3,3, 3), vilket
betyder att avstandet mellan linjerna ges av beloppet av projektionen av PQ pa e, alltsa
av

(e PQ)| = |(%(2727—1) 133,31 =1((2.2,-D (L, 1)) =2+2-1] = 3.

4.4
Lat
u=1uxey,
VvV =y1€1 + y2es,
W = z1€] + 20€2 + 23€3,
vilket ger oss att
(uxv)xw=(r1€1 X (y1€1 + y2€2)) X W = (x1y1 €1 X €1 +T1Y2€] X €2) X W =
—— N——
=0 = e;
= x1Y2e3 X (zlel + z0€9 + z3e3) = X1Y2%21 €3 X €] +T1Y222 €3 X €3 +T1Y223€3 X €3 =
—— —— ——
= es = —e; =0
= —X1Y222€1 + T1Y221€2,
och
(u|w)v — (v|w)u=z121(y1€1 + y2€2) — (Y121 + Y222)T1€1 =

= (T1y121 — T1Y121 — T1Y222)€1 + T1ypZ1€2 = —T1Y222€] + T1Y2z1€2. [
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4.5
(uxv)xw=(u|w)v—(v|w)u,
ux (vxw)=—-(vxw)xu=—(viyw— (w|u)v) = (w|u)v— (v|u)w,
vilket betyder att om
(uxv)xw=ux(vxw) = (ulw)v—(v|wu= (w|juv —(viluyyw =
= (u|w)v
= (viw)u=(v|u)w,

denna likhet dr uppenbart uppfylld om u och w &r ortogonala mot v, eftersom da blir
skaldrprodukterna 0. Om u och w &r parallella, kan vi skriva w = cu, vilket ger oss att

(vlcu)u = (v|u)(cu) = c¢(v|u)u=c¢(v|u)ju = 0=0.

Detta visar =, och om vi nu istéllet utgar fran att den andra sidan (att u och w
ar parallella, eller att de dr bada ortogonala mot v) kan vi visa det andra hallet, <.
Ovan kom vi fram till att

(uxv)xw=(u|w)v—(v|w)u

och
ux (vxw)=(u|lw)v—(viu)w,
om u och w dr ortogonala mot v blir
(ufw)v - (viw)u = (u|w)v
och
(u|w)v = (v|wjw = (u|w)v,

allsta 4r (u x v) x w = u x (v x w) i detta fall. Om vi istéllet antar att u och w &r
parallella, kan vi igen skriva w = cu, vilket ger att

(u|w)v—(v|w)u= (u|cu)v — (v|cu)u =c(u|u)v —¢(v|ju)u

och

(u|w)v— (v|lu)w = (u|cu)v — (v|u)(cu) = c(u|u)v — ¢(v|u)u,
vilket ocksa visar att (u x v) x w = u x (v X w), och detta avslutar beviset. O
4.6

(xo + 11 + z2j + x3k)(x0 — 210 — T2J — T3k) =
= x% — ToT1t — ToT2j — Toxzk + T1ix9 — T1ixT11 — T1ix2] — T1ix3k+
+£172j"170 — Igjmli — I‘le‘gj — .’L’gjxgk + I’gk.TO — $3kl‘1i — I’gkxgj — I‘gk’l’gk =
= x% — xox1t — Tpx2) — Torsk + w1t — m%iQ — x1T91) — x1w3tk +
~ = ~——
= —2? = zix2k = —T1T3)
. .. 2.2 . . . 272
+xox2] — T1x2jt — X377 —xax3jk +roxsk — r1x3ki — xox3k) — x3k° =
= —z122k = _a;g = x2x31 = x1T3)] = —xox31 — —Ig

2,2, .2, 2 . . . . 2,.2, .2, 2
=zptritrstrs—Ti1rk+t i3t r100k —xor3i— 1237+ 2231 = vy + o] +ry+x3. O
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4.7

Tre vektorer kommer alltid att definiera samma parallellepiped, som dérfoér kommer att
ha samma volym (oberoende av hur man tar kryssprodukter och sadant), och denna
volym berédknas just med dessa skaldrprodukter, vilket gor det hogst rimligt att det &r
en likhet. Det bor alltsa kidnnas rimligt att det inte spelar nagon roll om man viljer att
tau x v eller v x w.

4.8

Vi bildar tre vektorer med hjéilp av punkterna, och beréknar sedan determinanten, vilket
kommer att ge oss volymen, sa nir som pa ett tecken.

a)
u=(3,52)—(2,1,0) = (1,4,2),
v=(4,1,2) - (2,1,0) = (2,0,2),
w=(6,1,5) —(2,1,0) = (4,0,5),
vilket betyder att volymen av parallellepipeden ges av (+)

1
V(u,v,w) = |4
2

N O N

4
0l=1-0-54+2-0-244-4-2—-4-0-2—-2-4.5-1-0-2 = 32—-40 = -8,
5)

och tetraederns volym blir da 8/6 = 4/3.

b)
u=(2,1,3)—(-2,2,-3) = (4,—1,6),
v=(1,4,-2) - (-2,2,-3) =(3,2,1),
w=1(0,5,1) — (—-2,2,-3) = (2,3,4),
vilket betyder att volymen for parallellepipeden dr (+)

4
V(u,v,w)=|-1
6

N W

2
3/ =4.2.443:3.6+2-(~1)-1-2.2.6-3-(—1)-4—4-3-1=
4

=32+54—-2-24412-12 =60,
och tetraederns volym blir saledes 60/6 = 10.

4.9

Att hornet ligger pa den positiva y-axeln betyder att punkten har formen (0, a,0), dir
a > 0. Vi bildar vektorerna:

u=(3,0,1) — (2,1,-1) = (1,-1,2),

v=(2,-1,3) = (2,1,-1) = (0, -2, 4),
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w=(0,a,0) — (2,1,—-1) = (=2,a — 1,1),

vilket ger oss volymprodukten

1 0 -2
Via,v,w)=|-1 -2 a-1|=
2 4 1

=1-(-2)140-(a—1)- 24 (-2)-(-1)-4—(-2)-(-2)-2—0-(-1)-1—-1-(a—1)-4 =
=-2+48-8—-4(a—1)=-2—-4(a—1),
och tetraederns volym &r da

—2—4(a—1 28
%:5 — 244(a-1)=30 = a-1=—7=7 = a=8.

4.10

Att tre vektorer &r linjirt beroende kan formuleras om till att deras determinant &r 0. Om
man vill tinka pa det i volymsammanhang kan man se det som att om en tredimensionell
kropp har volymen 0 maste den egentligen vara tva- eller endimensionell, vilket betyder
att vektorerna som spénner upp den &r linjart beroende.

= aaa + bbb + bbb — bab — bba — abb = a® + 2b> — 3ab® = 0,

>N o Q
> o
SIS IS

det &r uppenbart att a = b ar en 16sning, vilket tillater oss att utfora polynomdivision:

a’® + ba — 2b
a> — 3b%a+2b%|a—b
—a*(a —b)
ba® — 3b%a + 20°
—ba(a — b)
—2b%a + 2b°
—(—2b*)(a — b)
0
Alltsa &ar
a® +2b° —3ab® = (a—b)(a® +ab—20*) =0 = a®> +ab—20" =0 =

2 2 — _9
:>a——fj:\/b—+2b2 —fi\/% a=-2
a = b (dubbelrot),

sammanstillt har vi da att
a® + 2% — 3ab? = (a — b)*(a + 2b) = 0,

vilket innebér att vektorerna &r linjirt beroende om a = b, eller om a = —2b.
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4.11

Om punkterna ligger i samma plan kommer den parallellepiped de spénner upp att ha
volymen 0, vilket betyder att vi kan kontrollera for vilka virden pa a som detta sker,
och det ar da vart svar.

u= (_aa la 0) - (Oa 27 1) = (—(1, _1a _1)7
v=(-3,3,—a)—(0,2,1) = (-3,1,-1 — a),
W= (3a _37 1+ Cl) - (Oa 27 1) = (3a —5,(1),
vilket ger oss volymprodukten

—a -3 3
V(u,v,w)=|—-1 1 —5| =
-1 —(14a) a
=(-a)-1-a+(=3)- (=5 - (-1)+3-(-1)- (-1 —a)-
=31 (1) = (=3)- (-1)-a— (~a) - (5) - (-1 —a) =
=—a?>—-15+3+43a+3—3a+5a% +5a = 4a® + 5a — 9,

och vi vill veta nér

) 9 5 25 9
42 — = 2 —aQ — - = 7***2‘2 -V - =
a“+5—-9=0 = a“"+ -a 1 0 = a 3 64+ =

5 [ 144 5 169 5 13 a=—9/4
s VerTer s 64 88 :>{a:1.
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Kapitel 5
5.1
a)
10 270 1 1
AB=10 3 1] |2 -2 0| =
2 2 1|1 2 3
1-0+0-2+2-1 1-140-(-2)+2 1-14+0-0+2-3
=| 0-0+3-2+1-1 0-14+3-(-2)+1 0-1+3-0+1-3 | =
2:042-24(=1)-1 2-142-(=2)+ (- 1) 2 2:142-0+(-1)-3
2 5 7
=17 -4 3
3 —4 -1
b)
0 1 1]J1t 0 2
BA=12 -2 0||0 3 1]|=
1 2 3|2 2 <1
0-14+1-041-2 0-04+1-34+1-2 0-24+1-141-(=1)
=12:14(-2)-04+0-2 2:0+(-2)-340-2 2-2+4(=2)-140-(-1)| =
1-14+2-0+3-2 1-0+2-3+3-2 1-242-143-(-1)
2 5 0
=12 -6 2
7 12 1
c)
2 5 0]° [2 2 7
AB' = (BA)Y =12 -6 2| =|5 —6 12
7 12 1 0 2 1
d)
10 2 0 1 1 1 3 5
A+3B=10 3 1|+3|2 -2 0of = -3 1
2 2 -1 1 2 3 5 8
1 3 51[2 1]
(A+3B)C=1{6 -3 1| |-1 1| =
5 8 8] |1 2
1-243-(-1)+5-1 1-1+43-1+5-2 4 14
= 16-24(=3)-(-1)+1-1 6-14+(=3)-1+1-2| =1{16 5
5-24+8-(~1)+8-1 5-1+8-148-2 10 29
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e)
CctF1 1] E ! ﬂ
1 2
2-241-1 2. (=1)+1-1 2.-1+41-2 5 -1 4
:[(_1).2+1-1 (- -(-1)+1-1 (—1)-1+1-2]:{—1 2 1
1-2+42-1 1-(=1)+2-1 1-14+2-2 4 1 5
f)
ctczﬁ 0 ﬂ [21 1]:
1 2
224 (1) (-1)+1-1 2-1+(=1)-1+1-2] [6 3
Tl 1241 (-1 +2-1 1-141-14+2-2 }—[3 6}
5.2
a)
A2:[11 ﬂ [11 ﬂ:
- [(11.)1- ﬁ '1(-_(17)1) (fll')l-hli : 1] - {02 (2)}
e=l; T 7=
_ 11+ (=2)-3 1-(=2)+(-2)-4] _ (-5 -10
[ 3-14+4-3 3.(—2)+4-4 } [15 10]
A2_82:[02 (2)]_[;55 _11)0 :{517 1120}
b)

e T Ry o B
(A+B)(A_B):[§ 51] [_04 _33}:

:[2.0+(1)~(4) 2~3+<1)'(3>}:[4 9}
2045 (—4) 2.34+5-(-3) —20 —9

Matrismultiplikation &r ej kommutativ, sa

(A+B)(A—B)=A> -~ AB+ BA— B? # A - B

eftersom AB inte nédvindigtvis dr samma sak som BA.
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5.3
Lat ) )
g b D2
{621 baa
da blir
- 1 —=3| |b11  bi2 i
va= |l b vl -
_ |L-bun+ (=3)-ba1 1:-bia+(=3)-b22 _ | b —3bn b1a — 3ba2
(—3) ~b11 +9- b (—3) ~bio+ 9 - bao —3b11 + 9b21  —3bia + 9bos
och ) ,
b1 b2 | 1 =3
BA = [b21 522] [—3 9 } N
_ {bu “1+big-(=3) bi1-(=3)+bia- 9] _ {bu —3bi2  —3bi1 + 9b12}
boy -1+ bos - (—3) boq - (—3) 4+ b2s -9 bo1 — 3bao  —3ba1 + 909y
Vi vill att
AB = BA = 00 —
o 100
b1 — 3b21 =0
bio —3ba2 =0 b1 — 3ba1 =0
= <
—3b11 + 9b91 =0 b12 —3bos =0
— 3b12 +9b25 =0
och
b11 — 3b12 =0
—3b11 + 9b12 =0 b11 — 3b12 =0
<
ba1 — 3boa =0 bo1 — 3boa = 0.
—3b21 +9bae =0
Slar vi ihop dessa tva ekvationssystem, och Gausseliminerar, far vi
b11 — 3ba1 =0 b1 — 3ba1 =0
bi2 —3by =0 b12 —3b22 =0
bll - 3b12 = 0 - 3b12 + 3b21 == 0
ba1 — 3ba2 =0 ba1 — 3b22 =0
b11 — 3ba1 =0 b11 — 3ba1 0
b12 —3baa =0 b1z — 3baa 0
<
3b91 — 9b9y =0 bo1 — 3baa 0
bo1 — 3bay =0 0=0
b1 = 3bo1 = 9t
b1a = 3bog = 3t
= [hyp =1 = {7 22
bap = 3byy = 3t
by = t,
vilket ger oss matrisen
9t 3t
5= |5 %
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5.4
a)

Detta dr bara binomialsatsen, fast for matriser. Den kan antingen bevisas kombinatoriskt,
eller induktivt.

k

(A+B)F = AF L kAMIB + (2

)A’HB2 +.. +B —

— (A+B)F= zk: (:)A’“‘"B”.

n=0
Induktion:

Basfallet inses latt. Antag nu att formeln géller for &, da blir

k
(A+B)*"' = (A+B)(A+B)* = (A+B) Z (i)Ak”B” -

n=0

=2 (k) (AAM"B" + BA""B") = [AB = BA| =
n

n=0

ey "k
Z Ak+1—an + Z Ak_an+1.
n=0 n n=0 n

Om vi ersétter n + 1 med n (och ddrmed n med n — 1) i den andra summan kommer vi
att borja pan =1 och ga till n = k + 1, alltsa:

k k k+1 k
Ak:+17an Akrf(nfl) B™ —
e ()

n=0

k
k k
— Ak+1—OBO § : Ak+1—7LBn
n=

— Ak+1

k
k k
Ak+1—n B Ak+1—(k+1) Bk—i—l —
+Z(n1) +<k+11>

n=1

— Bk+1

k
B () ()
n=1

k

k1) g k41 . k41 _

— A +1 OBO Ak+1 ngn Ak+1 (k+1)Bk+1:
( 0 ) +nz::1 n * E+1

k+1
ket
-5 < M >Ak+1”3”. O
n

n=0
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b)

Forst berdiknar vi nagra potenser av A. Eftersom matrisen maste ha ett nollrum som &r
minst maste A3 = 0.

0 5 3o 5 3
A2=10 0 3| |0 0 3| =
00 0l]0 0 O
0-0+5-04+3-0 0:5+5-0+3-0 0-3+5-3+3-0 0 0 15
={0-040-0+3-0 0-540-0+3-0 0-34+0-3+3-0/=1|0 0 0| =
0-0+0-040-0 0:54+0-04+0-0 0-34+0-3+0-0 00 0
0 0 15] o 5 3 000
= A =A%2A=1(0 0 0|0 0 3[=1]0 0 O
00 0|00 0 00 0

Vi anvénder nu formeln fran a)-uppgiften:

(E+ A = i (113) EY-kAk — [EFA = A = 20: (1]3) AF = [AF =0, k>3] =

k=0

5.5

Vi har matriserna

i 0 0 1 0 4 10
s kR el
och vi vill visa att
P=rL=K=lUK=-F —
— J=—JI=K, JK=-KJ=1I, KI=—-IK=J.

Utga fran likheten IJK = —E och multiplicera med /, J, eller K fran olika sidor och
anvind att kvadraten av matriserna ar —E

UK =—-F = IUK? =—-K = /=K,
= —J

UK =—E = [2JK = —| = JK =1,
~——

= —JK
UK =—E = JI’JKI = —JIEl = Kl =J,
S—— N——
= —JKI=KI = —J2=y

UK = —E = ’JK*| = —IEKI = —I KI = —1J = IJ=—JI,
=J =J
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IIK=—-E = JI’JKJ =—JIEJ=—-J 1) =—JK = JK=—KJ,
— ~—
= —J2KJ=KJ =K
IIK=—-E = JIPJK =—-lIE= —IJ |=—-Kl = Kl=—IK. O
H,_/ v
= —I)2K=IK = —-K

5.6

For att gora det uppgiften begér betraktar vi ekvationssystemet
AX =Y,

dér A dr matrisen som ska inverteras, och

T 1
X = |z , Y =1y
x3 Y3

Matrisen dr inverterbar om det finns en entydig 16snings till detta ekvationssystem.

a)

1 2 3] [ay i T1+ 229+ 33 =11
AX=Y <= [0 1 2| |x2| = |y2| <= To 4223 =Yy =
0 0 1| |zs Y3 T3 =1Y3

1+ 272 +3w3 =y1 — 2w2 — 323 = y1 — 2y2 +4ys — 3yz = y1 — 2y2 + Y3
= T2 =y — 2w3 = Y2 — 23
xr3 = Ys3.

Genom att avlisa koefficienterna framfor vy, y2, och ys3 i ekvationerna, ser vi att

1 -2 1
Al=10 1 =2
0 O 1
b)
1 1 2] [= i T1 + T2+ 223 =11
AX=Y < |2 1 1| |z Y| <= 221 +t22+ 3=y
-1 1 4] |3 Y3 —T1 + T2 +4x3 = Y3
T, + X9+ 23 = Y1
<= — xo —3x3 = —2y1 + Yo =
219 + 623 = U1 + Y3
T + x9 + 213 = Y1
— — o — 313 = =2y + yo

0= y1+2y2+ys

eftersom ekvationssystemet saknar entydig 16sning &r matrisen inte inverterbar.

46



Markus Bolinder

c)
1 0 1] [z i T +x3 =y
AX=Y «<— |0 1 1 To| = |y2| = To + T3 =Y <
1 1 0 I3 Y3 T1 + To =13
T +z3= un
= T +x3 = Y2 —
T2 —T3=—Y1 + Y3
x1 + T3= U
<= To+ T3 = Y2 <~
—2r3=—-y1 — Y2+ ys3
=y —x3= (1 —y2+y3)/2
= (m=yp-r3=(-ytyety)/2 =
x3 = (y1 +y2 — y3)/2
1 = %y1 - %y2 + %y?,
= Z2 = —%yl + %yz + %ys
r3 = %yl + %yz - %ys-
Alltsa ar
1 1 -1 1
Al = 3 -1 1 1
1 1 -1
5.7

Vi gor som i foregaende uppgift:

T +axs =y

AX =Y — — T2+ T3 =Y2
T+ T2 =Ys3

T +axrs = y1
e —T9+ T3 = Y2 e
T2 —ar3=—-Yy1 + Y3
1 + 3= N
< — X9 + T3 = Y2 e
(1—-a)xs=—y1+y2+ys

1 =y1—a(-y1 +y2+y3)/(1 —a) = (y1 — ay2 — ays)/(1 — a)
= (r2=-y+ (-y1+y2+y3)/(l —a)=(~y1 +ay2 +y3)/(1—a) <
r3=(~y1 +y2+y3)/(1-a)
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x1 = a( Y1 — ayg—ayg)
— T2 = %(—yl + ay2 + y3)
r3 =17~y + Y2 + v3)

vilket visar att, for a # 1,

5.8

Om
AAT = F — A2(A1)2 = AAA'AT = AEAT = E,

vilket visar att (A~1)2 dr invers till A%. Vi bérjar med att bestimma A~1.
1 + 2w2 + 323 = Y1

AX =Y <— 2r1 + 322+ 3 =Y <—

1+ T2+ T3 =1ys

1+ 229+ 33 = 1
= — X2 —5x3 = —2y1 + Y =
— x2—2x3= —y1 + Y3
1+ 22+ 323 = 1
< — 1’2751’3:723;1 + Yo <

33 = Y1 — Y2+ Y3

T =Yy — 229 — 3x3
= T2 =2Y1 — Y2 — O3
3= (y1 —y2 +y3)/3,
och

5 1
2y1 — Y2 — OT3 = 2y1 — Yo — g(yl — Y2 +y3) = g(yl + 2y2 — bys3),

9 1
Y1 — 2xy — 3x3 = y1 — g(yl +2y2 —5y3) — (y1 —y2 +y3) = g(—2y1 —y2 + Tys3),

vilket betyder att

z1 =3(—2y1 — Y2+ Ty3)
T =3( y1+2y2— 5ys)
13:%( Y1 — Y2 + y3)
varur vi ser att
1 -2 -1 7
ATl = 31 2 =5
1 -1 1
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Med var kunskap fran ovan kan vi da séga att

-2 1T -2 -1 7
(A2)‘1:§ 1 2 -5
1 -1 1 1 -1 1

12 2D+ 147-1 2. (1) +(=1)-247-(-1) —2-7T+ (1) (=5)+7-1
1 (=2)+214(=5)-1  1-(=1)+2-2+(=5)-(=1) 1:-7T+2-(=5)+(=5)-1
I 1 (=2 +(-1)- 1411 1-(-1)+(=1)-24+1-(=1) 1-7+(=1)-(=5)+1-1

10 -7 -2
—— |5 8 -8
9192 4 13

5.9

Tink pa att matrismultiplikation inte dr kommutativ, sa vi maste multiplicera med A~!
fran vanster och B~! fran hoger.

AXB=C — XB=A"'C — X=A"'CB},

nu dr det bara att bestdimma inverserna, och sedan multiplicera ihop allting. Lyckligtvis
dr B samma matris som i 5.6 a), vilket betyder att vi inte behiver bestéimma den inversen
igen. For A loser vi ekvationssystemet

AX =Y — Lt T2=n =
T1 + 2w2 = Yo

T1+T2= ) T = 2y1 — Yo
<> <
T = —Y1 T Y2 To = —Y1 + Y2-

Hér ser vi att

1
eewce [ ][0 2

0 0 1
2 —1][1-142-041-0 1-(-2)+2-14+1-0
“1 1|[2:141-042-0 2-(-2)+1-14+2-0

R

_ [2-1+(—1)-2 2:0+(=1)-(=3) 2-(—2)+(—1)~2]

—1-1+1-2  —1:-0+41-(=3) —1-(=2)+1-2

Il
1
—_ O
I e
W
o |
(«p)
| I
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5.10
(E—BA)E+B(E—AB)"'A)=E —BA+ (E—BA)B(E —AB)'A=
—E-BA+(B—BAB)(E-AB) 'A=E - BA+ B(E - AB)(E-AB) ‘A=
=E-BA+BEA=E - BA+BA=E,

(E+ B(E—AB) 'A)(E—-BA) = E - BA+ B(E—- AB) 'A(E — BA) =
=—E-BA+B(E-AB) ' (A—ABA)=E —BA+ B(E - AB) ' (E - AB)A =
—E—-BA+BEA=E—-BA+BA=E,
och eftersom

(E— BA)(E+ B(E — AB)*A) = (E+ B(E — AB) ' A)(E — BA) = E

innebér det att
(E-BA " '=E+B(E-AB)'A. O

Eftersom vi har hittat en invers matris, som r entydigt bestimd (eftersom (E — AB)~!
existerar), visar det ocksa att matrisen dr inverterbar.
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Kapitel 6

6.1

Vi undersdker ekvationen Ajuq + Asus + Azusz = 0, och ser om den endast har den triviala
16sningen A\; = Ay = A3 = 0, vilket skulle betyda att vektorerna &r linjart oberoende.

a)
A1 +X3=0
A(1,=7,2) + A2(0,5,-2) + A3(1,1,1) =0 <= < =T\ +5\+ X3 =0 <=
201 —2X 2+ A3 =0

A1 4+ A3=0 A1 + A3=0
<~ Blo +8A3 =0 <— Bda+ 8A3 =0 <= A1 =Xy = A3 =0,
—2X— A3 =0 11X3 =0

vilket betyder att vektorerna &r linjért oberoende.

b)
A+ A+A3=0
2X0+ A3 =0
A(1,0,2,—1) + Aa(1,2,—1,0) + A3(1,1,0, —1) = 0 <= 2
2\1 — Ao =0
—)\1 —)\3:0
)\1+ )\2+ )\3:0
2004+ A3=0
— 2 3 < A =X =XA3=0,
—3X—2X3=0
Ao =0

vilket betyder att vektorerna &r linjart oberoende.

c)
A(1,2,—-1,—-2,4) + X2(6,1,5,3,2) + \3(4,-3,7,7,—6) =0 <—

A1+ 6A2+4X3=0 A+ 6o+ 4X3=0
2014+ A2 —3X3=0 — 11X — 113 =0
“— M+ 4+ T3 =0 = 11X +11A3 =0
—2X1+3X+7A3=0 15X + 15A3 =0
4M1 +2X9 —6A3 =0 — 22X — 223 =0

A1+ 6X + 43 =0

Ao+ A3 =0

= 0=0

0=0

0=0.

Eftersom detta ekvationssystem har odndligt med 16sningar &r vektorerna linjért beroende.
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6.2
a)

Vi undersoker ekvationen
Aiug + Aug + Aguz + quy = 0 <—

= A1(3,2,5,—1) + Aa(1,-2,3,2) + A5(2,3, =4, —3) + A\s(4, —1,2,1) = 0 <

3M+ A +2 3 +4X4 =0 3M+ X+ 2X3+ 40 =0
20 —2X 9 +3X3— N =0 — — 8o+ HA3—1104 =0
BAL+ 3N —4A3+ 22, =0 4y — 2203 — 1404 =0
A1 +2X =33+ M =0 T — TAs+ TAy=0
3M+ X+ 2X3+ 4X =0 BAM + A +2X3+4X =0
A— A3+ M=0 A— A3+ A =0
<~ <~ <~
—8Xo4+ BA3—11A4=0 —3X3 =3\ =0
2)\2—11)\3— 7)\4:0 —9)\3—9)\4:0
3A1+ Ao+ 223 + 4y =0
Ao— A3+ Mg =0
= = M=t &=
A3+ A4 =0
0:
)\1:—(/\2+2>\3+4)\4)/3:0 A =0
Ao = — = — —
— 2=A3— M4 2t — Ao 2t
Ag = —Ay = —t g = —t
A=t Ay =1t

Eftersom \; = 0 &r u; inte en linjirkombination av 6vriga vektorer, vilket betyder att
svaret pa denna fraga ar nej.

b)

Vi fick fram en icke-trivial 16sning i foregaende deluppgift, vilket betyder att vektorerna
dr linjirt beroende (ug, us, uy ér linjirt beroende).

6.3

Att bestdmma en bas for nollrummet till en matris, A, ir samma sak som att losa
ekvationen Ax = 0, dér x &r en kolonnmatris. I denna uppgift ar

Z1
Z2
Zs3
T4

52



Markus Bolinder

1+ To+3x3+3x4=0 1+ To+3x3+3x4=0
Ax =0 — 21, +4x3 4+ 224 =0 <— —2x9 — 223 —4x4 =0 <—
3$1+2£L’2+81’3+7(L’4=0 — T2 — 1’3—21’4:0
.’E1+.’£2+3$3+3£B4 =0
— Ty + x3+ 214 =0 <= [z3=35, x4 =1]
0=0

Ty =—29—3x3 — 34 =5+2t—3s—3t=—-2s5—1t

Ty = —T3 — 224 = —5 — 2t
2 3 4
xr3 =S
Ty =1
X1 —2 -1
T2 | -1 —2
I3 =5 1 +i 0
T4 0 1

Alltsa #r en bas, exempelvis, (—2,—1,1,0) och (—1,—-2,0,1).

b)
T1+ To+2x3— x4=0 T1+ To+2x3— x4=0
Ax =0 <— T, +4w9 — Tx3+ 224 =0 <— 3 — 923+ 324 =0 <—
201 +3x2+ x3— 24 =0 To —3x3+ x4 =0
T+ T + 223 — x4 =0
= To — 3x3 + T4 =0 < [z3=35, x4 =1] <
O:

T1=—xo— 23+ x4 =—-3s+t—2s+t=—-bs+ 2t

To =3r3 —x4 =35—1

<~ —
r3 =S
Ty = t
I -5 2
T2 | 3 -1
< 2| = S 1 +t 0
Ty 0 1

Nu ser vi att (—5,3,1,0) och (2,—1,0,1) utgdr en bas.

6.4

For att hitta en bas till virderummet utgar vi fran ekvationen Ax = 0 och Gausseliminerar
den sa langt som mdjligt, detta kommer att ldmna ett antal variabler, och da kan vi se
vilken dimension som virderummet har. Nér vi vet vilken dimension virderummet har,
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kan vi véalja sa manga linjirt oberoende kolonner fran matrisen. Vilka kolonner som &r
oberoende kan man se utifran pivotelementen efter Gausselimineringen.

3r1+ x2+4x3=0
Ax =0 = T+ 229+ 323 =0 <=

Tr1 — X9 =0
3rx1+ x2+4x3=0 3x1 + x9 + 4x3 =0
<= 5x9 + 523 =0 <— T2+ X3 =0
—4$2—4JC3=0 0=0.

Héar ser vi att virderummets dimension &ar 2, och pivotelementen &r alla variabler som
ar langst ut till vanster pa en rad, vilket i detta fall &r z1 och xo. Detta betyder att
kolonn 1 och 2 ir linjéirt oberoende och duger som en bas, vilket ger oss svaret (3,1,1)
och (1,2,-1).

6.5

Om vektorerna &r linjirt oberoende utgor de en bas. Vi tittar dérfor pa

A(1,2,3,4) + X2(0,1,2,3) + A3(0,0,1,2) + A4(0,0,0,1) = 0 <>

A1 =0
2201+ A =0

! 2 <= M =X=X3=XM=0. O
3A +2X\ + A3 =0

AN +3X+2X3+ X =0

Koordinaterna hittar vi genom att 16sa

A1(17 2a 3a4) + )\2<0a 17 273) + )‘3(07 07 17 2) + A4(070707 1) = (17 17 17 1) —

A1 =1 A1 =1
201+ Ao =1 Ao =-1
< <
A +2X 0+ A3 =1 2X2 + A3 =-2
AN+ 33X+ 2 3+ A4 =1 3o +2X3 + Ny = —3
A1 =1 A1 =1
Ao =-1 Ao =-1
<~ <~
A3 =0 A3 =0
203+ A4 =0 Ay = 0.

Det ar ocksa ganska liatt att direkt se dessa koordinater, men denna metod for att berikna
koordinaterna &r mer allmén och fungerar nér det inte &r lika uppenbart.

6.6

Dimensionen ges av antalet linjart oberoende vektorer i det linjéra holjet, sa, om vi
tittar pa ekvationen A\ju; + Asus + Azuz = 0, kommer dimensionen att vara antalet
pivotelement.
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a)
A1 +X3=0
Mo — Az =0
M(1,0,2,1) 4+ 22(0,2,2,4) + A3(1, 1,1, -1) = 0 <= =
i )+ Al )+ Al ) 20 +2X + A3 =0

AMF+4A —A3=0

A1 + A3=0 A1 + A3 =0
My — Az=0 My — N3 =0

< e
2Xo — A3 =0 0=0
4hg —2X3 =0 0=0.

Hér ser vi att har 2 pivotelement, vilket betyder att dimensionen &ar 2.

b)

A+2 4+ A3=0
2014+ A +2X3=0
AL +2X+223=0
20+ X+ A3=0

AM(1,2,1,2) + A2(2,1,2,1) 4+ A3(1,2,2,1) =0 >

AM+2X+A3=0 A1+ 2X + A3 =0
— 32 =0 Ao =0
<~ <
A3 =0 A3 =0
-3 —A3=0 0=0.

Nu har vi 3 pivotelement, och alltsa &dr dimensionen 3.

6.7

Om vi kan uttrycka dem tva andra vektorerna med hjilp av dem tva forsta (eftersom da
vet vi att de dr i samma underrum), och #ven visar att vektorerna &r linjirt oberoende i
sina par dr vi klara. Det #r uppenbart att (1,0,1,0,1,0) och (0,1,1,1,1,—1) &r linjért
oberoende, samt att (4,—5,—1,—5,—1,5) och (—3,2,—1,2,—1, —2) &r linjéirt oberoende.
Lat oss nu underscka ekvationerna

)\1(1a 07 17 07 17 O) + >\2(O7 17 1a 17 17 _1) = (4) _57 _15 _57 _15 5)
och

)\1(13 07 17 07 13 O) + >\2(07 13 15 17 17 71) = (737 23 717 27 715 72)7
vi vill att bada dessa ekvationer ska ha entydiga losningar.

A1(1707 1a 07 170) + )\2(05 17 17 1a la _1) = (4’ _57 _1a _57 _1’ 5) —

A1 =4
Ao = -5
AL+ A =-1 A =4
— —
Ay = —5 Ay = —5,
AL+ A2 =-1
Ay =
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A1(1,0,1,0,1,0) 4+ A2(0,1,1,1,1,—1) = (=3,2,-1,2,—1,-2) <

A1 =-3
Ay =
A1+>\2771 )\1——3
—
>\2 = )\2 = 4
A1+ A =-—1
— Ay =2
och eftersom det andra paret av vektorer gar att skriva som en linjirkombination av det
forsta paret ar beviset klart. O
6.8

Vi undersoker linjirt-beroende-ekvationen for vektorerna:
/\1(V1 — Vg) + )\2(V2 — V3) + ...+ )\k—l(vk—l — Vk) + Ak(vk — Vl) =0 <—

= ()\1 — )\k)Vl + ()\2 — )\1)V2 + ...+ (Ak—l — )\kfg)kal + (e — )\kfl)vk =0,

och eftersom vi vet att vy, vo, ..., vi dr linjirt oberoende maste koefficienterna ovan
vara 0, alltsa:
AL — A =0 A1 = Ak
A2 — A =0 A2 =)\
Ak—1—Ag—2 =0 Ak—1 = Ag—2
Ak — Ak—1 =0 Ak = Ak-1
<= M =Xa=..= X1 =\

Detta dr en icke-trivial 16sning (for alla Ay # 0), och alltsa #r alla k vektorer linjéirt
beroende. Vi tar bort vektorn vy — v; och undersdker om de k& — 1 aterstaende vektorerna
ar linjdrt oberoende.

)\1(V1 — VQ) + )\Q(VQ — Vg) + ...+ )\k,Q(Vk,Q — kal) + )\kfl(kal — Vk) =0

<— A\ivi+ ()\2 — )\1)V2 + ...+ ()\k_g — /\k-_g)Vk_Q + (>\k—1 — )\k_Q)Vk_l =0.

Dessa vektorer dr, fortfarande, linjart oberoende, vilket betyder att alla koefficienter
maste vara 0.

A1 =0 A1 =0

Ao — Aq =0 Ao =)\

Ap—2— A3 =0 Ak—2 = Ap—3

A1 — A2 =0 Ak—1 = Ap—2
e A =A== Apo = Apg =0,

och alltsa dr dessa k — 1 vektorer linjart oberoende, vilket betyder att dimensionen &r
k—1.
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6.9
a)

Vi behover kontrollera att summan av tva magiska kvadrater fortfarande dr en magisk
kvadrat, och att ett reellt tal ganger en magisk kvadrat fortfarande &ar en kvadrat.
Multiplikationen med en skalédr bibehaller uppenbarligen kvadratens magiska egenskap
(man kan bara faktorisera ut talet fran alla rad/kolonn/diagonalsummor, vilket endast
dndrar vad det konstanta virdet ér). Det dr ocksa uppenbart att summan av tva magiska
n X n kvadrater ocksa dr en magisk n x n kvadrat. Detta beror pa att matrisaddition &r
elementvis, och alla rad/kolonn/diagonalsummor gors ocksa elementvis, vilket betyder
att man inte paverkar den magiska egenskapen genom att ligga ihop tva stycken magiska
kvadrater. O

Man skulle kunna gora detta formellt genom att lata

aix  aiz ... Qin bi1 bz ... bin

a1 a99 . Q9 b21 b22 b2
A= " och B = "

an1 Ap2 ... Qapn bn1 bng bnn

vara 2 magiska n x n kvadrater, och sedan stilla upp radsummor, och sadant, och
anvéanda linjériteten hos summor, men det &r alldeles for mycket arbete fér nagot som
inses sa latt.

b)

Vi undersoker

1 1 1 0 1 1 -1 1 0 0 0 0
Al 1 1] +Xx|-1 0 1|+X3]1 0 —-1]=1]0 0 0| <=
1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0
A1 — A3 AL+ A2+ A3 AL — A2 0 0 O
< (A1 — X2+ A3 A1 AM+X—A3| =10 0 0 <—
A1+ A2 Al — A2 — A3 A1+ A3 0 0 O
A1 —A3=0
AM+X+A3=0
A1 — A2 =0
Al — A2+ A3 =0
= N =0 <= M =X=X3=0. 01O
AM+A—A3=0
A1+ Ao =0
AM—A—A3=0
A1 +A3=0

)

Eftersom de tre matriserna i b) dr linjirt oberoende, kan vi, med hjilp av sats, siga att de
utgor en bas f6r M AGs3, och alltsa &r dimensionen 3 (eftersom det &r tre basvektorer). [
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d)

A

6.10

—_ = =

11 0 1 -1
1 1| +X|-1 0 1]+
1 1 1 -1 0
A1 — A3 =4
AM+A+A3=9
A1 — Ag =2
A — A+ A3=3
— <\ =5 <—
M+ A —A3=7
A1+ A2 =38
Al— A — A3 =1
A1 +A3=6
=5 A1
Ao =3 A2
— A2 =-3
A3 =1
— A3 =-1 <—
Ao+ A3 =4
— Ao+ A3 =-2
Ao — A3 =2
— X —A3=—4

-1 1 0 4 9 2
1 0 —-1|=13 5 7| <
0o -1 1 8 1 6
A1 =5
A+ Ao =8
Al — Ao =2
A1 +A3=06
A1 — A3 =4 <—
AM+XA+A3=9
AM—X+A3=3
AMFA—A3=T7
AM—A— A3 =1
=5
=3
0=0
A3 =1 A1
=1 <= A2
=1 A3
=1
=-1
-1

Antag att Uy har basen ey, ..., e, och att Uy har basen f1, ..., f,,, alltsa &r dimensionerna
for underrummen k respektive n. Dessa basvektorer maste, uppenbart, vara linjart
oberoende. Om de inte skulle vara det hade det varit mgjligt att konstruera en nollskild
vektor som en linjirkombination av basvektorerna i U; och Us, vilket gar emot det
faktum att underrummen endast delar nollvektorn. Alltsa kan man skriva

s1€e1+ -+ spep = —thify — - =18,

dér samtliga koefficienter s1 = -+ = s, =t1 = --- = t,, = 0, vilket betyder att vektorerna
i baserna, ey, ...,e; och fi,..., fn, ar linjart oberoende i V. Det finns alltsa k + n linjért

oberoende vektorer i V, och detta innebér att

6.11

k+n<dmV. O

Vi anvinder Sats 3.

A4 AB=E — A(A+B)=E — (A+B)A=E —
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6.12
a)

Gausseliminationen gav

x1 + x9 + 323 + 314 =0
To + X34 214 =0
0=0

och eftersom vi kom fram till att nollrummets dimension var 2 maste, enligt dimensionsat-
sen, virderummets dimension vara 4 —2 = 2, och detta ser vi ocksa ur Gausseliminationen
eftersom vi har 2 pivotelement. For att hitta en bas véljer vi darfor 2 linjart oberoende
kolonner i matrisen. Vi tar dem forsta tva (vilket motiveras av pivotelementen, men det
star typ inget om det i den hir boken), vilket ger oss basen (1,2,3) och (1,0,2).

b)
Gausseliminationen gav
T, + X9 + 223 — 14 =0
To — 33 + x4 =0
0=0.

Ur ekvationssystemet ser vi att virderummets dimension &r 2, vilket vi ocksa far fran
dimensionssatsen eftersom nollrummets dimension dr 2. Vi tar aterigen 2 linjért oberoende
kolonner i matrisen som var bas: (1,1,2) och (1,4, 3).

6.13
Vi undersoker ekvationen Ax = 0.
1 3 02 11|™ 8
A—0<:>2_1132x2—0<:>
= 31 0 1 —1] |~ 0
0 1 1 4 4] |™
T5 0
r1 + 329 + 224+ x5=0 x1 + 3x9 +2x44+ x5=0
207 — x4+ 23+ 3x4 + 225 =0 —Tx9+ 23— 24 =0
< < <
3x1+ a2 + xz4— x5=0 — 8o —bxry —4x5 =0
To + x3 + 4wy + 425 =0 To + T3 + 4y + 45 =0
{E1+3.’E2 + 21’4+ (E5:O
772624’ Tr3 — T4 =0
<~
—8.133—271‘4—28335:0
8xr3 + 27x4 + 2825 =0
1 + 322 + 2x4+ x5 =0
—Tzo+ T3 — x4 =0
<—
8xz + 27xy + 28x5 =0
0=
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och ur detta ser vi bade att nolldimensionen &r 2 (vi behover infora 2 parametrar for
att 1osa ekvationssystemet), samt att rangen dr 3 (det finns 3 pivotelement/oberoende
kolonner i matrisen). (Om man bara ser den ena dimensionen kan man anvénda dimen-
sionsatsen for att berikna den andra.)

6.14
Antag att det finns tva olika polynom, f(¢) och g(t), av grad 2n — 1 som uppfyller att

ft) =g(ti) = ai,  f'(ti) =g'(ti) =bi, i=1..n.

Bilda nu
h(t) = f(t) — g(¢).

Da kommer h att vara ett polynom av grad < 2n — 1 (< uppstar om f och g har samma
hogstagradskoeflicient), och dessutom kommer h att uppfylla

h(t;) =0, NW'(t;)=0, i=1,..,n.

Detta betyder att A har minst n nollstéllen. Eftersom derivatan ocksa har n nollstéllen
foljer det fran Rolles sats att A’ har n — 1 nollstéillen i intervallen (¢;,t;41),¢=1,...,n— 1.
Rolles sats séger ju att om man har en funktions som &r kontinuerlig pa ett slutet
intervall, [t;,t;41], och deriverbar pa det 6ppna intervallet, (¢;,¢;11), som antar samma
vérde i dndpunkterna, h(¢;) = h(t;+1), sd maste derivatan ha ett nollstélle pa det éppna
intervallet, (t;,%;41). Vidare, eftersom h'(t;) = 0, har k' ytterligare n nollstéllen, och
dérmed 2n — 1 nollstéllen totalt. Dock har A’ grad 2n — 2, eftersom h har grad 2n — 1,
och ett polynom av grad 2n — 2 kan hogst ha 2n — 2 nollstéllen, men A’ har 2n — 1, vilket
ar en motsigelse. Detta betyder att h’ maste vara nollpolynomet,

H(t)=0 <= h(t)=c <= f(t)—g(t) =c — [(t) = g(t) +c.

men, eftersom f(¢;) = g(¢;), maste ¢ = 0, vilket ger oss likheten

f(t) =g(t),
vilket motsiger antagandet om att polynomen var olika, och alltsa finns det exakt ett
polynom av grad 2n — 1 som uppfyller interpolationsvillkoren. O

(Att det ens existerar ett sadant polynom, av grad 2n — 1, foljer av att vi har 2n okénda
och 2n ekvationer, vilket ger oss en losning.)
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Kapitel 7
7.1

(x|y) = |x||y|cos@ = cosf = (xly) _ ((1,2,3,1,1)](1,2,1, -1, 1))
|

)
|X||Y| |(152>371’1)”(1)2,17_171)

B 1+4+43-141 _ 8 s _1 _ T
VIF4+9+1+1VI+4+1+1+1  V16V8 16 V2 4

7.2

For att de ska vara horn i en kvadrat maste de vara vinkelrita, vilket vi kan kontrollera
genom att ta skaldrprodukten mellan ortsvektorerna som utgoér sidorna pa kvadraten. Vi
behover dven kontrollera att alla sidor har samma ldngd. De relevanta ortsvektorerna ar

PyP, = (2,3,4,5) — (1,2,3,4) = (1,1,1,1),
PyPy = (2,1,4,3) — (1,2,3,4) = (1,—1,1, 1),
PPy =—PyP, = (-1,-1,-1,-1),

PP, =(3,2,54) —(2,3,4,5) = (1,—1,1, 1),
PP, = -PPy=(-1,1,-1,1),

P,Ps =(2,1,4,3) — (3,2,5,4) = (—1,-1,—1, 1),
WQ = —ﬁ?, = (L 1,1, )7
PPy = —PyPsy = (—1,1,-1,1).

Det ér uppenbart att sidorna (ortsvektorerna) har samma lingd. Skaldrprodukterna som
behover undersckas &r

(P0P1|P0P3):((1717171)‘(177171371)):171+171:07
(PP, | PPs) = ((—1,-1,—1,-1)| (1, -1,1,-1)) = =1+ 1—1+1 =0,
(P2P1|P2P3):((_Ll?_lvl)‘(_17_1a_17_1)):1_1+1_1:Oa

(P3P2‘P3P0):((1,1,1,1)‘(—1,1,—1,1)):—1+1—1+1:0,

vilket visar att alla horn #r vinkelrita, och alltsa utgor punkterna en kvadrat i R*. O

7.3
(u—vju-v)=lu—v[=uf

men vi kan ocksa anvinda linjériteten och kommutativiteten i skaldrprodukten, samt att
[u| = |v| = |u—v|, for att fa

(u—vju-v)=(ujlu—-v)—(vlu—-v)=(u—-vju)—(u—-v|v) =
= (ufu) = (v|u) — (u[v) + (v|v) = [u]’ = (u]v) = (u|v) + |v]* =
= [u]? = 2(u|v) + |u? = 2/ul® — 2Ju||v| cos § = 2[u|® — 2|ul|u| cos = 2|u|*(1 — cos h).

Detta ger oss likheten

m
= 0= .
3

DN | =

[u?> = 2/ul*(1 — cosf) <= [u#0] < 1—C089:% <= cosf =
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7.4
(er]e2) =((2,1,0,1)](0,2,1,-2)) =0+2+0—-2=0. O
Nu vill vi att
(s1€e1 + s2ea+wle;) =0 < si(er]er) +s2(exler) +(wlep) =0 —
= 51 (A+14041)+04+24+2+4042=0 < s =—1
och

(s1€1+ s2e2 +Wley) =0 < si(e1|er) +sa(ex]|e2) + (W|ez) =0 <—

1
<— 04+50+4+14+4)+04+4+1-4=0 < s =-3
Alternativt hade man kunnat anvanda formeln direkt

(ei|w)

(eilei)’

S; = —

vars geometriska tolkning dr att man projicerar w pa basvektorerna och sedan nir man
skriver vektorn sje; + sses +w subtraherar man bort delarna av w som &r parallella med
basvektorerna, vilket kommer att bilda en vektor som &r ortogonal mot basvektorerna,
och alltsa kan anvéindas som en ny basvektor.

7.5
a)

Vi bérjar med att bilda

o W1 o 1
wi| 2

sedan tillimpar vi Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess for att bilda en ortonormerad

bas.

€1 (1717171)7

/
Wy = S12€1 + W2,

dar
S19 = —Ll | w2) = [e1 normerad] =
(e1]er)
=@l ez =-larien =3

vilket ger oss
, 3 1
Wy = —3e; + Wy = —5(17 1,1,1) 4+ (1,2,2,1) = 5(—1,1717 —1).

Det rakade bli sa att |wh| = 1 redan, vilket betyder att vi inte behéver normera den, och
e; = w). Slutligen far vi den tredje basvektorn av

W = s13€1 + Sa3€2 + W3,
dér
1 1
(er|ws) _ —5((LLL1[(2:3,1,6)) = —5(2+3+1+46) = —6,
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och

(62|W3) 1 1
== ——((-1,1,1, -1 2,3,1,6) = ——=(—24+34+1+—-6)=2
523 (e2|e2) 2(( s 4y by )|( 39y Ly )) 2( +3+1+ ) )

vilket betyder att

why = —6e; +2ey +wy = —3(1,1,1,1) + (-1,1,1,-1) + (2,3,1,6) = (-2,1,-1,2) =

SN ! L= L (—2,1,-1,2)
= - W3 = Ay Ly T Ay .
ST Wy VAti+itd ® Vi0
b)
Vi borjar med att ta
W1 1
e = m = E(I,O,fl, 71)
Precis som ovan far vi att
,__(61|W2) __i((150>_17_1)|(Oa17150)) _
A (91|91)e1+W2_ V3 1 Crtwe =
L 00— 1— e Fws = (1,0, -1, —1) + (0,1,1,0) = ~(1,3,2, 1)
\/g 1 2 \/g\/g s Uy ) y 4y 4y 3 ) Dy &y )

och

1 1 5
= tyitorari=Lvis :\[ —
w/2 \/gl 1
— ey = —— = _— 1’372,—1 :71;3727_1'
27w 53 ) x/ﬁ( :

Slutligen &r

el |w e |w
W/3:7(1| 3)e _ (o] 3)62+W3:7(61|W3)el7(62|W3)€2+W3:

(erfer) ' (ez]es)

1 1
= ——((1,0,—1,-1) [ (1,1,1,1))e; — —=((1,3,2,—1) | (1,1,1,1))es + w3 =
\/g(( )1 ))e1 \/ﬁ(( ) I ))es + ws
——i(1+0—1—1)e—L(1+3+2—1)e —l—W—ie—ie +ws =
V3 SRV Y- VT A

11 5 1
= ——(1,0,-1,-1) — ——=(1,3,2,-1) + (1,1,1,1) =
7 3( ) = T5( )+ ( )
1 1 1
- —5,—5) — —(5,15,10, —5) + — (15, 15, 15, 15) =
15 (57 07 57 5) 15 (57 57 07 5) + 15( 57 57 57 5)
L (15,0,0,15) = (1,0,0,1) —> Wi _ 1000
= 1 s Uy Uy = s Uy Yy €3 = = s Uy Uy .
15 T W T V2
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7.6

T+ 2x9 —x3 +4x4 =0 <— [Igzsl, r3 = Sa, l‘4=83] <

T1 = —2To + x3 — 4ry = —281 + S — 4583
Xo = S1
— <~
3 = S2
T4 = S3
€ -2 1 —4
DU L] R I T ) R
zs| |0 211 310
X4 0 0 1

Alltsa utgor vektorerna wyi = (1,0,1,0), wo = (—2,1,0,0), och w3 = (—4,0,0,1) en bas
for underrum. Vi tillimpar nu Gram-Schmidt for att bilda en ortonormerad bas. Lat

Wi 1

e = YL — " (1,0,1,0).
P ] v Y
/ (e1|w2)
Wy = 512€1 + Wo = ————€; +w2:—(e1|W2)e1 + wy =
(e1]e1)
L (1,0,1,0)](~2,1,0,0))er + L (210404 0)e +
- sy Uy Ly ey Y Wo = — - W2 =
5 1 2 \/§ 1 2
= \/ii(1507170) + (727 17050) = (713 17170) = ez = L:Q = i(ilv 1a 150)7
V2 wsl V3

och

ey + wg =
(er]er) = (eales) -

= —(e1|ws)e; — (e2|w3)ex + w3 =

e |W e |W
Wé:313e1+823e2+w2:—(1| 3) (e2|ws)

1

1
= —ﬁ((l,o7 1,0)](—4,0,0,1))e; — ﬁ((_L 1,1,0)|(—4,0,0,1))es + w3 =

1 1
:—ﬁ(—4+0+0+0)e1—ﬁ(4+0+0+0)e2+W3:

1 4 1
=2v2—(1,0,1,0) — ——(—1,1,1,0) + (—4,0,0,1) =
ﬂ( ) \/:,;ﬁ( )+ ( )

1 1
=23 = 3 2(=2,-4,2,3) = —(—2,-4,2,3).
lwi|  VA+16+4+93 3

w
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7.7

For att matrisen ska vara ortogonal maste alla kolonnerna (och raderna) utgora en
ortonormerad bas.

1 2 6
A:? 3 2 ¢ —
6 a 2_
2 1'6 e
= A1 =-|3 s A2:?2 R A3:?C
6 K 2
Vi vill nu att
ALA =1,
och att
ALA; =0, i # j.

A; dr redan fiardignormerad (annars hade uppgift blivit lite oméjlig), och
AlA; = i(2 6+3-2+6-a)= i(18+6a) =0 <= a=-3
T T 49 - -

1 1
AlAs= 152043 c+6-2) = (2 +3c+12) =0 <= 2b+3c=-12,
S
49
vilket ger oss ekvationssystemet

2b 4+ 3c = —12 2b+3c=—-12 b =—6—-3¢/2=3
< s
3b+ ¢c=3 —Tc =42 c

1 1
ALA3 = —(6-b+2-c+a-2) = E(6b+2c+2a) = 4—9(61)4—20—6) =0 < 3b+c=3,

Man kan snabbt kontrollera att kolonnerna har absolutbelopp 1. Detta ger oss l6sningen

7.8
Att A och B ir ortogonala betyder att AA® = BB' = E. Vi betraktar diirfor

AB(AB)! = ABB'A' = AEA' = AA' = E. O

7.9

Jag kommer att beteckna alla matriskolonner med A; och Q;, och motsvarande vektor-
versioner med a; respektive q;,.
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a)
1 1 1 1 1 1
A=1[-2 0 1 — A= |-2 s Ay = 1|0 s A3 =1
2 1 5 2 1 5

Vi bildare en ortogonal bas for Ay, Az, A3 med Gram-Schmidst.

a  (1,-2,2) 1

= A e TEY 2 99),
S eI T 1 T At
(0h|a2)
a - a =
(e} H 2 — (‘h\‘h)ql az (0h| 2)(11
1 1 1
:(1,0,1)—g((l,—2,2)\(1,0,1))q1:(1,0,1)—§(1—0+2)§(1,—2,2):

1 1
=(1,0,1) — =(1,-2,2) = =(2,2,1).
(77) 3(5 7) 3(?;)

Denna vektor rékar redan vara normerad, sa q, = (2,2, 1).

_ (q, |as) _ (as | a3)

qs || a3 q
(a; ay) (a2 ]9y)

qx = a3 — (q; |a3)q; — (g |az)qy =
1 1
=ag — g((l, —-2,2)|(1,1,5))q; — g((2,2, 1)[(1,1,5))qy =
1 1
= a3 — §(172+10)q17 §(2+2+5)q2 =

1
=(1,1,5) =3 5(1,-2,2) = 3 3(221) (-2,1,2) =

— qy= 2D L o1
TN T) TR R
Detta ger oss den ortogonala matrisen
1 2 -2
RQ==-1-2 2 1
2 1 2
For att konstruera R betraktar vi systemet
At =111
Ay =7112Q1 + 722Q2 =

Az =7113Q1 +123Q + 1r33Q3

1 1 1
= |-2| =r1 —2| <= r11 =3,
2 2
1 1 2 r19 + 2190 = 3
0] =ris 2| +ron-= 12| = —2r19 + 2190 = 0 <—
1 2 1

2ri0+ 199 =3
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—riz+ ree =0 —ri2+ re2=0
<~ T12 + 2190 = 3 <— 3rog =3 <= ria =19 =1,
2ri9 + ro2 =3 3ros =3
1 1 1 2 1 -2 713 + 2103 — 2r33 = 3
1 :’I"13~§ —2 —|—7’23'§ 2 +T33-§ 1 <~ —2r13+2ro3+ r3z3 =3 <—
g 2 1 2 2ri3 4+ ra3+2rs3 =15
13 + 2r93 — 2r33 = 3 r13 + 2193 — 2r33 = 3
< 6193 — 3r33 =9 <= 2ro3 — 133 =3 <=
— 3rgg + 6133 =9 3r3z3 =9
T13 = 3 — 2r93 + 2r33 = 3 1 T2 T3 3 1 3
<~ T23:(3+T33)/2:3 = R=|0 1ry 193/ =10 1 3
T33:3 0 0 733 _O 0 3
Alltsa &ar _
1 1 1 1 1 2 -2 3 1 3
A=QR < |[-2 0 1 :g -2 2 1 0 1 3
2 1 5 2 1 2 0 0 3_
b)
-2 0 4 -2 0 4
A= 1 3 4 — A = 1 s Ay = 1|3 y A3: 4
1 3 -2 1 3 -2
Gram-Schmidt: (C2.11) )
ai Ay
== = — _2,171 .
S R S 151 R Al
(q, |a2)
q az — q; =a2 —(qp|a2)q; =
2” (ql‘ql)l (1| )1
= (0,3,8) — 2= ((=2,1,1)] (0,3,3))a; = (0,3,3) — —=(—0+ 3 +3)=(-2,1,1) =
- 9y \/6 y Ly Yy q, = » s \/6 \/6 ) Ly -
= (07373) - (_27 17 1) = (27272) =
(2,2,2) 1
— = = = — 1,171 .
%= a3y~ by
(q; |a3) (9o |a3)
qs || a3 — q; — qp; = a3 —(qq |a3)q; — 92 [a3)q2 =
3|| 3 ((h\(h) 1 (q2|q2) 2 3 (1| 3)1 (2| 3)2
1 1
=as— —((—2,1,1)| (4,4, -2 - —((1,1,1)| (4,4, -2 =
3 6(( )1 ) \/§(( )1 ( ))a,
Cay— sta—2) Lo Lura—o L=
— a3 \/6 \/6 ) Ly \/g \/g P -
= (4747 _2) + (_2a 17 1) - 2(13 1; 1) = (073a _3) =
(073,—3) 1
- = —--==—(0,1,—-1).
“ =033 2
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Nu har vi den ortogonala matrisen

-2/v6 1//3 0 L [2 V2 0
Q=|1/v6 1/V3 1/V2 VA S V2 V3
V6 1/vV3 —1/V2 1 V2 V3
Aterigen betraktas
AL =r11GQ1
Az =1r12Q1 + r22Q02
A =r13Q1 + ro3 Qe + r33Qs
for att bilda matrisen R.
—2 1 —2
1 :7“11‘% i = i1 = V6,
0 1 -2 ) V2 —2r19 + /2199 =0
3 :’1"12'\/6 1 +r22-% V2| = r2 + V2ra = 3V6
3 1 V2 12 + V220 = 3V6
— —2r12 4+ V2ro2 =0 e Jm2= T92/v2 = V6
3v/2r9 = 616 oo = 2v/3 ’
4 L 2 I V2 0
4l=rg-—= |1 |+rm —=|V2| +r33-— | V3 | =
-9 \/6 1 \/6 \/5 \/6 —\/3
—2r13 + V/2ra3 =46
< r13 + \/57"23 + \/§T33 = 4\/6 <~
13 4+ V2ra3 — V3r33 = —2v6
—2r13 + V23 =46
< 3ﬁT23 + 2\/§7’33 = 12\/6 =
3v2ra3 — 2v/3r33 = 0
—2r13+ V273 =46
e 3\@7‘23 + 2\/§T33 = 12\/6 <~
—4V/3rs3 = —12V/6
r13 = —2V6 + ra3/v2 = —V/6
= (ras=4V3-V2r33/V3=2/3 =
33 = 3v/2
11 T12 T13 V6 V6 -6 1 1 -1
— R=1|0 ry rm3|=]0 23 23| =v6[0 v2 V2|,
0 0 s 0 0 3v2 0 0 V3
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vilket ger oss QR-faktoriseringen

1—2\@() 1 1 -1
A= QR — 1 v2 VB |v6|o V2 V2| =
611 v2 -3 0 0 V3
-2 V2 0 1 1 -1
=1 v2 V3|0 v2 V2
1 v2 =30 o V3
7.10
a)

Vi betraktar skaldarprodukten

n
(u—1u'|en) —< Zu\ekek

k=1

m) _

n
em> (u|en) — Z:u|e;~c (e |em),

k=1

= (ulen) - (Z(ulek)ek

k=1

och, eftersom ey, ..., e, ir ortonormerad,

JO, kE#Fm

vilket betyder att

n

(ulem) Zu|ek (e |em)=(ulen) —(uley)-1=0. O
k=1

b)
Vi har det faktum att u—u’ och u’ &r ortogonala i atanke, och betraktar skaldrprodukten

(u—v'[u—u)=(uju-—v)- W u-v)=(ulu) - (uv)=[uf - (),
—_——

=0
men vi hade ocksa kunnat skriva
(u—u'|u—u') = (ulu) - (uu) - (W |u) + (0'|0) = [u]* = 2(u|u) + [u']?,
dar

u']? = (u'[u') = (Z(U—|ek €k
k

=1

3

> (ulex)e )Z ((uler)ex | (ulex)er) =
k=1

k=1

3

(uler)?,

= (uey)
k=1

[ V)
—
(]
=
[¢)
&
~—
|
Eod
Il
—_
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med detta har vi bildat likheten

n

uf? — (uw) = [uf’ —2(u|w) + W[ = (o)== (alen)?,

k=1

och u’ #r summan av projektionen av u pa alla basvektorer, vilket betyder att vi minskar
lingden pa vektorn, om inte u redan &r en linjirkombination av eq, ..., e,. Detta betyder
att lingden pa u’ dr som mest samma som u, vilket sker om de &r parallella, och alltsa &r

(u|u) < (ufu) = [uf,
vilket visar Bessels olikhet,

n
Y (uler)’ = (ufw) < uf’. O

k=1

7.11
a)
Vi behover kontrollera att
(af +Bg|h) =a(f|h)+B(g|h), o, B ER,
(flg)=1(glf),

och

(f1f)>0, f#0.

Det andra och tredje villkoret &r uppenbara. For det tredje giller det att f2 > 0 pa
ett dppet intervall (eftersom f inte far vara identiskt lika med 0), och e™t > 0, ¢ €
(0,00), vilket betyder att integralen kommer att vara positiv. Lat nu «, € R, och

f(t),9(t), h(t) € Pr.

(af-%ﬁgh)ZtA“}af@%+ﬁg@Dhuyf¢dt:

:/ af(H)h _tdt—&—/ Ba(t)h(t)e™" dt =

=a/ FOR( 4ﬁ+ﬂ/ Be~tdt = a(f |h) + B(g|h). O
0

b)

Forst berdknar vi nagra integraler:

o0
I, = / t"e~" dt = [partialintegration] =
0

o0 o0
= [-t"e | —/ —nt" et dt = n/ t"leTtdt = nl,_1,
— Jo 0

70



Markus Bolinder

och - -
I = / et gt — / e tdt = [—e Mg = —0— (—1) = 1,
0 0

vilket ger oss att
L=1-Ih=1-1=1,
Ih=2-11=2-1=2,
I3=3-1,=3-2=6,
Iy=4-I3=4-6=24.

For att bilda en ortonormerad bas, utgar vi fran 1 och bildar den forsta basfunktionen

enligt
1 oo —1/2 172
=i = ([ 1) —

Gram-Schmidt ger nu att

51(1) tmwotwom@o

o0
:t—/ l-t-etdt-1=t—I, =t—1,
0

och med normering far vi att

(t)_ ()51 o t—1 .
T g2 =1 (t—Detdt

~1/2

= (/Ooo(t —1)%e7! dt)l/2 t—1)= (/Ooo(t2 —2t+1)e! dt) (t—1)=
= </000t26tdt2/()Ootetdt+/oooetdt)_l/2(t1)

=L =20+ o 5 piyg) P (E-1) =t -1
Den sista basfunktionen far vi av

Balt) = £ ((j§|';O>) o — ((;fj';f) o1 =2 — (0] g0 — (g1 ] P)r =

:t2—/ th_tdt-l—/ (t—Dt?etdt-(t—1) =
0 0

:t2—12+</ t2e_tdt—/ tBe_tdt>(t—l):t2—12+(12—13)(t—1)
0 0

——
= 2—-6=—4
42 _ 9 _ _ — 42 _ 9 _ — 42 _
=122 A(t—1)=t>—2—At+4=1>—4t +2,

och eftersom -
(P2 P2) = / (t> — 4t +2)%e"tdt =
0
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= [(t2—4t+2)2=t4+16t2+4—8t3—8t+4t2:t4—8t3+20t2—16t+4] =

:/ t4e_tdt—8/ t3e—tdt+2o/ th_tdt—IG/ te_tdt+4/ e tdt =
0 0 0 0 0

=14 — 813+ 201y — 161, +4Ip =24 — 48+ 40— 16 + 4 = 4,

sa blir } . .
_ P2 1 _ Ll
Pa(t) = CAESEE SPa(t) = 5" =2t +1.
7.12
dk 1
fit)=—@EF-1% | Li=[ -1Fat ,
dtk
-1
! gkt ,
(el )= (0 [ (8 =0 G 0 = 1y .
a)

Ik:/l (t* —1)Fdt = [t(tQ_l)k]l_l_/_l e S

1

=(1-(12=DF) = (=1-((-1)2=1)*) - / t-2kt(t? — 1)L dt =

—1

1 1
= —Qk/ 22— D tat = —2k:/ (2 —1+1)(2 - 1) tat =
—1 —1

1 1

(t? — 1)"’dt+/

-1

= —2k /_11(@2 —DF 4+ -1 dt = -2k (/

-1

(t2 — 1)kt dt) =
= 72]47(]]@ + Ik—l)- O

b)

Den néagorlunda suspekta notationen !! dr en slags ”dubbelfakultet”, och n!! = n(n —
2)(n—4)...4-2, om n dr jimnt. Om n dr udda blir det istéllet n!! = n(n —2)(n —4)...3- 1.

I = —2]€(Ik +Ik71) = =2kl — 2kl <— (2k+ 1)Ik = 2kl —

2%k _ (1 ok 2% —2
k1T k+12k—1 2

och upprepar man detta hela vigen ner till Iy far man

— Iy =

2k(2k — 2)(2k — 4)..4 -2
(2k +1)(2k — 1)(2k — 3)..3- 1

:(_1)k(2k)”/_l(ﬁ—l)odt:(—l)’“@ff_)!f)”'z =

Iy = (=1)F

Iy =
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1 dk dk
(fel fr) = /_1 ﬂ(tQ — 1)kﬁ(t2 —1)* dt = [partialintegration] =
_ |:dk—1 kik L gk—1 X dF+1

1
2 2 k 2 2 k _
dtk—1 ( - ) dtk (t - 1) :| . - . dtk—l( - ) W(t - 1) dt =

=0
= [partialintegration k — 1 génger till] =
k— 1

A d2 1

— {(ﬁ —1) T (t? — 1)’“} 3 + (—=1)* /11(t2 — 1)’“%@2 —Dkdt =

= (-1)* /1 (t* — 1)’”1—216(152 —1)kat.

1 dt2k

Lat nu

2k+1
nd

—(=1)* /1 (t nt(t? — D) (2 - 1) W(tz - 1)’“) dt =

__1\k+1 ! 20,2 n—lko 2 \k
= (~D)FHon [ 22— 1) (2 — 1)F di+

. di2F

ol 1 ) d2k+1 ) i

2k+1

-1 =0| =

= |:(t2 — 1)k har grad 2k — W

= (—1)’““271/1 t2(t? — 1)71*1@@2 —1)rdt4+0=
1 dt2k

= (—1)*12n /11(t2 — 14+ 1)(* — 1)"—1%@2 —Dkat =

k ! 2 n d2k 2 k k ! 2 n—1 d2k

= —2n(-1) [1(t -1) W(t —1)*dt — 2n(-1) [1(t -1) s
=-2nL, —2nL, | <— L,=-2nL, —2nlL, <
2n

2n+1

(2 =)k dt =

<~ (2n+1)L,=-2nL,y < L,=—

n—1,
vilket 4r samma rekursionsformel som for Iy, och alltsa &r

(2n)!!

Ln: _1n L,
(=1) (2n+1)1°
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dar

k ! 2 Od2k 2 k k ! d2k 2 k
Lo= (1) [ (@ =00 G = 1P = (-1 [ G- 1)t
-1

-1

2k—1 1
= (—1)* [jt%_l(tQ — 1)’“} B

1

Eftersom (¢t — 1) har grad 2k, och vi deriverar 2k — 1 ganger, behdver vi ta reda
pa koefficienterna for hogstagradstermerna. Alla termer med grad < 2k — 1 férsvinner.
Binomialsatsen ger att

hér ser vi att det inte finns nagon term som har 2k — 1, och att t2* har koefficienten
(g) =1, vilket betyder att

2k—1 1 2k—1 1
LO - (_1)k |:C(litQk—1 (t2 - ]‘)k:| . = (_]-)k |:C;itQk—lt2k:| =
= (—1)F[(2k)(2k — 1)(2k — 2)..3- 2]} = (=1)F [(2k)1]L | =
= (=1)*(2k)!(1 = (=1)) = 2(=1)*(2k)!

Vi ar intresserade av

Ly, = (fx| fr) = (1)’“(2;2_]?!1!)” Lo = %’“ (=1)*(2k)! = (—1)F(2k) I}, =
= I./2
- (_1)’“(%)!(_1)’6% 2= 2(2/@)!(_1)%% - 2(216)!(25{2?!1!)” _

(2k)(2k — 2)..4-2

k+1)(2k—1)..3-1
- (2k —1)(2k — 3)..3-1-2%(k(k —1)..2-1)
= 2(2k)(2k —2)..4-2- (2k +1)(2k — 1)...3 - 1 -

2
2k +1°

=2(2k)(2k —1)..2-1-

2k k|

_ 2k (1.1\2 .
2k+1 27 (k)

=2.2%(k(k—1).2-1)- O

7.13

Vi borjar med att bestimma en ortonormerad bas i U. Ta

e 1,2,0,0,0)

1
=
och sedan far vi att
(e1](1,0,3,0,0))

e || (1,0,3,0,0) — (e1 1) e =
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1 1
=(1,0,3,0,0) — —((1,2,0,0,0) | (1,0,3,0,0))—=(1,2,0,0,0) =
( ) \/5(( ) I( ))\/5( )

1 1
= (1,0,3,0,0) = =(1+0+0+0+0)(1,2,0,0,0) = £(4,-2,15,0,0) =

L(4,-2,15,0,0 1
— e2 = i( ) = (4,_2,1570,0) ==
|5(4,-2,15,0,0)] V16+4+2254+0+0
1
= ——(4,-2,15,0,0).
\/245( )

U har dimension 2 eftersom det #r 2 basvektorer, och R® har dimension 5, vilket betyder
att UL har dimension 3. Vidare vet vi att alla vektorer i U ska vara ortogonala mot
dem i U. Detta gor det enkelt att hitta 2 basvektorer i UL, Eftersom vektorerna som
utgor en bas i U ar

(1,2,0,0,0) och (1,0,3,0,0),

kan vi direkt vilja
(0,0,0,1,0) och (0,0,0,0,1)

som basvektorer i UL, Den tredje basvektorn kommer att ha formen (a,b,¢,0,0), och
vi vill att den ska vara ortogonala mot allting i U, vilket betyder att de behover vara
ortogonala mot basvektorerna:

(e1](a,b,¢,0,0)) =0 och (ey](a,b,¢c0,0)=0 <

a+2b =0 a+ 2b =0 a+2b =0
e e e <
4a —2b+15¢=0 —10b+15¢=0 —2b+3c=0

a=—2b=—6t
= [c=2t] <= (b=3c¢/2=3t
c=2t,

vilket betyder att en basvektor som duger ar

1
V36 +9+4

(—6,3,2,0,0) = [normering] — (—6,3,2,0,0) =

1
(_67 37 27 03 0) = ?(_67 37 2; 07 0)

Nej

7.14

Vi anvander Gram-Schmidt for att bilda en ortonormerad bas, och sedan bestdmmer vi
projektionen med hjélp av (7.23).
a)

Detta dr samma bas som i Exempel 9, men utan normering, sa vi kan direkt bilda
basvektorerna

N | —

1
e1=5(L111) och e=(1,-1,1,-1),
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vilket ger oss den ortogonala projektionen av u:
u' = (e;|u)e; + (e;|u)e; =

1 1 1
= 5((1, 1,1,1)](0,4,4,0))=(1,1,1,1) + 5((1, -1,1,-1)(0,4,4, 0))5(1, -1,1,-1) =

DO =

=((1,1,1,1)](0,1,1,0))(1,1,1,1) + ((1,—1,1,—1)| (0,1,1,0))(1, 1,1, —1) =
=(0+14+14+0)(1,1,1,1)+(0—1+1-0)(1,-1,1,—1) =2(1,1,1,1) + 0 = (2,2, 2,2).

~—

b)
Gram-Schmidt:

(1,2,3,1) ! (1,2,3,1) = ——(1,2,3,1) —>
e = = b b b = b) ) b
"T1,2,3,1)] VIt4a+r9+1 V15
(el | (17_25170))

(e1]e1)

€2 || (la _27 170) -

e = (17 —2, 1,0) — (81 ‘ (1, —2, 1,0))81 =

1 1
= (17 72a 130) - 7((172737 1) ‘ (17 727 130))7(17273a 1) =

V15 V15
1
= (L-21,0) = (1 -4+3+0)(1,2,3,1) = (1,-2,1,0)— 0 —
(1,-2,1,0) 1 1
— ey = - 1,-2,1,0) = —(1,-2,1,0).
27 (1, -2,1,0)] \/1+4+1+0( ) \/5( )
Vi far nu den ortogonala projektionen
u' = (e;|u)e; + (ex|u)e; =
= (1,2,3,1)](0,4,4,0)——(1,2,3, 1)+
- \/E ) b ) ) b ) \/E 9y b b
1 1
+—((1,—2,1,0)|(0,4,4,0))—(1,—-2,1,0) =
\/6(( ) I( ))\@( )

1 1
:T5(0+8+12+0)(1’2’3’1)+6(0_8+4+0)(1’_2’1’0):

4 2 2
=-(1,2,3,1) — =(1,-2,1,0) = -(1,6,5,2).
3(7a7) 3(7 77) 3(757)

7.15

Avstandet till underrummet ges av |u”|, dir u”’ = u — u'.

a)
u' =u—u=(0,4,4,0) - (2,2,2,2) = (-2,2,2,-2) =2(-1,1,1,-1) =
= [u'[=2v1+1+1+1=4.
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b)
I , 2 2 2
w’ = u—u' = (0,4,4,0) - 5(1,6,5,2) = 3(0,6.6,0) — £(1,6.5,2) =
2 2 2v/6
=Z2(=1,0,1,-2) = \u”|:f\/1+0+1+4:i.
3 3 3
7.16
X 0
To 0
T — T2+ T3— Xat 565—%6:0(:} 1 -1 1 -1 1 -1 |z3]| |0
31’1+3$2+7{E3+5(E4+5x5—|—x6:0 3 3 7 5 5 1 Ty 0
Is 0
Tg 0

Vi ser alltsa att vektorn (z1,za, 3,24, x5, x6) r ortogonal mot vektorerna
(1,-1,1,-1,1,-1) och (3,3,7,5,5,1), och eftersom (x1,zq, x3, 24, T5,26) € U, bety-
der det att vektorerna (1,—1,1,—1,1,—1) och (3,3,7,5,5,1) utgdr en bas for det or-
togonala komplementet till U, UL. Alltsé kan vi direkt anvinda Gram-Schmidt pa
(1,-1,1,-1,1,—1) och (3,3,7,5,5, 1).

1

—(1,-1,1,-1,1,-1),
\/6( )

)

e =

(e1](3,3,7,5,5,1))
(e1]er)

=(3,3,7,5,5,1) — (e1](3,3,7,5,5,1))e; =

e || (3,3,7,5,5,1) —

e =

1
=(3,3,7,5,5,1) — —((1,-1,1,-1,1,-1) | (3,3,7,5,5,1) )e; =

V6
— (3,3,7,5,5:1) — (38347 —5+5—1)a=(1,~1,1,~1,1,~1) =
V6 V6
=(3,3,7,5,5,1) — (1,-1,1,~1,1,—1) = (2,4,6,6,4,2) || (1,2,3,3,2,1) =
1,2,3,3,2,1 1
- ez:|E1,2,3,3,2,1§|:\/1+4+9+9+4+1(1’2’3’3’2’1):
— L (1,2,3,3,2,1).

Detta ger oss den ortogonala projektionen av u = (1,5,4,—2,7, —3),

u' = (e;|u)e; + (ex|u)ey =

1
= —((1,-1,1,-1,1,—1) | (1,5,4, —2,7, —3))e1 +
vl )l De:
1
T ((1,2,3,3,2,1)|(1,5,4, 2,7, —3))es =
= A 24T (-1, 1,1~ 1)+
_\/6 \/6 b b b ) 9
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1 1
+—==(14+104+12-6+14 -3)—
\/28( )\/28

28
L=11-11, 1) + 52(1,2,3,3,2,1) = (3,0,5,1,4,-1),

(1,2,3,3,2,1) =

12
5 (

detta ger oss

u' =u—u =(1,54,-2,7,-3) — (3,0,5,1,4, 1) = (2,5, —1,-3,3,-2) —>

= |u’|=vV4+25+1+9+9+4=+52.

7.17

Enligt texten om ortogonala funktioner kan vi fram en ortonormerad bas for Po genom
att utga fran formeln

2/<;+1 1
Qkk‘dtk
2- 0+1 1 1

2 - 1)0 =
O'dto V=7

2. 1+1 . 31 \/§
() =/ ot = 222t = /2t
= 1'dt ) 2 3% 2"
2. 2+1 ) \/E Ld,, .
=/ 212 =S st -2 ) =
22 2|dt2 ) 2 sae b

V5 V5
= ﬁ(12t2_4)_ WG

Den ortogonala projektionen av f(t) = |¢| blir nu

2 -1k k=0,1,2

(3t — 1).

(po | fpo + (1| f)pr + (p2| flp2 =
1

_ / (O polt) + / () F(E) dt - pr(£) + / po()F(t) dt - pa(t) =

=/_1\2~|t|dt-po<t>+/_l\/§t~|t|dt-p1<t>+/_l2@(3t2—1>-|tdt-pz<t>=
= [\/gtﬂ udda = /_ \/§t|tdt201 =

1
f |t| dt—i—pz\[/ (32 — 1)|t| dt =

Jamn Jamn

2 ! 2 !
:ﬂ/ It] dt + pQ\/g/ (3t% — 1)[t| dt =
0

f V5 o o _
/ tar+ Y2 \[(3t —1)/0 (312 — 1)[t] dt =

- tdt+ 5(3t2 - 1)/ (3t —t)dt = Btﬂ

0

Yos 3., 1,

1
+2(3t2 - 1) {t“t} =
o 4 4 27,

LS (2o 2B i 0 s = L gy = S
f2+4(3t 1)<4 2>16+16(3 1)716(1& +3)716(5t +1).
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7.18
a)
1+ x9=23 1 1 3
21+ 31, =1 « |[-2 3 “””1]:1
T2
201 — X0 =2 2 -1 ~— 2
T Y
= =y

Detta ger oss normalekvationen

1 3 -1

[ : —7] [xl] ﬂ S
— = — <~
-7 1 —Txy + 11z =4

11 3
AlAx = Aly «— F 2 2} -2 3 [ﬂ:[l 2 2} 1| =
2

91 — Txeg =5 = (54 Tx2)/9 = 747/450 = 83/50
50xe = 71 =71/50
x1 = 83/50 = 1.66
x9 = T71/50 = 1.42
b)
T1+ 20+ 23=4 1 1 1 4
—x1+x2+23=0 — -1 1 1 ;1 |0
—Tot+x3=1 0 -1 1 2~ 1
. b3 =2 10 1| LB |2
1 3= N - -
=A =y
Detta ger oss normalekvationen
AlAx = Aly «—
1 -1 0 1 _11 1 } 1 1 -1 0 1 é
~— (1 1 -1 0 zo| =11 1 -1 0 <=
o111 |9 T L 111 1|}
1 0 1fL™ 2
3 0 1| |z 6 31 + x23=06
<~ |0 3 1| |z2| = |3]| — 3xo 4+ x3=3 <—
11 4 x3 7 T+ zo+4x3 =7
3x1 + x3=6 3x1 4+ x3=6
< 3ro+ x3=3 <= 3ra+ x3=3 <=
3x1 + 3x9 + 1223 = 21 10x3 = 12
x1:2—:c3/3:8/5 1’1:8/5:16
= Saxy=1-—23/3=3/5 = 13=3/5=0.6
1‘3:6/5 l‘3:6/5:1.2
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7.19
Om vi anvinder modellen y = b + ct, och sétter in tabellens virden, far vi ekvationssy-
stemet
b+c-1=5 b+ c¢c=5 11 5
b+c-2=6 b+2c=6 1 9 6
b+c¢c-3=10 < <b+3c=10 < |1 3 m: 10| <= Ax=y.
btc-4=12 b+ de =12 14 12
b+c-5=17 b+5c=17 s 17
For att 1osa detta overbestdmda system i minsta kvadratmening betraktar vi norma-
lekvationen:
1 1 5
1 2 6
Cae At 11111 b 111 1 1
AAx_Ay<:>[12345136—1234510@
1 4 12
15 17
— [5 15} {b]{E)O} 5b + 15¢ = 50 —
15 55| [¢|  |180 15b + 55¢ = 180
5b + 15¢ = 50 b=10—-3c=1
10c = 30 c=3,
vilket ger oss linjen
y=3t+1.
7.20
Inséittning av tabellviirdena i modellen y = f(z) = axz? + bz + ¢ ger oss ekvationssystemet
a-(=2)24b-(-1)+c=2 4a—2b+c=2
a- (=1)2+b-(=1)+c=1 a— b+c=1
a-02+ b 0+tc=1 < c=1 <
a-12+  b-14+c=2 a+ bt+c=2
a-2%+ b-24c=3 da+2b+c=3
4 -2 1 2
1 -1 1| |a 1
< [0 0 1| |b| =|1| = Ax=y,
1 1 1] |c 2
4 2 1 3

som kan 16sas i minsta kvadratmening med normalekvationen

AlAx = Aly «—
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4 =2 1 2
4 1 0 1 4 1 -1 1 a 4 1 0 1 4 1
= (-2 -1 0 1 2|10 O 1{|b|=]-2 -1 0 1 2| |1
1 1 1 1 1 1 1 1 c 1 1 1 1 1 2
4 2 1 3
34 0 10| |a 23 34a + 10c = 23
~— |0 10 O bl =13 | — 10b =3 =
10 0 5 C 9 1OCL + 5C:9
34a + 10c = 23
= b =3/10 —
—14a = _5
a=5/14

<~ <b=3/10

¢ = (23 — 34a)/10 = (322/14 — 170/14)/10 = 152/140 = 38/35

a=5/14=25/70
< {b=3/10=21/70
¢ =38/35=76/70,

vilket innebér att andragradskurvan vi soker &r

1

= (2522 + 21z + 76).

y = f(x)

7.21

Med samma beteckningar som i 7.9 har vi

— A

>
|
el e
B~ w NN = O
|
— e e
>
(V)
|
=~ w NN = O

Gram-Schmidt:
a; (1,1,1,1,1) 1

= —=—""">=—(1,1,1,1,1
q |a1| |(171’17171)‘ 5(3 s Ly Ly )a
(q; |a2)
QQH32—(ql|7qI)Q1:a2—(Q1|32)Q1=
1
—a - (L1, 1,1,1)](0,1,2,8,4) = (1,1,1,1,1) =
2 \/5 9 Ly Ly Ly 5 Ly Ly Dy \/g 9 Ly Ly Ly

1
:ag—5(0+1+2+3—|—4)(1,1,1,1,1):

= (Oa 1327374) - 2(1’ ]-a ]-7 ]-7 1) = (727 71703 172) =

-2,-1,0,1,2
—— q2: ( ’ L " ) = (—2,_1,071,2>7

|(72371,07172)| \/E
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vilket ger oss

1/v/5 —2/v/10 V2 =2
1/v/5  1/3/10 1 V2 o1
Q= [1/V5 0 VN V2 0
1/vV5  1/4/10 01z 1
1/v/5  2/3/10 V2 2
Eftersom vi har tva kolonner i @ maste R vara en 2 x 2 matris. Detta ger oss ekvationerna
A =
1=ru1@ —
A = 1r12Q1 + 122 Q2
1 1
1 1 1
— 1 =71 —= 1 <:>7‘11:\/57
1 \/5 1
1 1
0 1 _9 V2rip — 2re =0
1 ot e V2rip — 1o =10
2 :7’12'% 1] + roo TO 0 < \/§T12 =2v10 <—
i 1 ; V2ria + 122 =3V10
V2712 + 2190 = 41/10
12 =V 20 T12 =V 20
719 — V2199 =0 —V/2r99 = —/20 /30
T fr
= {V2rp— T =410 —= —  rgy = —V/10 < { 12 e
Tog = .
V2ris 4+ 12 =310 a2 = /10 -
T12 + V222 = 24/20 V2722 = /20
Alltsa ar VB
ri1 o T2 5 20 1 2
R = = =
i VA R P
vilket ger oss QR-faktoriseringen
10 V2 -2 N
1l 1 \/§ 1 1 2 1 \/i 1 1 2
A=QR < |1 2| =—|V2 0\/5{ }\@0 { }
2 2
L3l V0|5 g 0 V2| V2 s 1| V2
1 4 V2 2 V2 2
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Kapitel 8

8.1

a)

12 3

4 5 6/=159+42.67T+3-4-8-3.5:7-2.4.9-1-6-8 = 454+84+96—105—72—48 = 0.
78 9

b)

555 556 558 555 +0 555+1 555 +3 555 555 555 01 3
556 557 559 =556+ 1 55542 555+ 4| = (555 555 HH5|+ |1 2 4| =
558 559 560 555 +3 555 +4 555+5 555 555 555 3 4 5

0 1 3
=0+1(1 2 4=0+1-4-3+3-1-4-3-2-3—-1-1-5-0=12+12—-18-5=1.
3 4 5
c)
Vi utfor radoperationer pa determinanten:
1 a b+c 1 a b+c
1 b c+al=|0 b—a a-—0»
1 ¢ a+d 0 c—a a-—c

Om vi nu utvecklar den forsta kolonnen far vi att

1 a b+c
0 b—a a—-0b|=
0 c—a a—c
b—a a-—> a b+c a b+e
o qyI+D g C\2+1 341 Q. _
=(=1) 1 c—a a—c+( 1) 0 c—a a—c+( 1) 0 ‘b—a a—b
b—a a-—2»

=(h-a)a—c)—(c—a)la—b)=—(a—=b)(a—c)+(a—c)(a—b) =0.

c—a a—=~¢

d)

Radoperationer ger att (subtraherar bort den sista raden fran ovantstaende sa att forsta
elementet i raden blir 0)

2 1 11 0o -1 -1 -9
13 1 1] _|0 2 0 -4
114 1 |0 0 3 -4
1 1 1 5 1 1 1 5
Utveckling av kolonn 1 ger nu

0o -1 -1 -9

0 2 0 —4f

0 0 3 -4

1 1 1 5
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2 0 —4 -1 -1 -9
=(-D""t.0-10 3 —4|+(-D)*.0-0/0 3 —4|+
11 5 1 1 5
-1 -1 -9 -1 -1 -9
+H(=1)*0l 2 0 A+ (=D 12 0 —4l=
1 1 5 0 3 —4
-1 -1 -9
=—|12 0 -4
0 3 -4

Om vi har adderar tva av den forsta raden till den andra far vi att

-1 -1 -9 -1 -1 -9
—l2 0 —4l=-|0 -2 -22
0 3 —4 0 3 -4

och utveckling av kolonn 1 i denna determinant ger

-1 -1 -9
-0 -2 —22|=
0 3 —4
-2 —22 -1 -9 -1 -9
— (—D) (). _(—1)2*1 .. _(—1)3* .. —
oo ooy - coo| oy )
= ‘32 _242‘ =(=2)-(—4) — (—22)-3=8+66 = 74.
e)
Vi utfor radoperationer igen
1 2 3 4] |1 2 3 4 1 -2 -3 —4
2 3 4 1 |0 -1 -2 -7 _(_1)30 1 2 7
3 41 2 0 -2 -8 —10/ 0 2 8 10
41 2 3 [0 =7 —10 —13 0 7 10 13
Utveckling av kolonn 1:
(1)_12_23_74 12 7 -2 -3 —4
1o 2 8 10 =—(-D*t.1.]2 8 10/—(-1)**.0-|2 8 10|-
0 7 10 13 7 10 13 7 10 13
-2 -3 —4 -2 -3 —4
—(=p***t.0-11 2 T|-(-D**.0- |1 2 7|=
7 10 13 2 8 10
1 2 7
=—12 8 10/=—(1-8-13+2-10-74+7-2-10-7-8-7—2-2-13—-1-10-10) =
7 10 13

= —104 — 140 — 140 + 392 + 52 + 100 = 160.
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f)
a a a a a—b 0 0 O
b a a a | b a a a
0 b a al | O b a a
0 0 b a 0 0 b a
Utveckling av rad 1:
a—b 0 0 O
b a a a
0 b a a|l
0 0 b a
a a a b a a
(- (a=b)-|b a a|+(-1)"2.0-10 a a|+
0 b a 0 b a
b a a b a a
+(=D)3.0-(0 b a4+ (-1 0-[0 b a|=
0 0 a 0 0 b
a a a a—b 0 0
=(a—=0)|b a al=(a—-b)| b a a
0 b a 0 b a
Utveckling av rad 1 igen:
a—b 0 0
(a=b)| b a al=
0 b a
AR R} B = B AN L _ _1+2',ba _ _1+3'_b al _
=(a—0b)(-1) (a—Db) b a—f—(a b)(—1) 0 'O a+(a b)(—1) 0 ’O b =
:(a—b)gz Z:(a—b)Q(a-a—b-a):a(a—b)3.
8.2
a)

Vi utfor forst radoperationer (den sista raden subtraheras fran rad 2 och rad 3, for den
forsta raden subtraheras x/2 ganger rad 4)

2l 0 2-2 2-2 2-%
21 |10 z—2 0 2—x
2l 0 0 z-2 2-z
z 2 2 2 z

NN N8
NNR N
R NN

Vid utveckling av kolonn 1 kommer determinanten ovan férenklas till

2
2—x 2—x 2—%

T —2 0 2—x
0 r—2 2—=x
2 2 x

oo o o
\
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2
2—x 2—=x 2—%

=04+04+0+ (=D -2-]z—-2 0 2z |=

0 r—2 2—=x
2—z 2—z 2-Z| [2-z 2-z 22-4

=-2|lr—2 0 Q—zxl=lr—2 0 2 — 4
0 r—2 2—=x 0 r—2 2x—4

Om vi nu adderar minus halva kolonn 3 till kolonn 2 far vi

2—x 22—z 22—-4 2—=x 2—3:—“—224-2 22— 4
r—2 0 20 — 4| = |z — 2 —x+2 20 — 4| =
0 r—2 2x—4 0 0 20 — 4

2—z 471‘79:; 2?4
=|x—2 2—x 20 — 4

0 0 20 —4
Utveckling av rad 3 ger oss

2—x 4—35—:”2—2 x2—4

Tz —2 2—x 20 — 4| =
0 0 20— 4

$2
2—x 473077 _

=040+ (=1)33. (22 —4)-
+0+(-1) Qe—4)- 1 5 5.

22—z 8—2x—ua?

P 49y =(z—-2)(2-2)4—2x)— (822 —2H)(z—2)) =

=(z—2)

=(x-2)((z—2) 2z —4) + (2 + 20— 8)(x —2)) = (x — 2)’(2z — 4 + 2% + 22 — 8) =
= (z—2)%(2? + 42 —12) = (z — 2)*(2® + 62 — 20 — 12) =
= (z — 2)*(x(z + 6) — 2(z + 6)) = (x — 2)*(x + 6).

Vi vill att denna determinant ska vara lika med 0.

=—6
(z—22(x+6)=0 < {I
r=2.
b)
z 0 0 1 0 -z —2 1—22
0O =z 0 1 |0 = 0 1
00z 1] [0 0 = 1
1 1 1 =z 1 1 1 x
Varpa utveckling av kolonn 1 ger
e _ 2
8 . Ox 1 130 —r —x 1-—a2a?
x =040+0+ (D" 1|z 0 1 | =
0 O T 1 0 . 1
1 1 1 x
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—x —x 1—2a2 x x x2-1
0 x 1 0 =z 1
Subtraktion av rad 2 fran rad 1 ger
x x x2-1 0 =z z2-2
z 0 1 =lx 0 1
0 «x 1 0 =z 1
Nu ger utveckling av kolonn 1
r x x2%2-1 9 9
0 =z 1 x 1 T 1

= —(z-1— (2% —2)2) = 2% - 3.
Detta ska vara lika med 0, vilket betyder att
2 z=0
22 —3r=0 < z(z+V3)(z—V3) =0 <
(o + V3)(z - V3) {Fiﬁ_
8.3

Vi ser att raderna i determinanten utgor talen som &r delbara med 17. Detta moti-
verar att gora vissa kolonnoperationer. Om vi kallar kolonn i fér A;, sa vill vi gora
kolonnoperationerna

D(A1, As, As, Ay, As) = D(A1, Az, Az, Ag, A - 10% + Ay - 10° + Az - 10% + Ay - 10 + As).

Anledningen till detta ar for att vi kommer att fa alla tal som &r delbara i kolonn 5, och
sedan kan vi utveckla determinanten i kolonn 5, vilket kommer att ge oss alla tal som ar
delbara med 17 som koefficienter till underdeterminanterna.

1 3 4 1 3
39 8 6 5
5 8 7 5 2|=
77 6 39
9 6 5 7 7
1 3 41 1-10*+3-103+4-10>+1-10+3
3 9 8 6 3-10°4+9-10°4+8-102+6-10+5
=15 8 7 5 5-10*4+8-10*+7-102+5-10+2| =
7 7 6 3 7-10*47-103+6-1024+3-10+9
9 6 5 7 9-104+6-103+5-1024+7-10+7
1 3 4 1 13413
3 9 8 6 39865
=15 8 7 5 58752
7 7 6 3 77639
9 6 5 7 96577
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Utveckling av kolonn 5:

3 9 8 6 1 3 4 1
5 &8 7 5 5 8 7 5
1145 ) _1)2+5 | )
(-1) 13413 7 7 6 3 + (-1 39865 7 7 6 3 +
9 6 5 7 9 6 5 7
1 3 4 1 1 3 41
3 9 8 6 3 9 8 6
_1)3+5. . _1)4+5 . .
+(-1) 58752 7 7 6 3 + (1) 77639 58 7 5 +
9 6 5 7 9 6 5 7
1 3 41
3 9 8 6
_1)5+5 . ) —
+(-1) 96577 5 8 7 5
7T 7 6 3
3 9 8 6 1 3 41
5 8 7 5 5 8 7 5
—17~7897 7 6 3—17~23457 7 6 3+
9 6 5 7 9 6 5 7
1 3 41 1 3 4 1 1 3 41
+17~3456§ 2 2 271745672 z ? g+17~5681§ z ? g
9 6 5 7 9 6 5 7 7T 7 6 3
Detta uttryck ar uppenbart delbart med 17. O

8.4

Antag att matrisen A dr av udda ordning, siig 2n + 1, och skevsymmetrisk. Enligt sats ar
det A' = det A,
men for en skevsymmetrisk matris géiller det ocksa att
det A* = det (—A) = (—1)>"T1 det A = — det A.
For matris av jimn ordning ér det (—A) = (—1)>" det A = det A. Vi har nu likheten

det A= —detA < 2det A=0 <— detA=0. O

8.5
a)
Vi subtraherar rad 1 fran alla nedanstaende rader och utvecklar sedan kolonn 1:
1 1 1 1 1 1 1 .. 1
1 2 1 1 0o 1 0 .. 0
1 1 3 1{=]0 0 2 0 | =
1 1 1 n 0 0 O n—1
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1 0 .. 0 1 0 .. 0
:(71)1+1.1. 0o 2 .. 0 L0+ . 40— 0o 2 .. 0
0O 0 .. n—1 0O 0 .. n—1

Vi kan nu fortsétta att utveckla kolonn 1, och induktivt reducera storleken pa determi-
nanten:

1 0 0
0 2 0 141 2 0
= (—1)* 1 v |40+ 0=
0 0 n—1 0 n-1
2 0
= e |==2-3-.-(n=2)(n—1)=(n—-1)!
0 n—1

b)

Vi borjar med att addera kolonn 1 till kolonn 2, sedan adderar vi kolonn 2 till kolonn 3,
och pa detta sétt haller vi pa, vilket ger oss att

1 11 .. 1 1 1 2 1 .. 1 1
-1 1 0 .. 0 O -1 0 0 .. 0 O
0 -1 1 0 O0/=10 -1 1 0 0]|=
0 0 O -1 1 0 0 O -1 1

I~
—

[an ) \V]
S W
O =
O =
I~
—

[l V]
o W
3
=
—_
o 3

=0 -1 0 0 O|l=..=|/0 -1 0 0 0
0 o 0 .. -1 1 0 o o0 .. -1 0
Om vi nu utvecklar rad 2 far vi
1 2 3 n—1 n
-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0] =
0 0 0 -1 0
2 3 n—1 n
I O 0 oy o=
0 0 -1 0
2 3 n—1 n
|7t 0 0 0 [utveckla rad 2 igen] =
0 0 -1 0
3 n—1 n 3 n—1 n
= (=12 (-1)- el 04+ .. +0=
0 -1 0 0 -1 0
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Om vi nu utvecklar rad 2 ett antal ganger till (alla kommer att ge faktorn (—1)2T1-(—1) =
1 eftersom alla element pa den diagonalen ér -1) kommer vi till slut fa determinanten

3 ... n—1 n n-1 n
T el RN =0-n-(-1)=n.
o .. -1 0
c)
Vi subtraherar rad k fran rad k + 1, dér k gar fran 1 till n — 1.
1 1 0 0 .. 0 0 O 1 1.0 0 .. 0 0 O
1 2 1 0 .. 0 0 O o 1 1 0 .. 0 O O
o1 2 1 .. 0 0 0 _ (01 2 1 .. 0 0 0]_
0 0 0 O 1 1 o o0 0o 0 .. 1 2 1
0 0 0 O 0 1 2 o 0 0 0 .. 0 1 2
1 1 0 0 0 0 O 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 O 1 1 0 0 0 0
_|0 0 1 1 0 0 0_ _j0 0 1 1 0 0 0f_
0 0 0 O 1 2 1 0 0 0 O 0 1 1
0 0 0 O 0 1 2 0 0 0 O 0 1 2
1 1 0 0 0 0 O
o 1 1 0 .. 0 0 O
/0011 .. 0 0 O
o 0 0 0 .. 0 1 1
o 0 0 0 .. 0 0 1

Nu arbetar vi istéllet at andra hallet och subtraherar rad k fran rad k& — 1, dir k£ nu gar
fran n till 2.

1 1.0 0 .. 000 |1 1 00 .. 0 0 0
01 10 .. 0 0O |01 1 0 ..0 0 0
0O 0 1 1 ..0 00 |00 1 1 ..0 0 0f_
00 0 0 .. 0 1 00 0 0 .. 0 1 0
000 0 ..0 0 1/ [0 0 0 0 .. 0 0 1
1 1 0 0 0 0 of |1 1 0 0 0 0 0
01 1 0 0 0 0 [0 1 0 0 0 0 0
o0 1 0 0 0 0/ [0 0 1 0 0 0 0 _
0 0 0 0 01 0/ [0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1/ [0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0
o0 1 0 0 0 0
00 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 1
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Det &r ganska uppenbart att denna determinant &r lika med 1, men for att vara lite mer
explicit kan man utveckla kolonn (eller) rad 1 n ganger:

1 0 0 0 .. 0 0 O
01 0 0 .. 0 0 0 (1)(1)8888
000 000 =(-DY 1 L ==
0 0 0 0 0 1 0 8 8 8 8 (1) (1)
0 0 0 0 0 0 1
(_1)1+1 .1 ’(1) (1)’ - (_1)1+1 1. ’1‘ -1
d)

Vi alternerar mellan att subtrahera rad k fran rad k + 2, och att subtrahera kolonn k
fran kolonn k + 2, déar k gar fran 1 till n — 2. Detta kommer att ge upphov till 2 fall
beroende pa om n &r udda, eller inte.

0 1 0 O 0 0 O
0 1 0 O 0 0 0 1 0 1 0 0 0 O
1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 O
0 1 0 1 0 0 0j_j0 0 1 0 0 0 0]_

0 0 0 O 1 0 1 0 0 0 O 0 1 0
0 0 0 O 1 0 0 0 0 O 1 0 1
0 0 0 O 0 1 0

0 1 0 O 0 0 0 0 1 0 O 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 O

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

100 1 0 0 0 0 |0 0 1 0 0 0 O

o o 0o 0 .. 0 1 0 0 0 0 O 0 1 0

0o o 0 0 .. 1 0 1 0O 0 0 0 .. 1 0 1

o 0o 0 0 .. 0 1 0 0 o 0o 0 .. 0 1 O

Har ser vi att huvuddiagonalen kommer att besta av 2 X 2 matriser med formen

0 1
1 0
och for att det ska finnas ett helt antal av dessa 2 x 2 matriser i determinanten maste n

var jaimnt; om n dr udda kommer man bara att fa med 0:an i den 6vre vénstra hornet
pa den sista sadan 2 X 2 matris pa diagonalen. Alltsa om n &dr udda far vi att

0 1 0 O 0 0 0 0o 1.0 O .. 0 0 O
1 0 0 O 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O
0 0 1 O o 0 0j_ (0 0 1 O 0 0 0
0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 O 0 1 0
0 0 0 O 1 0 1 0 0 0 O 1 0 0
0 0 0 O 1 0 0 0 0 O 0 0 O
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For att berdkna denna determinant noterar vi att den sista raden enbart har O:or i sig,
vilket betyder att den &r linjért beroende av ovantstaende rader (0 ganger en rad blir
den n:e raden), och alltsa kan vi direkt séiga att

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 O 0 0 O

0 0 0 1 0 0 O

0 0 1 O 0 0 0

=0

0 0 0 O 0 1 0

0 0 0 O 1 0 0

0 0 0 O 0 0 O

Om n istéllet skulle vara jamnt far vi att

0 1 0 0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 O 0 0 O 1 0 0 O 0 0 O
0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 1 0 0 O
0 0 1 0 0 0 O 0 0 1 0 0 0 0

o O
o o
o o
o o
= o
o =
= O
o o
o o
o o
o o
o O
o O
= O

Vi utvecklar den forsta kolonnen:

0 1 0 O 0 0 0
1 0 0 O 0 0 0
0 0 0 1 0 0 O
0 0 1 O 0 0 O

o o
o o
o o
o o
o o
o o
[ )

o O
=)
S =
o o
o o
o O

=04+ (D> 1 . |40+ +0=
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

o o
o o
o o
o o
o o
— O
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Utvecklar vi forsta kolonnen igen far vi

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
10 0 0 0 10 0 0 0
_ 1+1 cee cee cee cee cee cee . cee ces cee cee cen cee
=-CDT 0 g 0 0 o TOTt0=—10 0 0 0 o
00 .. 0 0 1 00 .. 0 0 1
00 .. 0 1 0 00 .. 0 1 0

Pa detta vis kan vi fortsdtta med att utveckla kolonn 1. Monstret &r att vid den forsta
utvecklingen far vi en faktor —1, vid den andra far vi en faktor 1, vid den tredje far vi
en faktor —1, och sa vidare. Alltsa om vi utvecklar 4 ganger kommer vi att fa tillbaka
en 1:a som konstanten framfor, men efter 2 utvecklingar har vi istéllet ett minustecken.
Detta betyder att determinantens virde beror pa om n dr delbart med 4, eller inte. Om
n ar delbart med 4 blir vérdet 1; annars —1. Detta kan vi sammanfatta genom att skriva

0 1 0 O 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 O
0 0 1 0O 0 0 O _ (_l)n/g'
0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 1
0 0 0 O 0 1
8.6
Borja med att subtrahera rad 1 fran alla nedanstaende rader.
al —b1 251 —bg e Qaq —bn a1 —b1 ap —b2 ..o ay —bn
a9 —bl a9 —bg e Q2 —bn a2 —aq ag — ap .. QA9 —aq
ap—b1 a,—by .. a,—b, Ap — Q1 Qp — A1 ... Gp — Q7

Om vi nu subtraherar kolonn 1 fran alla kolonner till héger far vi att

a1 —b1 ap —b2 al—bn al—bl bl—bg b1 —bn
az—ai ax—a .. Gx—ai| _ |az—ay 0 0 .
Ap — Q1 Gp — Q1 ... G — a1 an — a1 0 0
a1 —b1 b1 —b2 b1 —bg b1 _bn
a2 — aq 0 0 0
= |as — ax 0 0 0
ap — a1 0 0 0

93



Markus Bolinder

Utveckling av kolonn 1:

a1 —by by —by by —bs ... b1 —0b,
as — aj 0 0 0
as — ap 0 0 0 =
Go—ay 0O 0 . 0
0 0 0
— (1) - (ag — by) - 0 0 0 n
0 0 0
by —bs b1 —bs bi — by
+(=1)2 (ag —ay) - 0 0 0 +
0 0 0
by —bs by — b3 by — by,
1P (ag—ar) - | O 0 O s+
0 O 0
by —by by —bs b1 — b,
HE e O 0=
0 0 0
by —by by —bs ... by —b,
0 0 0

=0+ (—(ag — al) + (a3 - al) + ...+ (—1)"+1(an — al))
0 0 0
Denna determinant &r uppenbart 0, vilket antingen kan ses genom att utveckla alla rader

utom den forsta, eller genom att utveckla en valfri kolonn, eller genom att konstatera att
raderna &r linjart beroende. Hursomhelst far man att

by —by by —bs .. by —b,
T | B

0 0 0

= (—ag + a3z + ... + (—1)"+1(an — al)) 0= 0,
vilket betyder att

a1 —b1 aq —bz e aq —bn
ag—bl ag—bg az—bn -0 0
ap—b1 a,—by .. a,—0b,

Om n < 3 hade man, efter rad- och kolonnoperationerna, fatt determinanten

al—bl bl—bg

ag — ap 0

=0— (b1 —b2)(az — a1) = (az — a1) (b2 — b1),

som inte nodvandigtvis ar lika med 0.
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8.7

n—3 =

n—1 n—-2 n—-3 n—4

n—2 n-—1

n—3 n—2

n—4 n-—3

n—5 n—4

n—2 n—3 n—4 n-—>5
n—1 n—-2 n—-3 n-—4

Om vi nu adderar den sista raden till den forsta raden far vi

n—2 n-—1

n—3 n—2

n—4 n-—3
n—5 n—4| =

n—2 n—3 n—4 n-—5
n—1 n—-2 n—-3 n—4

n—1 n—1

n—1 n—1 n—1 n-—1

n—3 n—2

n—4 n-—3

n—5 n—4| =

n—2 n—3 n—4 n-—>5

n—1 n—-2 n—-3 n—4

n—3 n—2

n—4 n—3

n—5 n—4

n—2 n—3 n—4 n—>5
n—1 n—2 n—3 n—4

=(n-1)

Subtraktion av k — 1 ganger den forsta raden fran den k:e raden ger

n—3 n—2

n—4 n-—3

n—5 n—4| =

n—2 n—3 n—4 n-—>5

n—1 n—-2 n—-3 n—4

(n—1)
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1 1 1 1 .. 1 1

0 -1 0 1 .. n—4 n—3

o -1 -2 -1 ... n-—6 n—>5
=(n-1)|0 -1 -2 -3 ... n—-8 n-—7

o -1 -2 -3 ... —n+2 —n+3

o -1 -2 -3 .. —n+2 —-n+1

Subtraktion av rad 2 fran alla nedanstaende rader ger

1 1 1 1 .. 1 1
0o -1 0 1 ... n—-4 n—3
O -1 -2 -1 ... n-—6 n—2>5
(n-1)|0 -1 -2 -3 ... n-38 n—7_=
o -1 -2 -3 ... —n+2 —-n+3
o -1 -2 -3 ... —n+2 -—n+1
1 1 1 1 .. 1 1
0 -1 0 1 .. n—4 n—3
o o0 -2 -2 .. —2 -2
=Mn-1)10 0 -2 —4 .. —4 —4
0O 0 -2 -4 .. —-2n+6 —-2n-+6
o 0 -2 -4 ... -2n+6 —-2n-+4

Subtraktion av rad 3 fran alla nedanstaende rader ger

1 1 1 1 .. 1 1
0 -1 0 1 .. n—4 n—3
0 o -2 -2 .. -2 -2
=(n-1)|0 0 -2 -4 .. —4 —4 =
0O 0 -2 -4 .. -2n+6 —-2n-+6
0O 0 -2 -4 .. —-2n+6 —-2n+4
1 1 1 1 .. 1 1
0 -1 0 1 .. n—4 n—3
o 0 -2 -2 .. -2 -2
=(n-10 0 0o -2 .. -2 -2
0 0 0 -2 .. —2n+8 —2n+38
0 O 0O -2 ... —-2n+8 —-2n+6

Om vi fortsdtter att subtrahera rad k fran rad k + 1 till n, dir k& nu l6per fran 4 till
n — 1, kommer vi att fa en triangular matris dér alla element i den évre halvan ar —2
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(utom elementen pa dem férsta raderna)

11 1 1 .. 1 1
0 -1 0 1 .. n-—4 n—3
0o 0 -2 -2 .. =2 -2
(n—1)[0 0 0 -2 .. =2 -2 |=..=
0 0 0 -2 .. —2n+8 —2n+8
0 O 0 -2 ... —2n4+8 —-2n+6
11 1 1 .1 1
0 -1 0 1 .. n—4 n-3
0 0 -2 -2 .. -2 =2
=m-1)l0 0 0 -2 .. -2 —2|=
0 0 0 0 -2 =2
0 0 0 0 0 —2
11 1 1 1 1
0 -1 0 1 n—4 n—3
0 0 1 1 1 1
=(n-1((=2""20 0 0 1 1 1 |=
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1
11 1 1 1 1
0 -1 0 1 n—4 n—3
0 0 1 1 1 1
=(-1)"2(n-12"20 0 0 1 1 1
0 0 0 0 .. 1 1
0 0 0 0 .. 0 1

Vi kan nu utveckla denna determinant lings den forsta kolonnen n ganger, och vi kommer
att fa en faktor 1 varje gang - utom vid den andra utvecklingen dér vi snappar upp —1
istdllet. Alltsa ar

11 1 1 1 1
0 -1 0 1 n—4 n—3
0 0 1 1 1 1
(-1)" 2(n-12"%0 0 0 1 1 1 |=
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

=(-D"2(n—-1)2""2-1-(=1)-1-...-1-1=(=1)""Y(n-1)2""2

Vi har nu slutligen kommit fram till att

0 1 2 3 .. on—1
1 0 1 2 ..o n-2
2 1 0 1 .. n=3=)" n-1)02""2
n—1 n—-2 n—-3 n—4 .. 0
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8.8
1t # tnt
ty t3 ..ty
V(tla"'atn—lv'x) - =
1 z 22 ikt
1 T 1’2 .’BS l,an xnfl
1 4 ti tz ;l—z ?—1
|1t 3 3 th th
e e
1 tho t2_, 3 5 .. tzfg tﬁf%
Uty t2_, 3 .. D7 thT)

Subtrahera x ganger kolonn k — 1 fran kolonn k, dir k gar fran n till 2, och utveckla
sedan rad 1:

1 T 22 22 L g2 gl
SR SO © R - S A i
1t 3 8 5=t
1 tas 2., £, tZ:é tﬁ:%
L taor G th 1
1 T .T2 $3 ajn—2 xn—l T- xn—Q
1t 2t A N
o B 8 572ty ety
1 tpo 2., £, .. tﬁjé tZ:% —z- tZ:g
1 b,y 2., £, thl th ety
1 T x? 3 L a2 0
1t 8 8 Lt T —x)
B8 572 BT —x) |
1 otao 7 5 £ o tﬁig by %(tn—2 — )
Loty oy th-1 tp_i(tn-1 — )
1 T 22 23 "2 — g g3 0
1t 2t 2 — 7 Tt — 1)
R PR 52—ty () | _
1 tho 2., 2, .. t:ﬁ:é —x- tgzg tﬁ:g(tn_g — )
Loty .y toi— 2ty it — )
1 x x2 x> 0 0
I S = = 3ty —x) TRt — )
IR t5 3ty —a) 5 (e —w) |
1 taa th_ thoo tn_5(tn—2 — ) tﬁig(tnfz — )
1 ln—1 ti—l t?z—l tz:?(tn—l - ZE) t2:1(tn—1 - 33)
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1 0 0 0 0 0
1 ti—=z t1(t — ) t2(t, — x) tT3 (t — ) P2 (t — )
|1 -z ta(ts — ) t3(ta — ) th 3 (ty — ) 02t — ) | _
1 theo—2 tnoo(tn-2—2) t2_o(tn—2—2) ... t'T5(thez—2x) t'73(tn-2— )
1 ther =2 tnoi(tno1 — ) t2_1(tno1— ) o 77 3(tpr —x) 072 (tpo1 — )
ty —x t1(ty — ) 2(t, — x) e (T )
ty — ta(te — ) t3(ta — x) o 072ty — )
(-1)ttta . +04..40 =
thoo — & tn-2(tn—2—a) t2_o(tn_o—x) ... t""2(tn_2—1x)
tho1 — 2 tn-1(tn-1—x) t2_1(tn—1—x) ... tPT3(tp_1 —x)
1t # 2
1ty 13 . th?
= (tl — x)(tg - l‘)...(tn_z — x)(t”_l — l‘) =
1 oty o 2., .. t"2
1ty 2., .. t"?
R R - S t?—i
1t 3 .ty
= (tl —IZ?)...(tn_l —.’,E) 2 2 2 = (tl —.I)...(tn_l —I)V(tl,...,tn_l)
1ty 2, tn—2
Determinanten ) )
e
1t Lt
Lty 3 .. th7?

L otpr 2 tn=?
beror ej pa x, och den dr ocksd uppenbart nollskild (vilket gor det tydligare varfor
ekvationssystemet i 6.14 har en entydig losning). V (¢4, ...,t,—1) &r alltsa lika med en

konstant, sédg a, vilket betyder att
n—1
V(t,otno1,2) = alty — 2)...(th—1 — 2) = a [ [ (tx — 2).
k=1

Detta #r uppenbart ett polynom med grad n — 1 (vi har n — 1 faktorer och alla bidrar
med ett x), och dessutom &r det vildigt tydligt att ¢i,...,t, dr nollstiillena, eftersom
polynomet &r faktoriserat med sina nollstéllen. O

For att visa att

V(trsta,ntn) = [ (0 — 1))
i<k

betraktar vi situationen ovan, och sétter x = t,,. Da far vi att

1oty t3 !
1ty t3 ... it

V(tlw"vtn) = 2 2 2 =
1 t, t2 ... vl
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n—1
= (t1 = 2)e(tno1r — )V (t1, s tno1) = [[(tn = ta) V(t1, o tn1) =
k=1
n—1
= V(ty,otn) = [[tn —tr) V(tr, s tnr).
k=1

Om vi forutsétter att vi endast arbetar med naturliga tal (heltal > 1), kommer k < n att
motsvara talen {1,2,...,n — 2,n — 1}, vilket betyder att vi kan skriva om produkten till

n—1
[Tt —te) =[]t — ).
k=1 k<n

Vi har nu rekursionsformeln:

Vit ootn) = [[ (tn = te) V1, oo tnr),

k<n

vilket, om vi arbetar oss induktivt mot basfallet, blir

V(ts,otn) = [ (b — te) Vts, oo tnor) =

k<n
=[[t—t) J] taor = te) Vit ot 2) = ... =
k<n k<n—1
= [[tn—t) T o1 —te) [](ts = tx) [](t2 — tx) Vi(ta),
k<n k<n-—1 k<2 k<2
och

vilket betyder att

[Tt =t) T] (ot —te) [t = t0) [](t2 = tx) Vt1) = [ [t — 1),

k<n k<n—1 k<2 k<2 i<k
dér k gar fran 2 till n. O
8.9
Matrisen dr inverterbar om det A # 0, och dessutom géller sambandet
1 1
A= — Al = .

det Jet AT <= det ot A

Vi berdknar darfor determinanten:
-3 9 3 6

-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7T -8 —4 -5
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Addition av 3 ganger kolonn 1 till kolonn 2, kolonn 1 till kolonn 3, och 2 ganger kolonn 1
till kolonn 4 ger

-3 9 3 6 -3 0 0 O

-5 8 2 7| |- -7 -3 -3

4 -5 -3 =2| |4 7 1 6

7 -8 —4 -5 7T 13 3 9

Utveckling av rad 1:
-3 0 0 0
-5 -7 -3 -3
4 7 1 6
7T 13 3 9

-7 -3 -3 7 3 3
= (=D (=3)-|7 1 6|+04+0+0=-3|7 1 6=
13 3 9 13 3 9

=3(7-1-9+3-6-134+3-7-3-3-1-13—-3-7-9-7-6-3) =
=3(634+234+63—-39—-3-63—2-63) =3(195—-3-63)=3-6=18#0. O

1 1
detA™ = —— = —.
¢ detA 18
8.10
(a+ 1Dz + y— 3z=1
2z + (2a — 1)y — 32=5 —
2z + y—(2a+1)z=-3
a+1 1 -3 z 1
= 2 2a —1 -3 yl =195
2 1 —2a—-1]| |z -3
= A

Detta ekvationssystem har en entydig 16sning om det A # 0 (eftersom da &r matrisen
inverterbar), annars kan det antingen finns oéindligt med lésningar, eller inga. Vi berdknar
determinanten:

a+1 1 -3
detA=| 2 2a —1 -3 =
2 1 —2a—1

=(a+1)-2a—1)-(-2a—1)+1-(-3)-24+(-3)-2-1—
—(-3)-(2a—1)-2—-1-2-(-2a—1)—(a+1)-(=3)- 1=
=—(a+1)(4a®> —1)—6—-6+6(2a—1)+2(2a+1)+3(a+1) =
=(a+1)(—4a®>+1+3)—12+12a—6+4a+2 =
=4(a+1)(1 —a?) +16a —16 = —4(a+1)(a —1)(a + 1) + 16(a — 1) =
=(a—1)(—4(a+ 1) +16) = (a — 1)(—4a® — 8a — 4 + 16) =
=4(a—1)(—a®* —2a+3) = —4(a—1)(a+3)(a —1) = —4(a — 1)*(a +3) =
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=-3
— detA=0 < —4(a—1)*(a+3) — {a )
a=1.
Det finns alltsa en 16sning om a # —3 eller a # 1. Om a = —3 far vi ekvationssystemet
—2z+ y—3z =1 —2x+ y—3z=1
2c —Ty—324 =5 < —6y—6z=6 <=
204+ y+52 =-3 20422z = -2
—2x+y— 32 =1
— y+ z =-1
0=0

hér ser vi att det finns oéndligt med 16sningar. Om a = 1 far vi

22 +y—3z=1
20 4+y—32=5
2o +y — 32 = -3

dér vi ser att det inte finns nagon losningar eftersom vi har samma véansterled ska vara

lika med olika hogerled.

8.11

Vektorerna bilder en bas om de &r linjért oberoende, och vi kan kontrollera detta linjira
beroende genom att prega in vektorerna i en matris och sedan berikna determinanten,
eftersom vi vet att om determinanten &r nollskild maste vektorerna/kolonnerna/raderna
vara linjart oberoende.

a)
Vi later vektorerna vara kolonner i en matris, vilket ger oss determinanten, som vi vill
ska vara nollskild,

x 1 0 1
1 1 2 3
2 1 2 3
3 x 1 2

Om vi nu anvinder rad 2 for att subtrahera bort det férsta elementet i varje rad far vi

z 1 0 1 0 1—-2 —2x 1-3x
11 2 3] |1 1 2 3
2 1 2 310 -1 -2 -3
3 =z 1 2 0 xr—3 -5 -7

Utveckling av kolonn 1 ger oss

2 115” *22”3 1*33:” l—z —2r 1-3z

=04+ (-1)**t 1. -1 -2 =3 |4+04+0=
0 -1 -2 -3 P
0 2—3 -5 -7 v
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l—2> —2x 1-—3x l—2> —2x 1-—3x
=—| -1 —2 -3 |=| 1 2 3
r—3 —bH -7 r—3 —bH -7

Vi anvénder aterigen rad 2 for att forenkla determinanten:

l—-2 -2z 1-3z 0 —2r—2(1—2) 1-3z—-3(1—=x)
1 2 3 = 1 2 3

x—3 =5 -7 z—3—(x—-3) —-5-2(z-3) —7—3(z—3)
0 —2 -2
=1 2 3
0 1-2z 2-3z

Utveckling av kolonn 1:

0 -2 9 » L
1 2 3 :0+(—1)2+1-1.‘1_2 o 5./ 1T0=
0 1-2¢ 2-3z v t

] -2 -2 | 1 1|

T N1—-2x 2—3x| T|1—-2z 2-—3z|

=2(1-2-3z)—1-(1—-2z)) =22z —1+2—3z) =2(1 — x).

Det linjira beroendet uppstar om

=2(1-2)=0 < z=1,

W N =R
8 = = =
= NN O
N W W

alltsa vill vi att  # 1 for att vektorerna ska vara en bas.

b)

Pa samma sétt som i a), far vi determinanten

1 2 3 =z

2 3 z 1

3z 1 2

z 1 2 3

Subtraktion av rad 1 fran nedanstaende rader:

1 2 3 =z 1 2 3 T
2 3 z 1] |0 -1 r—6 1-—2z
3 2z 1 2/ |0 z—-6 -8 2 —3x
x 1 2 3 0 1-2x 2—3z 3—22

Vi forenklar detta ytterligare med rad 2:

1 2 3 x

0 -1 z—6 1-2z
0 z—6 -8  2-3z|
0 1—-2z 2—-3z 3—a?
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1 2 3 T
10 -1 z—6 1-22 B
0 z—6—(x—6) —8+ (z — 6)? 2—-3x+(1-2x)(x—6)]
0 1—-2x—(1—-22) 2—-3z—(z—6)(1—2x) 3—a% — (1 - 2x)?
1 2 3 T
10 -1 r—6 1—2x _
10 o0 8+ 22— 122+ 36 2-3z+2—6—22%+ 12z
0 0 2—-3z+z—-6-—222+122 3— 224+ 1— 4z + 422
1 2 3 T
0 -1 r—6 1-2x

10 0 22— 120 4+28 —222+4+10x—4
0 0 —2224+10x—4 322—4x+4

Utveckling av kolonn 1 tva ganger ger

2 3 T

-1 z—6 1-—2z

0 22— 122 +28 222+ 10z —4
0 —222+4+10x—4 32% 4w +4

OO O

-1 z—6 1—2x
=(-D*t1-]0  22-122+28 —222+102—4/+0+0+0=
0 —222+10z—4 322 —4x +4

-1 r—6 1-—2x
=10 22— 122 4+28 —222 410z —4| =
0 —2z2+10x—4 3r2 —4x+4

22— 120 4+28 —2224+10x—4

_ (_\1+1 .
=D D D2 U loe 4 30 —dzad

22— 120 4+28 —222 4+ 10x —4 .
2224+ 10z —4 322 —4dx+4

+0+0=

= —((2* — 122 + 28) (32 — 4o +4) — (—22% + 10z — 4)(—22° + 102z — 4)) =
= (202 — 10z + 4)* — (2* — 120 + 28) (32 — 4o + 4) =
=4(2* - bx +2)% — (2% — 122+ 28)(32% — 4o 4+ 4) =
= 4(z* — 52® + 227 — 52 + 2527 — 102 + 222 — 10z + 4)—
— (32 — 4a® 4 42 — 362 + 4822 — 482 + 842% — 1122 + 112)
= 4(z* — 102° + 2922 — 20z + 4) — (3z* — 4023 + 13622 — 160z + 112) =
= 42t — 4023 + 1162% — 80z 4 16 — 32" + 402° — 13622 + 1602 — 112 =
= 2" — 202% + 80z — 96.
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Det dr uppenbart att x = 2 &r en 16sning, vilket tillater oss att gora polynomdivision:

22 + 222 — 162 + 48

25 — 2027+ 80x — 96/ T — 2
—2?(x —2)
223 — 2027 + 80z — 96
—22%(z — 2)
—162% + 80z — 96
—(—16z)(x — 2)
487 — 96
—48(x — 2)
0

Alltsa &ar

x* — 2027 + 80z — 96 = (z — 2)(x® + 22% — 162 + 48).
Denna ér lite klurigare att gissa en rot till, men vi vet att, om det ar ett heltal, maste
det vara en faktor till 48/1, vilket lamnar kandidaterna +1, +£2, +3, +4, +6, +8, +12,

416, +24, och +48. Detta dr ganska manga kandidater, men om man ténker lite kommer
man att inse att x = —6 fungerar. Detta tillater oss att polynomdividera igen:

22 —4x+8
2° + 227 — 167 + 48] £ + 6
—z%(z 4 6)
—42% — 162 + 48
—(—4z)(z + 6)
8z + 48
—8(z + 6)
0

Andragradspolynomet 2% — 4z + 8 har inga reella rétter, och alltsa kan vi konstatera att
vektorerna utgor inte en bas nér

1 2 3 =z
2 3 1
. ‘"f o| = (x+6)(z = 2)(a® — 4z +8) = 0,
z 1 2 3

vilket betyder att vektorerna &r en bas nir x # —6 och = # 2.

8.12
Att matriserna dr inverterbara betyder att det A, det B # 0. Vi betraktar likheten
AB = —BA = det (AB) = det (—BA) = (—1)" det (BA) =
= [produktsatsen] = det A - det B=(—1)"det B - det A =
= [detA,det B #0] = (-1)" =1,

vilket enbart giller for jimna n. O
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8.13
En ortogonal matris, A, har egenskapen A = A~!, och fér determinanter giller det att
det A" — det A och detA™' — ——
det A’
om A #r ortogonal far vi da att
det Al = — 1 et A= — 1 e detA= e
~ detA ~ detA ~ detA

— (detA)? =1 <= detA==+1. O

8.14

a a
A— |21 12 :
az @G22

sa fas D(A()) av att stryka rad i och kolonn 7, vilket i en 2 x 2 matris bara motsvarar
ett element:

D(A(ll)) = 22, D(A(l2)) = a21, D(A(zl)) = a2, D(A(22)) = ail,
och alltsa &r

S 1 [(=)HD(AMY) (—1)1+2D(A(2”>]: 1 [am —am]
5 :

" D(A) [(-1)*D(A1Y)  (~1)*F2D(AR)| T D(A)

—a21 ail
Pa samma sétt for en 3 x 3 matris far man att, om

a1 aiz2 ais
A= |ax a2 a23|,
a3y asz as3

1 D(AGD)  —D(ARD)  D(ABL)
Al = — | —D(A1?))  D(AR2) _D(AB2)
D(A(3))  —D(AR3))  D(AB3)

diar D(A®)) dr den 2 x 2 determinant man far av att stryka rad i och kolonn j.

a)
12
A:{?) 4} — D(A)=1-4-2.3=-2 —
1[4 —2] 1[-4 2
-1 _ _ -
= A —2{—3 1]2[3 —1}
b)

11 12
AL?, 14} = DA)=11-14-12-13=-2 =
1 L {14 —12] 1[—14 12]

— A 5 l-13 11| 2|13 -11

]
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c)
10 2
1 20
— D(A)=04+0+0-2-3-1-0—1-1-2=—8,
och
a3 g 9 _
DAM) =[5 ,|=0-2=-2,
a2y _ 0 L) _ o
DAY =[] |=0-1=-1,
@y 0 3| _g_a__
DA =[] [ =0-3=-3,
@y _ |0 2| _g_,_ _
D(APY) = |, | =0-4=—4,
1 2
(22) —0_9— _
DAP) = || l=0-2=-2,
D(A®) ‘1 g’=2 0=2,
Goy_ [0 2| _ o o
D(A )_‘3 1‘ 0—6=—6,
D(A(32)):‘(1) ﬂ:l 0=1,
@y L 0 _3 o=
D(A®3) ‘03‘ 3-0=3 =
1 D(AOD)  —D(ARD)  D(ABL)
— Al =_ | -D(A1?) D(A<22>) —D(AB2)| =
Al DAY _DA))  DAGY)
-2 4 -6 2 -4 6
1 1
=g |1 -2 —1j=g|-1 2 1
o3 —2 3 3 2 -3
8.15
Lat

u =uze; + r2e2 + r3€3,
v =yie; + y2e + yszes,
W = z1€1 + 22€2 + 23€3,
dar ey, eq, ez ar en ortonormerad bas. Bilda nu matrisen
1 Y1 2~

A= |x2 Y2 29 :[u v W},
r3 Ys Zz3
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alltsa matrisen dar kolonnerna utgors av vektorerna u, v, w. Det giller da att

r1 X9 I3 u
t
A=yt Y2 ys| =|Vv]|,
z1 Z9 zZ3 )%

vilket &r matrisen dar raderna utgors av vektorerna u, v, w. Matrismultiplikation &r bara
en massa skaldrprodukter som utfors (for att fa elementet pa rad ¢ och kolonn j vid
en matrismultiplikation tar man skaldrprodukten av rad ¢ i den véanstra matrisen och
kolonn j i den hogra matrisen), vilket betyder att

u (ulu) (ulv) (u|w)
AtA=|v [u v w} =|{(viu) (v|v) (v|w)
w (wlu) (w|v) (w|w)

Fran kapitel 4 vet vi att
4V = det A = det A?,

vilket betyder att
V2 = (£V)? = (det A)?> = det A’ - det A = [produktsatsen] =

(ufu)
= det (A'A) = | (v|u)

<F
\_/S/
<E

2
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Kapitel 9
9.1

Vi undersoker vart basvektorerna e; och e; hamnar efter den linjéara avbildning, sedan
vet vi att matrisen for den linjéra avbildningen kommer att ges av

[F(el) F(ez)] s
alltsa kolonnerna utgors av vad basvektorerna avbildas pa.

a)

Vid spegling i 1-axeln kommer e; = (1,0) att avbildas pa sig sjélv (eftersom den ligger
redan pa xi-axeln) och e; = (0,1) kommer att avbildas pa (0, —1). Detta betyder att vi
far matrisen

[Fer) Fle2)] = [(1) _01}

b)

Rotation ett kvarts varv i positiv led innebér att e; kommer att avbildas pa e, alltsa
(0,1), och ey avbildas pa —ej, (—1,0), vilket ger oss matrisen

v
)

I planet har linjen 4z + 3xz2 = 0 normalvektorn n = (4, 3), som vid normering blir

1
=-(4,3
n—-(4.3),

vilket betyder att den ortogonala projektionen av en vektor u pa linjen kan skrivas som
u =u- (n|u)n.

For basvektorerna far vi

el = ex— (mlenn = (1,0) = 2((4,3)[(1,0)(4,3) = (1,0) — =(4,3) = 229, -12),
&) = ea = (mlezn = (0,1) = Z((43)| 0, 1)2(43) = (0.1) — 2-(4,3) = 2(-12,16),

vilket ger oss avbildningsmatrisen
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d)

Vi gor likadant som fér projektionen, men istéillet fér att subtrahera (n|u)n, subtra-
herar vi istéllet 2(n|u)n, vilket kommer att spegla vektorn i linjen. Avbildningen for
basvektorerna:

r _ 1 1 _ 8 1
e = 81—2(11 | el)n - (170)_2'5((4’3) | (170))5(473) - (1a0)_%(473) - %(_77 _24)’

. _ 1 1 _ 6 _ 1
¢ = ex—2(n|ex)n = (0,1) 2 =((4,3)] (0,1)z(4,3) = (0,1) ~ L (4,3) = 5-(-24,7),

vilket ger oss avbildningsmatrisen
11-7 -24
/ A
&) @] = 25 [24 7 ]

9.2
a)

Den normerade normalvektorn ges av n = (0,0, 1), och vi far speglingen, precis som i
foregaende uppgift, med formeln

u =u-2(n|u)n,
vilket for basvektorerna blir
e =e; —2(nle)n=(1,0,0) —2((0,0,1)](1,0,0))(0,0,1) =
= (17070) -0= (1’070) =€,
ey, =ey —2(n|ey)n=(0,1,0) — 2((0,0,1) | (0,1,0))(0,0,1) =
=(0,1,0) — 0= (0,1,0) = eq,
e; =e3—2(n|ez)n=(0,0,1) —2((0,0,1)](0,0,1))(0,0,1) =
- (17070) - 2(0707 1) = (0707 71) = —es,
vilket ger oss avbildningsmatrisen

0 0
1 0
0 -1

e e, ej] =

OO =

Alternativt hade man kunnat notera att speglingen sker i x1xo-planet, vilket betyder att
det endast dr xs-koordinaten som kommer paverkas, och den kommer att negeras, vilket
direkt ger en vad basvektorerna avbildas pa, men formeln funkar ocksa.
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b)

Normerade normalvektorn: 1 + 22 + 23 =0 =— n = %(1, 1,1), och projektionen

ges av samma formel som innan, vilket betyder att basvektorerna avbildas pa foéljande
vektorer:

ej =e; — (n]e;)n=(1,0,0) — L((1, 1,1)](1,0,0))

v (1,1,1) =

S
V3
1 1
=(1,0,0) — g(1, 1,1) = g(2,—1, -1),
ey, =e— (n]ey)n=(0,1,0) — %((1, 1,1)](0,1,0))(1,1,1) =

1 1

= (0,1,0) — =(1,1,1) = =(=1,2, -1
(O’ ’0) 3(’?) 3( = )7

eé =e3—(n ‘ e3)n=(0,0,1) — %((17 1,1)](0,0,1))(1,1,1) =

1 1
=(0,0,1)— =(1,1,1) = =(—1,-1,2
( s Yy ) 3(’ ) ) 3( ) ) )7
och alltsa blir matrisen
2 -1 -1
€] e ef] =3t 2 -1
-1 -1 2

c)

Samma normalvektor som i b), vilket ger oss avbildningarna (ténk pa att det dr spegling
nu):

e, =e; —2(n|e;)n=(1,0,0)—2- %((1, 1,1)](1,0,0))(1,1,1) =

2 1
= (1,0,0) — =(1,1,1) = =(1, -2, —2),
(1,0,0) = 2(1,1,1) = o )

e, =ey;—2(n|ex)n=(0,1,0) — ;((1, 1,1)](0,1,0))(1,1,1) =

2 1
= (0,1,0) — =(1,1,1) = =(=2,1,-2
(07 70) 3(’ ) ) 3( ) b )7

e, =e;—2(n|e;)n = (0,0,1) — g(a, 1,1)](0,0,1))(1,1,1) =

2 1
=(0,0,1) — =(1,1,1) = =(-2,-2,1
0.0.1) = Z(L,1,1) = 5(-2,-2,1),

)

och vi far da matrisen

1 -2 -2

1
€] € eg]:§ -2 1 =2
-2 -2 1
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9.3
Vi undersoker vad basvektorerna avbildas pa
d?u du
Flu) = — — 2t—
(W) = 7 a
— r =L@ 2t 1) =0=(0.0,00)
Cdt? ac/ Nk
F(t) = di(t) - 2t£(t) =0-2t-1=-2t=(0,-2,0,0)
o di? e’ I
F(t?) = d—Q(tQ) - 2ti(t2) =2-2t-2t=2—4t% = (2,0, —4,0)
dtQ dt ) Yy ) )
F(t*) = d—z(ti") - 2ti(t3) = 6t — 2t - 3t* = 6t — 6t> = (0,6,0, —6)
dt2 dt s Yy Yy )

vilket ger oss avbildningsmatrisen

0 0 2 0
0 -2 0 6
2 3\ —
Fa) Foy F@) Fe) =0 0 0 o
0 0 0 -6
9.4

15 —11 5

20 —15 8

8 -7 6

Matsisen for F i den nya fas av att avbilda basvektorerna i den nya basen:

15 —11 5] |2 2
F(e}) =F(2e; +3ex+e3) = |20 —15 8| |3| = |3| =2e; +3ex +e3 =¢€]
8 -7 6| [1] |1
[15 —11 5] [3] [6]
F(ey) = F(3e; +4ex +e3) = |20 —15 8| |4| = |8| =2(3e; + 4e; + e3) = 2¢,
_8 =7 6_ _1_ _2_
[15 —11 5] [1]  [3]
F(e}) = F(e; +2ex+2e3) = |20 —15 8| |2| = 6] = 3(e1 + 2e2 + 2e3) = 3e}
|8 =7 6] |2] 6]

Alltsa ges avbildningsmatrisen, i den nya basen, av

SN O
o
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9.5

Det finns ett antal sétt att gora denna uppgift. Man kan antingen bestdmma avbildnings-
matrisen, vilket lampligen gors genom att vilja en ortonormerad bas dér linjen, om det ar
rotationen i rummet, dr en av koordinataxlarna, da far man i planet avbildningasmatrisen

cosf) —sinf
sinf  cosé |’

och i rummet, om z-axeln &r linjen,

cosf) —sinf 0
sinf cosf O
0 0 1

Sedan &r det bara att beridkna determinanten av dessa, men detta dr onddigt arbete.
FEtt annat sitt att gora uppgiften pa ar att konstatera att rotationsavbildningar ar
isometriska, vilket visserligen ér ett senare delkapitel, men det spelar inte sa stor roll, och
alltsa maste ldngden av alla vektorer som avbildas bevaras. Determinanten &r ett matt pa
hur mycket en vektor skalas, dd man avbildar den med matrisen, och alltsa, om matrisen
ska bevara ldngder, maste determinanten vara +1. Vidare behaller ocksa rotationer
orienteringen pa vektorer (alltsa de vinds inte), och dérfor maste determinanten vara
positiv, vilket betyder att determinanten for alla rotationer &r 1.

a)
1.

b)
1.

9.6

Avbildningarna #r projektioner om P? = P. Linjen och planet ges, enligt Sats 1, av
N(P) och V(P), respektive. Om vi kommer fram till att nollrummet till projektionerna
har dimension 1 visar det bade att projektionen &r parallellt med en linje, och att
viarderummets dimension #r tva, vilket betyder att projektionen sker pa ett plan.

a)

1 1 -1 =2 1 1 -1 =2 1 -1 =2
P=5 |3 -1 —6 =>P2:5 =3 -1 6|5 |3 -1 6| =
1 1 4 1 1 4 1 1 4
1 11+ (=1)-(=3)+(=2)1 - (=D + (=1 - (=) +(=2) -1 1-(=2)+(=1) - (=6) +(=2) - 4
= — |(=3) 1+ (=) (=3)+(=6) -1 (=3) - (- + (=) (=) +(=6)-1  (=3) - (=2) +(=1) - (=6) + (=6) - 4| =
4 1-141-(=3)+4-1 1-(=1)+1-(=1)+4-1 1-(=2)+1-(—=6)+4-4
1 2 =2 —4 1 1 -1 -2
=716 -2 -12|=5|-3 -1 -6/ =P. O
2 2 8 1 1 4
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For att hitta nollrummet betraktar vi

%l‘l—%l‘g— .133:0 $1—$2—2l‘3:0
Px)=0 < ( -2z —las-323=0 < { 301 —2, — 63 =0 <
%1’1+%.’E2+2$3:0 ZL’1+1’2+4$3:0
Xry — TI9 — 2],‘3:0 $1—$2—2$3 =0
= —4ay — 12253 =0 <— o + 323 =0 < [z3=1]
2x2+ 6%3:0 0=0
T, = To + 223 = —t x1 -1
— To = —3xr3 = —3t <~ |z2| =t |3,
Igzt 3 1

vilket &r linjen vi soker. For att bestdmma planet kan vi ta tva linjért oberoende kolonner
i projektionsmatrisen, exempelvis kolonn 1 och 2, och sedan férenkla ekvationen

1 -1 Ty
0= —3 -1 To| =
1 1 I3

=1-(-1)-zg+(-1)-z2-14+21-(-3)- 1 —21-(-1)-1—=(=1)-(=3) 23— 1-22-1=
= -3 — 22— 371 +x1 — 33 — T2 = —271 — 2x2 — 4wz < 1 + 22+ 223 =0,

vilket &r planet vi projicerar pa.

b)
-1 1 =3 -1 1 =3/ |-1 1 =3
P=|4 -1 6| =P=|4 -1 6 4 -1 6
2 -1 4 2 -1 4 2 -1 4
—1-(=1)+1-44(=3)-2 —1-141-(=1)+(=3)-(=1) —1-(=3)+1-6+(=3)-4
=4 D)+ (=1)446-2 414 (=1)-(=1)+6-(=1) 4-(=3)+(-1)-6+6-4 | =
2. (=1)+(=1)-444-2 2.1+ (=1)-(=1)+4-(=1) 2-(=3)+(-1)-6+4-4
-1 1 =3
=4 -1 6|=P. O
-1 4
Héar far vi nollrummet
—x14+ 29 —3x3=0 —x14+ x2—3x3=0
Px)=0 — 41 — 29+ 623 =0 <— 329 — 63 =0 <—
21‘1—1‘2+4I3:O $2—2I3:0
—x1 + 22 — 313 =0 T = X9 — 33 = —1
— Ty — 223 =0 < [z3=1] < {20 =213=2t —
0=0 .’)33:t
T -1
<— |z =t | 2
T3 1
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som beskriver linjen. Vi har aterigen en matris med rang 2, vilket betyder att vi kan fa
planet genom att vilja tva linjédrt oberoende kolonner, 1 och 2 duger, och sedan betrakta
ekvationen

-1 1 T
0=]14 -1 zo|=
2 -1 I3

=—1-(--azs+1l-z9-24z-4-(-1)—21-(-1)-2—-1-4-25—(=1)-25- (1) =
=x3+ 229 —4x1 + 2201 — 43 — T3 = —211 + 92 — 323,

vilket betyder att planet som stkes &ar

2381 — T2 +3£C3 =0.

9.7

Vektorerna &r ortogonala, men inte normerade. Efter normering har vi vektorerna

1 1
5(LLL1) och S(1,-11,-1),

vilket motiverar oss att bilda matrisen

—_
e T
|
—_

och, eftersom vi har en ortonormerad bas, kan vi med hjélp av anmérkningen som star
pa samma sida bilda matrisen fér den ortogonala projektion genom att berikna

BB — .
2

_ ==
— |
—_
DN | =
L —|
— =
I~
—_
—_ =
I~
—_
—_
I

1+1 1—-1 141 1-1

Sl f1-1 141 1-1 141| 1

T401+1 1-1 141 1-1 2
1-1 141 1-1 1+1

S = O
= O = O
S = O =
— O R~ O

9.8
Vi bérjar med att bestdmma en bas for N(C).

3x1 + x2 +3x4 =0

l‘1+1‘2+21‘3+ 174:0 171+ 1‘2+2£E3+.T4:0
x=0 <= =
—21‘2—6333 =0

= [z3=135, x4 =t] =

Ty +To+ 223 +x4 =0
To + 3x3 =0
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Ty =—29—2x3 — T4 =5—1

I 1 -1

= —3x3 = —3 —
To X3 S To — 3 +t 0
r3 =S8 T3 1 0
x4 — t 3;‘4 0 1

Vektorerna (—1,0,0,1) och (1,—3,1,0) utgor alltsa en bas for N(C). Vi arbetar gérna
med ortonormerade baser, sa vi tillimpar déirfor Gram-Schmidt:

1

e = E(—1,0,0,1) —
e |(1,-3,1,0
— oo | (1.-3.1,0) - Lo, (1,510~ (o111, -3,1.0))er =

=(1,-3,1,0) — %((—170707 1)](1,-3, 1,0))%

1
=(1,-3,1,0) = 5 (-1 +0+0+0)(~1,0,0,1) =

(-1,0,0,1) =

1 1 1
= 5(2,76,2,0) + 5(71,0,0, 1) = 5(1, -6,2,1) || (1,-6,2,1) =

— (1,=6,2,1) ! (1,-6,2,1) L (1,-6,2,1)
€y = = y T Yy 4y = y T YUy 4y .
>T(1,-6,2,1)]  VI+36+4+1 12
P& samma sétt som i foregaende uppgift bildar vi nu matrisen
1 1
V2 V42
0 -
B=| , }f
1 i
Ve Va2

r1 1
V2 Va2
0 __6_ 1 0 0 -1
BB'=| , YU s o ?|=
. @ V2 V&2 VB V2
L V2 Va2
r 1 1 6 2 1 1
141 o9-6 g2 1.1
2_ ¥ B ,_ 1B 767
|27y Yty Y 7| =
0+ 35 0—? 0+5 0+3
1 1 1
3t O0-5 0+5 s+ 5
2041 -6 2 2141 2 -6 2 -2
1| -6 36 -12 -6 | 1|-6 3 -12 —6|
42 2 ~12 4 2 2|2 -—12 4 2 | =
214+1 -6 2 21+1 20 -6 2 22
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9.9
S =E - 2BB'.

I denna formel &r B en kolonnmatris, i form av en normerad normalvektor, vilket kan ses
som en ortonormerad bas for ett underrum med dimension 1. Fran tidigare uppgifter vet
vi att den ortogonala projektionsmatrisen ges av BB', om B har kolonner som utgdr en
ortonormerad bas. For att spegla en vektor tar man vektor minus 2 ganger projektionen
av vektorn pa normalen, alltsa

u' =u-—2(n|u)n,
vilket pa matrisform da kommer att bli
u = Eu—2BB'u = (E — 2BB")u,

dér vi avlaser att avbildningsmatrisen ar just det som formeln foreslog.

9.10
a)

Man kontrollerar snabbt att determinanten ar 1, vilket betyder att det &ar en rotation,
och dessutom kan man skriva
) —sin(=%)

7l )=l W&

vilket #r rotationsmatrisen for rotation —m/4 radianer.

SEESE]

b)

For denna matris dr determinanten —1, och alltsa ar det en spegling. Vi tittar dirfor pa
ekvationen
Sx=x < (E-S)x=0,

a7 = e-s-sln w-als 5

dar

~13(12 -5 13 |-12 18

vilket ger oss ekvationsysstemet

41‘1 — 6.%‘2 =0 2.1‘1 — 3372 =0
=
—621 + 922 =0 0=0.

Dér vi kan avldsa att nollrummet till E — S utgors av linjen
201 — 319 =0 <— 221 = 3332,

vilket da &r den linje som avbildningen speglar i.
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9.11
a)

Man kan kontrollera att matrisen har determinanten 1, vilket visar att det &r en rotation.
Pa samma sitt som i den foregaende uppgiftens b)-del far vi den geometriska tolkningen
genom att bestdmma nollrummet till E — A, vilket 4&r samma sak som att 16sa ekvationen
Ax = x, ddr A dr matrisen i uppgiften.

1 1 —4 § x1 x T, — 4o + 8x3z = 914
Ax = x — 5 8 4 1| |zo| = |x2| — 8xr1 + 4xo + x3 =919 <—
4 =7 4 T3 T3 —41’1+7£L’2+4(E3:9£L’3
—8x1 —4x9 +8x3 =0 —8x1 — 4xo+ 8xr3=0
<= 8r1 — %9+ 23=0 <— — 929+ 923=0 <—
—4x1 4+ Txeg — D23 =0 1829 — 1823 =0
21‘1+l’272173 =0
— Tog — X3 =0 < [z3 =2t <
0=0

Ilz—I2/2+I3:—t+2t:t
— To =1x3 =2t
$3:2t

Avbildningen &r alltsa en rotation kring linjen ¢(1, 2, 2). For att bestimma rotaionsvinkeln
véljer vi en vektor som dr ortogonal mot rotationsaxeln, exempelvis v = (2, —1,0).

1 —4 8 2 6 2
F(v):% 8 4 1] |-1 :% 12 :% 1,
4 —7 4| o 15 5

och vinkeln fas sedan av, som det star pa sidan till vénster,

(VIF(v)) _ 3((2,-L0)|(2,4,-5)) _

cosf = =
VIIFV) (2, —1,0)[[(2,4, —5)|
1 4—4-0 s
=3 =0 = 0==+_.
3 |(27_]—70)||(2a47_5)‘ 2

Vilken riktning rotationen sker at fas av att berdkna kryssprodukten
1 1 5
v x F(v) =(2,-1,0) x §(2,4,—5) = 5(57 10,10) = 5(1,2,2).
Eftersom denna vektor har samma riktning som linjens riktningsvektor dr sker rotationen

moturs sett fran spetsen pa (1,2,2). Sammanfattningsvis svarar avbildningen mot en

rotation kring linjen #(1,2,2), 7/2 radianer sett fran spetsen pa linjens riktningsvektor,
(1,2,2).
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b)

Aterigen &r det en rotation eftersom determinanten &r 1. Vi tillimpar samma algoritm
som ovan:

0 1 0] |z 1 T2 =1
Ax=x < (0 0 1 To| = [T2| < T3 = Ty <
1 0 0 T3 T3 T1 =13
—21 + 2o =0 —21 + 2o =0
= —22+x3=0 < —22+x3=0 <
T *Igio 1'271’3:0
T — T2 =0 T =T =1
<~ To — T3 =0 <= [.xg:t] < To =23 =1
0=0 $3:t

Alltséa beskriver matrisen en rotation kring linjen #(1,1,1). Vi véljer en vektor som &r
ortogonal mot denna riktningsvektor for att bestdmma vinkeln, och riktningen. En sadan
vektor dr v = (1,—1,0).

01 0
F(v)=10 0 1] |[-1] =10
100

Vinkeln ges nu av

,_ (VIFV)  (L-L0)[(-1,0,1)) -1-0+0 1 2
- )_ _

~ VIFV] 1, —1,0)[[(=1,0,1) NN TS v

For att avgora at vilket hall rotationen sker betraktar vi kryssprodukten

COSs

v X F(V) - (17*170) X (71,07 1) = (717*1a 71)7

vilket &r i motsatt riktning fran linjens riktningsvektor (—1,—1,—1), och alltsa &r
rotationsvinkel —27 /3. Sammanfattningsvis tolkas avbildningsmatrisen som en rotation
—2m /3 radianer kring linjen ¢(1,1,1) sett fran spetsen pa vektorn (1,1, 1).

9.12
a)

Man kan kontrollera att determinanten &r 1, vilket betyder att det adr en rotaionsmatris.
Vi gor darfor som i 9.11.

) 6 2 3] [n T —6x1 + 229 + 3x3 = Tx1
Ax:x<:>? 2 =3 6| |x2| = 2| = 211 — 329 4+ 623 = Try <—
3 6 2| |3 x3 3z, + 6xo + 223 = Txs
—13z1 + 229 +3x3 =0 —13z1+ 222+ 3x3=0
<= 227 — 10z + 623 =0 <— — 12625 + 8423 =0 <—
3x1+ 6x92 —5x3=0 84x5 — 5623 =0
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—13x1 4+ 229 + 323 =0 —13x1 + 222 + 323 =0
= =322+ 223 =0 < — 3z + 213 =0 <=
31‘2721’3:0 0=0

xr| = (2.2?2 +3.’L‘3)/13 =t
— [$3:3ﬂ — x2:2x3/3=2t
$3:3t

Matrisen dr ddrmed en rotation kring linjen ¢(1,2,3). En ortogonal vektor till riktnings-
vektorn (1,2,3) dr v = (2,—1,0), och

Detta ger oss rotationsvinkeln

(vIF(v) _ ((2,-1,0)[(=2,1,0)) _ —4-1+40
= = = =-1 = 0=+=m.
MFOL 1@ -LOl—2L0) ~  v5vs

Eftersom 7 radianer &r ett halvt varv spelar det ingen roll om det &r plus eller minus,

och alltsa vilket hall som rotationen sker at, vilket betyder att direkt kan faststilla den
geometriska tolkningen for matrisen som en rotation ett halvt varv runt linjen ¢(1, 2, 3).

b)

I detta fall blir determinanten —1, vilket betyder att det &r en rotation atféljd av en
spegling (Sats 3). Vi undersoker denna matris, genom att betrakta ekvationen

1 7 —6 6 T 1 Tx1 — 622 + 623 = 1124
Sx:X<:>ﬁ —6 2 9| |xa| = |x2| = { —6x1+ 225+ 923 = 1lay <—
6 9 2] |z T3 611 + 972 + 273 = 1123
—4x1 — 6x9 + 623 =0 21+ 3x9 — 323 =0
<~ —6x1 — 929+ 923 =0 <= —2x1 — 322+ 323 =0 <=
6x1 +9x9 — 923 =0 2rx1 +3x2 —3x3 =0
2x1 + 3x2 — 33 =0
= 0=0
0=0

Ur detta kan vi avlédsa att matrisen motsvarar en spegling i planet
2x1 + 3x9 — 3x3 = 0.

Om man istéllet vill ta reda pa linjen som man forst roterar kring betraktar man istéllet
ekvationen

1 7 —6 6| |21 z1
SX:7X<:>H —6 2 9| x| =— |29 —
6 9 2 X3 T3
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Tx1 — 6xo + 623 = —11xq
< ( =621 + 222 4+ 923 = —1lzy <—
6%1 + 9332 + 21’3 = 7113’53

18x1 — 622+ 6z3=0 6x1 — 229+ 223=0
<— (¢ —6x1+13z9+ 923 =0 <= < —6x1+ 1322+ 923 =0 <—
6x1+ 922 +1323=0 6x1 + 9xo + 1323 =0
6rx1 — 220+ 2x3=0 31 — x9 + 3 =0
— 1lzs + 11z =0 <— To + 23 =0 < [z3=-3t] <
11z 4+ 1123 =0 0=0

T = (LL'Q — 1‘3)/3 =2t
To = —T3 = 3t
$3:—3t

Hir ser vi att linjen vi roterar kring beskrivs av ¢(2,3, —3) (notera att detta #r normal-
vektorn till planet).

Varfor dessa grejer blir som de blir kommer att tydliggoras i néista kapitel med egenvirden
och egenvektorer.

9.13
a)

Om A ir en spegling sa maste det giilla att A2 = E, alltsi A ir sin egna invers, men en
spegling dr ocksa en isometri, vilket betyder att A maste vara en ortogonal matris. Alltsa
ar
AAL=A2=F — A2 A=A = A=A [
=E

b)

For spegling i ett plan kan vi enkelt visa pastaendet genom att konstruera avbildnings-
matrisen. Lat

dér a® + b + ¢® = 1, vara planets enhetsnormal. Enligt (9.15) far vi avbildningsmatrisen

1 0 0 a®> ab ac 1—2a%2 —2ab —2ac
A=E-2BB"'=(0 1 0| —-2|ab b* bc|=| —2ab 1-20> —2bc | =
0 0 1 ac be 2 —2ac —2bc  1—2¢2
1—2a%2 —2ab —2ac
= detA=| —2ab 1-—-2b> —2bc |=
—2ac —2bc  1—2¢

= (=2a% +1)- (=20 + 1) - (—2c® + 1) + (—2ab) - (—2bc) - (—2ac) + (—2ac)(—2ab)(—2bc)—
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—(—2ac)- (20> +1)-(—2ac) — (—2bc) - (—2bc) - (—2a* +1) — (—2c* +1) - (—2ab) - (—2ab) =
= —(2a* — 1)(20* — 1)(2¢* — 1) — 8a%b*c? — 8a*b*c*+
+4a2c?(20% — 1) + 4b%c%(2a% — 1) + 4a*b*(2¢* — 1) =
= —(4a®V® — 24 — 2b* + 1)(2¢* — 1) — 16a%b*c+
+8a2b%c? — 4a%c? + 8ab?c? — 4b%c? + 8a’b?? — 4a%h? =
= —(8a*b?? —4a*b* —4a®c?+2a% —4b? P 4+-20* +2¢% — 1) +8a%b* ¢? —4a* A — 4b** —4a*b* =
=202 -20" -2 +1=1-2*+b*+cH)=1-2-1=-1. O

Pa ett likartat, fast betydligt mindre numeriskt kravande, kan vi konstruera avbildnings-
matrisen for en spegling i origo. For att spegla i origo behéver man helt enkelt bara
negera vektorn, vilket betyder att

A=—E = detA=det(~E) = —1,

eftersom vi ar i rummet. O

Slutligen har vi bara fallet med en linje kvar. En godtycklig linje i rummet, som passe-
rar genom origo (den maéaste passera genom origo for att speglingen ska vara en linjir
avbildning) kan skrivas som t(a, b, ¢). Av anledningar som snart blir uppenbara &r rikt-
ningsvektorn (a, b, ¢) normerad, si a?+b%*+c? = 1. For att konstruera avbildningsmatrisen

betraktar vi forst bilden nedan.

ta,b.c)

Hér ser vi att
Au=u-2u"=u-2u—-u)=2u"—u,

dér v’ &r den ortogonala projektionen av u pa linjen. Projektionsmatrisen for den
ortogonala projektionen pa det underrum som linjen genereras ges av BB', dér B ir
samma matris som ovan, fast nu med linjens riktningsvektor istéllet for planets normal.

Detta betyder att
Au=2u —u=2BB'u— Fu = A=2BB'—E.
Detta ger oss determinanten, eftersom A &r en 3 x 3 matris,

det A = det (2BB" — E) = det (—(E — 2BB")) = —det (E — 2BB") =
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=—(1-2a®+0*+c*))=20*+bv*+c*)-1=2-1-1=1.

Eftersom vi har samma matris som f6r spegling i ett plan (ganger en konstant) kunde
vi direkt sdga vad determinanten har for virde, och eftersom detta virde ar 1 ar vi
klara. O

Det finns sékert ett snyggare sitt att gora denna uppgift pa, som inte bygger pa att man
konstruerar dem exakta avbildningsmatriserna och berédknar determinanterna, men detta
fungerar, och jag orkar inte sitta hir och ténka ut detta béttre sétt.
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Kapitel 10

10.1

Om vi antar att projektionen sker pa ett plan, sa kommer alla vektorer som redan ligger
i planet att projiceras pa sig sjélv, vilket foljer direkt av att

P? =P

)

och alltsa maste 1 vara ett egenvirde till en projektion. Ett annat alternativ &r att om en
vektor &r ortogonal mot projektionsplanet, sd kommer projektionen att vara nollvektorn,
vilket betyder att 0 ocksa &r ett egenvirde. Detta kan ocksa ses av att en projektion
maste ha ett nollrum med dimension > 0, och alltsa maste projektionen ocksa ha 0 som
egenvirde (ekvationen Pu = 0 = X - 0 har icke-triviala lésningar). Man kan &ven fa fram
detta genom att titta pa

PP=P — P’u=Pu — P’u—Pu=0 — P(P—E)u=0.

For speglingen &r det likartat. Om vi igen antar att speglingen sker i ett plan, sa kommer
alla vektorer som ligger i planet att avbildas pa sig sjdlva, alltsa ar ett egenvérde 1.
Vidare kommer en vektor som &r ortogonal mot planet vi speglar i helt enkelt véndas,
vilket betyder att speglingar ocksa har egenvirdet —1. Detta kan fas ur sambandet

S?=F = Su=Fu = S’u—EFu=0 = (S—E)(S+E)u=0.

10.2

Lat alla matriser betecknas med A. Vi stéller upp det karakteristiska polynomet:
p(A) =det (A— AE),

och letar efter nollstéllen. Sedan sétter vi in eventuella nollstéllen (egenvirden) som vi
hittar i
(A= XE)x =0,

och l6ser for x, vilket ger oss egenvektorerna.

a)
5-A 6

p()\)det(A)\E)' o _9_\

'(5/\)(2>\)+12

=—(104+5A =22 =) +12=X2 -3 +2=(A—-1)(A—2),

vilket ger oss egenvérdena

A =1
AN =0 <
p(\) {)\2_2,

och egenvektorerna

M=1: (A—1-E)x=0 < {5__21 _26_1} szm =
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41 + 629 =0 2x1 + 3xo =0
= = [ =2 =

—21’1—31’220 0=0

e T Ee2=8 {xl} —¢ [_3}
To = 2t To 2

M=2: (A-2-E)x=0 < {5_2 0 } xl}_m —

-2 =2-2] |z 0
3r1 4+ 6x2 =0 T1 + 229 =0
= — = [z =1] &=
—2331—4332:0 0=0

xry = —2$2 = -2t T —2
S < =t .
To = t T2 1

Vi har alltsa egenvirdena 1 och 2, samt egenvektorerna ¢(—3,2) och ¢(—2,1).

b)
1-x -3
p(A) = det (A — AE) = —(1=NE2=N)+9=
3 2-)
:2—A—2A+A2+9:/\2—3A+11=(A—%)M%.

Detta polynom saknar reella rotter, vilket betyder att reella egenvirden saknas.

c)

2-X1 -1 1
p(N) =det(A—XE)=| -1 2-X 1|=
-1 12

=2-A*+1-14+2-N—-2-N—-(2-))=
=2-N@2-N?-1)=2- N4 -4+ -1)=2-NN\ -4\ +3) =
=2-MA-1D)A=3)=-A-1)A-2)(A-3).

Dar vi enkelt avldser egenvirdena

A =1
Ao =2
A3

Detta ger oss egenvektorerna

0
AM=1: A-1-E)x=0 <+ | -1 2-1 1 zo| = |0 =
0

r1 — a9+ a3 =0 x4 — To+ 3 =0
= (—T1t+r2ta3=0 = 2x3 =0 < [12=1]
—z1+x2+23=0 0=0
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T =x2—x3 =1 1 1
<~ To =1 <~ |zo| =1 |1
3’53:0 r3 0
2—-2 -1 1 T 0
=2: A-2-E)x=0 < | -1 2-2 1 zo| = |0 =
—1 1 2—2| |x3 0
—x9+23=0 —x1 + 22 =0
< ( —11 + 23 =0 <— —To+x3=0 <
—x1 + 22 =0 —x1 +x3=0
—x1 + X2 =0 1 = T2
<— — 2o+ x3=0 < To =1r3 <—
—xo+23=0 0=0
I 1
= [z3=1t] <= r1=a0=23=1 <= |12| =1 |1
I3 1

2—-3 -1 1 T 0
AM=3: (A-3-E)x=0 < -1 2-3 1 ro| = [0 <=
—1 1 2—3 T3 0

—r1—2x2+x3=0 —r1 — T2+ I3 =
= {21 —Ta+r3=0 = 0=0 < [z3=1] —
—x1+x2—23=0 2x9 — 2x3 =
r1=—22+x3=0 €1 0
— To =x3=1 — |zo| =t |1
T3 =1 r3 1

Vi har alltsa egenvirdena 1, 2, och 3, med motsvarande egenvektorer ¢(1,1,0), (1,1, 1),
och ¢(0,1,1).

d)
0-Xx 1 0
p(A\) =det(A—XE)=| -4 4—X 0 |= [utveckla kolonn 3] =
-2 12—
343 - 1
=040+ (=1 2-X)-| ), | =2 NEAE - +4) =

= (A= 2)(—4A+ A2+ 4) = —(A - 2)%

Egenvirdena ges av att
p(A) =0 <= A\ =2.

Egenvektornerna:
0—-2 1 0 1 0
M=1: (A-2-E)x=0 < -4 4-2 0 ro| = [0 <—
-2 1 2—-2| |3 0
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—2x14+ 22=0 —2x1 4+ 22 =0
= { —dr + 229 =0 <= 0=0 < [z2 =25, z3=1] <
72%14’ .%2:0 0=0
Ty =2x9/2=s 1 1 0
& (ax9=35 — |zo| =5 |2+t |0
Igit I3 0 1

Dir vi avléser egenvektorerna s(1,2,0) och ¢(0,0,1).

10.3

Lat x vara en egenvektor till den inverterbara matrisen A, med egenvarde A. Da géller
det att
Ax=Xx <= x=A1 M) =M x = A x=)"x. O

10.4
Antag att

aiy ... Qin

apl ... Qnn

uppfyller att
ZAj =1 < Zaij =1.
i=1

Det karakteristiska polynomet for A ges av
p(A) =det (A— AE) = det ((A — )\E)t) = det (A" — AE") = det (A" — \E),

dar
air ... Gpl A
At = =

A1in - Qpn A

A och A? har alltsd samma egenviirden, s& om vi visar att A® har egenvéirdet 1 kommer
dven A att ha det. Lat

1 aii e Qp1 1
x=|..| = Alx=|.. .. .. .| =
1 A1 .o Gpn 1
> A

ain +a +- -+ an : 1
G1p + G2p + - -+ Apn .

> An

vilket visar att x #r en egenvektor till A*, med egenvirdet 1, vilket betyder att dven A
har egenvirdet 1. O
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10.5

()= x(t) + y(t) —2z(1) 2 (t) 11 —2] [z(t)
Yt = 2(t) S2at) e Y| =2 0 —2| |y®)
2(t) = —2z(t) + y(t) + 2(t) /() -2 2 1] [=()
T
Om vi kan hitta egenviirden och egenvektorer till A, sa ges losningen av (10.6). Vi bildar
dérfor det karakteristiska polynomet:

1-x 1 —2
pA)=det(A=XE)=| 2 —-Xx =2 |=
—2 2 1-X

= AN1=A?4+4-8+4r—2(1 -\ +4(1-)) =
=-AN1-XN?—4+42+2(1-)) =

= AN1-XN2=20-N=—-(1-NA=X+2)=

=—A=-DAN=-A=-2)=- A=A +1)(A—-2).

Héar avldser vi egenvirdena ur

A =-1
p(A) =0 < (A2 =1
Ay =2,
vilket ger oss egenvektorerna
1+1 1 -2 T 0
M=-1: (A-(-1)-E)x=0 < 2 0+1 =2 y| = |0| <=
-2 2 1+1f |2 0
2r+ y—22=0 2o+ y—2z
= 2+ y—22=0 0=0 < [z=1t]
—2x+2y+22=0 3y =0
T=—y/2+z=t 1]
< (y=0 = |y| =t |0
z=t1 z 1]
-1 1 -2 [7] 0
X=1: (A-1-E)x=0 << 2 0-1 =2 y| = |0| =
-2 2 1—1] |z 0
y—22=0 —r+y =0
— 20 — y—22=0 <= Yy—2z2=0 <=
—2x + 2y =0 20—y —22=0
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—z+y =0 —r+y =0
= y—22=0 < Yy — 2z =0 <
y—2z=0 0=0
r=y=21 T 2
= =tly=22=2t <= |y|=t]2
z=t z 1
1-2 1 -2 x 0
AM3=2: (A-2-E)x=0 < 2 0-2 =2 y| = |0| <=
-2 2 1-2| |z 0
-4+ y—22=0 —r4+y—22=0
= 2r -2y —22=0 < —62=0 < [y=1t] <
—2x+2y— 2=0 32=0
r=y—2z=1 T 1
= (y=t — |y| =t|1
z=0 z 0

Vi har alltsa egenvektorerna
e = (170a1) 3 €y = (27271) ) €3 = (17170)7

vilket ger oss 16sningen

u(t) = C1€>\1tel + 026A2t82 =+ C3€>\3t83 =
x(t) 1 2 1
— |yt)| =cre7 |0| + e [2] + ez |1
z(t) 1 1 0
b)
2(0) 2 1 2 1 2
y(0)| = [1| <= 1 [0+ 2|+ |1| = |1 =
2(0) 1 1 1 0 1
c1+2co+c3=2 c1+ co =1
= 200 +c3 =1 <— c1+2c0+c3 =2 <
c1+ ¢ =1 202+03:1
c1+ ¢ =1 c1 + co =1 c1=1
<= co+tcez3=1 <— cot+c3=1 << (c3=0
262+C3:1 C2 =0 63:1,
vilket ger oss losningen
x(t) 1 1
yt)| =e " |0] +€* |1
z(t) 1 0

129



Markus Bolinder

10.6
1 -1 47 [z()
5 ] [y@]_
2 1 -1
=A

Vi forsoker aterigen hitta egenvérden och egenvektorer till A, sa att vi kan anvinda
(10.6). Karakteristiska polynomet:

1-)x -1 4
p(A)=det(A—ME)=| 3 2—-X -1 | =
2 R
=—(1-N2-N1+N+2+12-82-X1) =31+N)+(1-)\) =
=—(1-N2=N14+N)+14—-16+8\ -3 -3\ +1—- A=
=—(1-=N2=N0+N)—44+4A=—-1-N2-N1+XN) —4(1-)) =
=—(1-N(E2-NA+N)+4)=—-1-N2+22 - A -\ +4) =
=—A=DAN=A=6)=—-A—-1)(A+2)(\—3),

dér egenvérdena ges av

A= -2
p(A)=0 <= (=1
A2 =3,

vilket ger oss egenvektorerna

1+2 -1 4 T 0
M=-2: (A—(-2)-E)x=0 [ 3 242 -1 ] [y]z{O} —
z 0

2 1 -1+2
3r— y+42=0 3z — y+42=0
= (Jrx+4dy— 2=0 <= 5y — 52 =0 <—
2+ y+ z=0 5y —52 =10
3r —y+4z =0
= y— z =0 < [z=t] &
0=0
v=(y—4z)/3=—t x ~1
= (y=z2=t — |yl =t]|1
P z 1
1-1 -1 4 T 0
=1 A-1-E)x=0 < 3 2-1 -1 y| = |0 =
2 1 —-1-1] |z 0
—y+4z=0 2 +y—2z=0
= (3rxt+y— 2=0 <= —y+42=0 <=
20 +y—22=0 3z4+y— z2=0
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20 +y—22=0 20 +y — 2z =0
= —y+42=0 = —y+4z =0 <
—y+42=0 0=0
r=-y/2+z=—t T -1
= [z=t]{y=4z=4t — |yl =t| 4
z=1 z 1
1-3 -1 4 T 0
AM3=3: (A-3-E)x=0 < 3 2-3 -1 yl = |0 =
2 1 —-1-3| |z 0
—2rx—y+42=0 -2z — y+ 4z =0
— Jx—y— z2=0 < 6x — 5y + 10z =0 < [z=1] &
20 +y—42=0 0=0
x=-y/24+2z=1 x 1
= Sy=22=2t — |y| =t|2
z=t z 1

Vi har alltsa egenvektorerna

€] :<_171a1) ) 62:(_17451) ) 63:(1,2, 1)7
vilket ger oss 16sningen
u(t) = creMle; + coe™ley + czeles «—
[(t) -1 -1 1
— |yt)| =cre7® | 1 | +coe’ | 4| +c3e® |2
| 2(t) 1 1 1
Begynnelsevirden ger oss ekvationssystemet
2(0) 4 -1 -1 1 4
y0)| = 1| <= |1 |+ |4 |+ |2 =]|1|
z(0) 10 1 1 1 0
—C1 — C2+ 03:4 —c1 — Co+ 03:4
<= c1+4co +2c3 =1 <— 3ca +3c3 =5 <—
c1+ co+ c3=0 2c3 =4

Cl:—4—CQ+63:—4+1/3+2:—5/3
— {cy3=5/3—c3=5/3—-2=-1/3
6322.

Detta betyder att 16sningen &r

z(t) 5 -1 4 [+t 1
y(t)| = 7567% 1| - get 4 | +2e3 |2
2(t) 1 1 1
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Vi ar dock bara intresserade av

5 1
7672t+76t+263t —

@ =3 3

5 1
= x(t)-e 3 = ge*5t+§e*2t+2%0+0+2:2, da t — oo.
10.7
a)
ai; — A ar a3 e ain
a21 agy — A a23 s a2n
det (A — )\E) = as1 as2 ass — Ao a3n
an1 an2 an3 o Apn — A

Om man utvecklar denna determinant ldngs kolonn ¢ kommer man att stryka tva element
a; — A och aj; — A (eftersom man stryker kolonn ¢ och rad j for att berékna den
relevanta underdeterminanten), sa linge man inte dr pa huvuddiagonalen (da dr j = 4),
ddr man endast stryker a;; — A. Alltsd kommer alla underdeterminanter som inte ar
lings huvuddiagonalen att bidra med, som hogst, A"~ 2-termer, och alltsd maste A"~ 1-
termen komma fran huvuddigonalen, eller mer specifikt av produkten av alla element pa
huvuddiagonalen, alltsa:

(a11 = A)(az2 = A) -+« (ann — A),

pa samma sitt som i b)-uppgiften nedan (A\; = a;;) kommer man, om man utvecklar
denna produkt, fa
(@11 = A)(ag2 = A) -+ (@nn — A) =

=(=1)"N"+((=1)" tar1 +(=1)"age + -+ (=) an )N T o arn azn o an, =
= (="' + (=1)" a1 + ag2 + - - + ann) N F -+ @11 - G2z - G,

diir vi ser att koefficienten framfor dr (—\)"~1 &r

a1 +ase+ -+ ap, =trA. O

b)

Det karakteristiska polynomet for en n x n matris kommer att ha n egenvérden/rétter
(om man inkluderar multiplicitet), beteckna dessa rotter med Aq, Ag, ..., A,. Vi kan da
skriva det karakteristiska polynomet som en faktor av alla nollstéllen:

PA) = (A=A = A) - (M = A),

detta skrivsiitt tar ocksa hinsyn till att hogstagradstermen har koefficienten (—1)™. For
att f4 A"~ !-termen téinker vi lite kombinatoriskt. Vi maste ha n — 1 A, vilket betyder att
vi for varje term i koefficienten maste valja —\, ur faktorn A\, — A\, n — 1 ganger, vilket
betyder att vi far

A =NA2=A) - (A = A) =

= ()" N+ ()" A+ (D" o+ (DTN A A A,
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alltsa ir koefficienten framfor A1
D" M+ (D" e+ (DT A = (DT A Ae e+ A,
och framfér (—A)"~! blir den da
MFX+--+ A, =trA. O

c)
Fran b) vet vi att

p(\) =det (A= AE) = (=1)" A" 4+ (=) Mr AN o b N AN, =

= p(0)=det(A—0-E)=det A=04+0+ -4+ A Ao~ A=A - A+ A, O

10.8

Vi letar efter egenvirden och egenvektorer, och om det finns tre linjirt oberoende egen-
vektorer, eller, det mer strikta kravet, tre olika egenvérden, dr matrisen diagonaliserbar.
Matrisen T ges av att bilda en matris vars kolonner &ar egenvektorerna.

a)

Egenvirdena ges av
0=det(A—XE)=]| 2 —4 - A 3 | =

=—(1-=XN?4+N)—18—12+6(4+N) +6(1—X)+6(1—)\) =
=—A=1)*A+4)—30+24+6X+12—- 122 = —(A = 1)} (A +4) +6 — 6 =
=—A=DA=1DA+4)+6)=—-A=1)(A\>+4\ - A —4+6) =

A= —2
=—A=DN4+30+2)=-A-1DA+1)A+2) = { Ay =-1
Mg =1

Eftersom vi har tre olika egenvirden kan vi direkt séiga att A dr diagonaliserbar. Egen-
vektorerna:

1+2 -3 3 1 0
M=-2: (A—-(-2)-E)x=0 < 2 —-4+2 3 z2| = |0 =
2 2 142 |3 0
31 — 329+ 323 =0 r1 — To + X3 =0
= {221 — 229+ 323 =0 <— T3 =0 < [12=1] &=
2%172.’524’31‘3:0 0=0
1 =22 —x3 =1 1 1
<~ To =1 — |z =1 |1
1‘3:0 r3 0
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1+1 -3 3 T 0
do=-1: (A= (-1)-E)x=0 < 2 —4+1 3 zo| = |0 <=
2 -2 14+1] |3 0
201 — 3x9+ 323 =0 2x1 — 3x9 + 323 =0
— (221 — 319+ 323 =0 <= 0=0 <= [z3=t] <
2I1—2I2—|—2SE3:O To — I3 =
£1=3(l‘2—l‘3)/2:0 T 0
= Saxs=ux3=1 — |xo| =t |1
.’E3:t T3 1
1-1 -3 3 1 0
=1 (A-1-E)x=0 < 2 —-4-1 3 z2| = |0 =
2 -2 1—1] |z3 0
*31’2+31’3:O X1y — T2 =0
<— (221 —br0+3r3=0 <— — 29+ 23=0 <—
2x1 — 229 =0 21 — 59 +3x3 =0
1 — T2 =0 1 — T2 =0
<= — 22+ 23=0 <= — X9 + T3 =0 «<—
—31'2+3$3=0 0=0
X1 1
= [z3=t] <= 1= =13=1t < |z2| =t |1
I3 1

Vi kan nu bilda matrisen T med hjélp av dessa egenvektorer. Om vi véljer ¢ = 1 blir

1 0 1
T=11 11
0 1 1
b)
Egenvirdena ges av
-3-x -1 -1
0=det (A—\E) = 8 2—A 1 |=
-2 0 1—-A

=—B+N2-N1-N)+2-0-22-X)+8(1—-N)+0=
=-B+N2-NI-N)+2-4+2X+8-8\=
=—A+3)A=2)A-1)+6-6A=-A-1)((A+3)(A=2)+6) =
=~

A=A =204+30-6+6)=—(A— 1A+ ) =
A =1
= MA-1)A+1) = { A =0
As = 1.
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Aterigen ir denna matris diagonaliserbar eftersom vi har tre olika egenvirden. Egenvek-
torerna:

-3+1 -1 -1 T 0
M=-1: (A—-(-1)-E)x=0 < 8 241 1 zo| = |0 <=
-2 0 141 |3 0
72%17 o — LL‘3:0 721’171’27 1’3:()
<— 8r1+3r2o+ 23=0 <— —T9—3x3 =0 <—
—2x1 +2x3=0 To+ 3x3 =0
21+ a9+ T3 =0
— x2 + 3x3 =0 < [z3=1]
0=0
xr1 = —(1‘2 —|-IIJ3)/2 =t xl— 1
& (a9 =—3x3=-—3t <~ |zo| =1t -3
$3:t $3_ 1
-3 -1 -1 [z 0
A=0: (A-0-E)x=0<«<= |8 2 1 z2| = |0 =
-2 0 1 _1‘3 0
—3x1— x9—23=0 —3rx1— 22— x3=0
<~ 8x1 + 229 + 23 =0 <= — 229 — b3 =0 <=
—2x1 +x3=0 2x9 +5x3 =0
3r1+ a2+ x3 =0
— 219 + Sx3 =0 < [13=2t] <
0=0
1= —(r2+x3)/3 =1 Ty 1
= (xo=—br3/2=—bt = |x2| =t |5
x3 = 2t r3 2
-3-1 -1 -1 T1 0
A=1: (A-1-E)x=0 < 8 2-1 1 z2| = |0 =
—2 0 1—1 |z3 0
—4331—$2—.133=0 T =0
— 8r1+x2+x3=0 <= —12—23=0 <
721’1 =0 ZL’Q+£L’3:0
T =0
— To + 13 =0 < [z3=t] <
0=0
(E1:0 T 0
< Tog = —x3 = —t <— |z =t -1
T3 = I3 1
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Vi bildar nu matrisen T genom att lata egenvektorerna vara kolonner (¢ = 1):

1 1 0
T=|(-3 -5 -1
1 2 1
c)
Egenvérdena ges av
1-A -3 4
0=det(A—XE)=| 4 —7-A 8 | =
6 -7 7T—A

= (1 =N(T+N(7T—X) — 144 — 112+ 24(7T + X\) + 12(7 = A) +56(1 — \) =
= —(1 = A)(49 — A?) — 256 4 168 + 24\ + 84 — 12\ + 56 — 56\ =
= —(1=N\)(49 =A%) +52 — 44\ = —(49 — X\? — 49X\ + \3) + 52 — 44\ =
=-NHA+5A+3=—-(N+222+ 1 -3\ -6\ —3) =
=M +20+1) =3\ + 220+ 1) = (A =3) (N2 + 221+ 1) =

A=-1

=—-(A=-3(A+1)? = {AQ .

Det &r inte sdkert att denna matris dr diagonaliserbar eftersom vi bara har tva egenvérden,
dérfor behover vi berikna egenvektorerna:

1+1 -3 4 T 0
M=-1: (A—(-1)-E)x=0 < | 4 741 8 | || =|0] =
6 -7 T4+ 1| |x3 0
2331 - 3!172 + 42133 =0 2561 - 3332 + 41’3 =0
<~ 4x1 — 629 + 813 =0 <— 4z — 619 + 83 =0 <—
— Txo +8x3 + 6191 =0 6x1 — Txo +8x3=0
21‘1 - 3172 + 41‘3 =0
— 0=0 < [z3=1t] <
2$2—4l‘3 =0
1‘1:3$2/2—2$3:t T 1
<~ To = 2x3 =2t = |xo| =12
$3=t 3 1
1-3 -3 4 T 0
A=3: (A-(-1)-E)x=0 < 4 —-7-3 8 z2| = |0 =
6 -7 7T—3| |x3 0
—2x1 — 3xo + 4x3 =0 —2x1 — 3x9+ 4a3=0
<= 4x1 — 1029 4 8x3 =0 <= — 1622 + 1623 =0 <~—
— Txog+4x3+ 6291 =0 — 1629 + 1623 =0
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—2x1 — 3o + 4x3 =0
— Ty — T3 =0 < [z3=2t] <
0=
x1 = —3x9/2+ 223 =1 71 1
= (a9=1a3=2t = |z =12
T3 = 2t T3 2

Eftersom egenvektorerna endast spanner upp ett tvadimensionellt underrum #r matrisen
ej diagonaliserbar.

10.9

Matrisen ar diagonaliserbar, vilket betyder att vi kan skriva
D=T7'AT < A=TDT},

dér D ar en diagonal matris med egenvérdena som element, och T utgors av egenvekto-
rerna. Alltsa

1 0 0 . 1 1 1
D=0 3 0 och T=12 0 -1
0 0 4 1 -1 1

Eftersom gudarna har varit barmhértiga mot oss ér egenvektorerna ortogonala, vilket
betyder att T kan bli en ortogonal matris, om vi normerar egenvektorerna:

1/v6 1/v2  1/V3 L [rovBoVv2
T=12/V6 0 ~-1/V3|l=—%=12 0 —2
Ve —1v2 1va] VOl —vE Ve

Denna matris &r ortogonal, T—! = T, vilket betyder att

L rvs V2t o] L2 1
A:TDTtZTQO—\/E():aoT\/ﬁo—x/E:
i v vzllo o 4] Vilva —va V2
L V3 V2 1 2 1
=620—\/§3\/§0—3¢§:
1 -3 V2] [4V2 —4v2 4v2
1 18 —6 0 3 -1 0
=-|-6 12 —6|=|-1 2 -1
0 -6 18 0o -1 3
10.10
Om A &r diagonaliserbar kan den skrivas som
A=TDT !
dar
A1 0
D= S
0 An
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dar A, ..., A, > 0 dr A:s egenvérden.

A= (TDT Y2 =TDT *TDT ' = TDEDT ' = TD*T 1,

dér
A2 .00
D*=|.. .. ..
0 .. A2
Alltsa om vi later
B=TDY?T71,
dar
A2 0
pY2=1| .. .. .|,
0 .. A2
sa kommer
B> =TDT ' =A,
och det ar tillatet att ta roten ur alla egenvirden eftersom de &r icke-negativa. O
10.11

Alla matriser dr symmetriska, sa spektralsatsen garanterar att de gar att diagonalisera
med en ortogonal matris. Alltsa dr det bara att bestdmma egenvérden och egenvektorer,
och sedan, om det behovs, Gram-Schmidt:a egenvektorerna for att de ska bilda en
ortonormerad bas.

a)
Egenvérden:
T—A 4
Odet(A/\E)‘ 4 13_)\‘
=(T=MN(13-X) =16 =91 —7TA =13\ + )\ =16 = X\ — 20\ + 75 =
A1 =5
=A=5)(A—-15) =
(A=5)( - 15) {A2_15.
Egenvektorer:
— . _r. . 7_5 4 I . 0
AM=5: (A 5E)x_0<:>{4 13_5][@]_{0]@»
2(E1+4(E2:0 $1+2.’L’2 =0
= = |12 =t] =
4:131+8$2:0 0=0

— g — Ot _
_— " 2 e T 2|2
To = t T2 1

e T . 7—15 4 z1| |0
A=15: (A-15 E)x—0<;>[ 4 1315}[ }—H —
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—8x1+4x5 =0
4.’E1 - 2‘%2 =0

no = ]
<~ <~ =t
To = 2t ) 1

Vi har alltsa egenvektorerna t(—2, 1) och #(1,2). Dessa dr ortogonala, och alltsa behover
vi bara normera dem, vilket ger oss den ortogonala matrisen

|

23&‘1—1‘2 =0
— 0_0<:>[x2=2t]<:>

b)
Egenvarden:
—1-A 0 2
O=det(A-=XE)=| 0 1-X -2 |=
2 -2 0=
=A1+0)A=-N)4+0+0—-41—-X)—-0+4(14+)N) =
=M1 =2 =44+ 4 +44+42 =21 -\ +8) =
A =-3
=-AA+3)(A=3) = <A2=0
A3 = 3.
Egenvektorer:
—1+3 0 2 1 0
M=-3: (A—(-3)-E)x=0 < 0 1+3 -2 z9| = |0 =
2 -2 0+3 o 0
211 +2x3=0 T +x3=0
— 4rog — 223 =0 <— 209 —x3 =0 <—
2$1—2$2+3$3:0 —21’2+£L’3:0
T + x3 =0
— 2r9 — 23 =0 < [z3=2l] <
0=0
T1 = —T3 = —2 T -2
= (ay=a3/2=t — (x| =t | 1
$3:2t T3 2
-1 0 2 T 0
A=0: (A-0-E)x=0<«<= |0 1 =2| |22|=|0]
2 =2 0 To 0
-1 +2x3=0 -2 +2x3=0
<= To — 2203 =0 <— To —2x3 =0 <
2x1 — 229 =0 — 219 +42x3 =0
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-1 + 2x3 =0
— X9 — 223 =0 < [z3=1]
0=0
$1=2$3:2t T 2
> (a9 =223 =2t <— |zo| =t |2
.’ﬂg:t 3 1
-1-3 0 2 T1 0
A=3: (A-3-E)x=0 < 0 1-3 =2 z2| = |0 =
2 -2 0-3]| |x2 0
—4xq +2x3=0
= —2x9 — 223 =0 <=

21‘1 —2.732 —3.133 =0

—2x1 + x3=0
< — 20— 23=0 <—
—2(E2—2£L’3:0
—2x1 + x3 =0
— To + T3 =0 <= [z3=2t]
0=0
$1=$3/2:t X1 1
— To = —x3 = —2t — (x| =1 |2
I3:2t €T3 2

Dessa egenvektorer, t(—2,1,2), ¢(2,2,1), och ¢(1,—2,2), ger, efter normering, den orto-
gonala matrisen

1 -2 2 1
T= 3 1 2 -2
2 1 2
c)
Egenvérden:
0—A 0 0 1
0=det(A—\E) = 8 0 I A 0 i \ 8 = [utveckla kolonn 1] =
1 0 0 0—2A
-2 1 0 0 0 1
=D (=N [1 =X 0[4+04+0+(-D*r.1-|-Xx 1 0=
0 0 =X 1 =X 0

=-A-N4+04+0-0+XA-0)—(0+0+X-1-0-0) =

A =-1

=M RN I=A 2 1= (P12 = (A )P - 1) = {A 1
2 — L.
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Egenvektorer:
0+1 0 0 1 1 0
L B 0 041 1 0 | |22] |0
AM=-1: (A—(-1)-E)x=0 < 0 1 041 0 z| = |o =
1 0 0+1 Xy 0
xr1 + x4 = 1 + x4 =0
1’2+1’3 = To + X3 =0
— — —
I2+I3 = O—O
1 +x4=0 0=0
— [.’E3:S, (E4:t] —
Ty =Ty =1 1 0 -1
e T = s w1 ] )
xr3 =S8 T3 1 0
$4—t .T4 0 1
0-1 0 0 1 1 0
0 0-1 1 0 | |=2] |0
A =1 (A-1-E)x=0 < 0 1 0—-1 o z| = |o =
1 0 0 0—1| |24 0
—X1 + x4 = T1 — X4 =
— X9 + T3 =0 Ty — X3 =
— — —
To — X3 = 0=
X1 — Ty = 0:

— [$3:S, {E4:t] —

] =x4 =1 71 0 1
Ty =1T3 =S T2 1 0
<~ < =S +1
T3 =S8 T3 1 0
x4:t .734 O 1

Vi har hér fyra egenvektorer, t(—1,0,0,1), s(0,—1,1,0), ¢(1,0,0,1), och s(0,1,1,0), som
ar ortogonala mot varandra, vilket betyder att vi bara behdver normera dem for att
kunna bilda var ortogonala matris. Efter att man har gjort detta far man:

-1 0 01
F_L1]o -1 10
a0 1 10
1 0 01
10.12
a)

Antag att matrisen A*A har egenvektorn x # 0, med egenviirdet \. Eftersom A dr
inverterbar betyder det ocksa att

Ax=0 < x=0.
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Med detta far vi att

AlAx = Ax = x'(A'Ax) = xX'Ax = (Ax)'(Ax) = Ax'x =

= |[AxPP=Mx? = [x#0] = \=

b)
Pa samma sétt som i 10.10 vet vi att det existerar en symmetrisk matris B, sa att
B* = A'A.

Detta beror pa att A'A dr symmetrisk, och kan déirfor diagonaliseras med en ortogonal
matris T:
A'A=TDT" = B=TD"’T' =

. B2 — TDY2TtTpY 2Tt — TPY/2D1/2Tt — TDTt = A'A.

B ir ocksa symmetrisk eftersom (D'/? #r symmetrisk da den bara har element pa
huvuddiagonalen)

Bt — (TDI/QTt)t — (Tt)t(TDl/Q)t — T(Dl/Q)tTt — TDI/QTt - B.

Det dr aterigen tillatet att ta roten ur alla egenvirden eftersom de &r positiva. Det som
aterstar nu dr att visa att B dr unik. Antag att vi har tva symmetriska matriser med
positiva egenvirden, B och C, sadana att

B? = C? = A'A.

B och C &r symmetriska, vilket betyder att de kan diagonaliseras med ortogonala matriser.
Detta betyder att
T!BT och QYAQ

ar diagonala matriser. Eftersom B och C har positiva egenviirden betyder det ocksa att
deras egenvirden &r den positiva roten ur egenvirdena till B2 och C2, respektive. Alltsa
har de samma egenviirden (B2 = C?), vilket betyder att

T!BT = Q'AQ = D,

dér D &r den diagonala matrisen med egenvirdena (inte samma matris som ovan). Att
B? = C? innebir dirfor ocksa att

T'B’T =D* — T'C’T =D*.
Vidare, om vi har en egenvektor, x, till C? med egenvirdet A2, s &r x ocksa en egenvektor
till C, med egenviirdet A, eftersom

C?x = M’x = Cx = A?(C7'x) = [6vning 10.3] = A\? - A 71x = Ax.

C ar inverterbar eftersom alla egenvirden &r positiva och dess determinant ar dérfor
nollskild (det &r ocksa nodvindigt att matrisen dr symmetrisk, men det orkar jag inte ga
in pa). Detta innebér att

T'C*’T=D*> = T'CT=D=T'BT,

vilket betyder att
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c)

Lat
Q=AAA) /2,
och
B — (AtA)l/Q,
da ar

QB = A(A'A)TV2(ATA)Y/2 = AE = A

Vi behéver nu visa att Q &r ortogonal, och att B #r symmetrisk. Eftersom A'A #r
symmetrisk och har positiva egenvirden, kan vi skriva

A'A=TDT' = (A'A)V/2=TD'?T" och (A'A)"Y2=TD 2T,
dar T &r en ortogonal matris och

A¢ .0
D¥=1|... ... .|, N>0,i=1,..,n.
0 ... A%

n

Speciellt giller det att
TD'Tt = (AtA) 7L

Det visades i b) att B &r symmetrisk, och pa samma sitt visas det att TD™YV2T &
symmetrisk. For att visa att Q &r ortogonal betraktar vi

QQt _ A(AtA)—l/Q(A(AtA)—l/Q)t — ATD—1/2 Tt(ATD—l/Q Tt)t —

= ATD Y2 THTD V2Tt At = ATD Y2 TETD Y2 TP At = ATD YV 2ED Y2 THA! =
= ATD ' TIA = A(A'A) TA = AA Y (A TIA = EE=E. O

10.13
ar4+1 = ag + 2by, {akH] [1 2] [ak] [ao] [3]
P = = s = =
{bk—i-l = 2ap + by s bk+1 2 1] b to bo 1
=A

Matrisen A dr symmetrisk, och vi kan dérfor diagonalisera den med en ortogonal matris,
enligt spektralsatsen, vilket betyder att vi kan skriva

A= TDT!,
men vi har ocksa rekursionsformeln
Upy1 = Auy, = Auy_q=...= AkHuO = up = Akuo,

dar
AP = TDT'... TDT! = TD* T,
Alltsa vill vi diagonalisera matrisen A. Egenvirdena ges av

1-—X 2

O—det(A)\E)—‘ y o

/\‘—(1)\)24—12>\+)\24—
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A o=—1

=N -22-3=A+1)(\-3) = {)\ _

Egenvektorer:

A==l (A-(=1)-E)x=0 [1;1 111] [ij

I
—
o O
[ —

21 + 222, =0 1+ T2 =0
<~
2r1 +2x9 =0 0

oo <l
M=3: (A-3-E)x=0 < {1_3 2 Hml}—m —

2 1-3 To 0

2:61—21‘220 =0

et = Rl
— — =1
To = t i) 1

Detta ger oss den ortogonala, och dven symmetriska, matrisen
1 [-1 1
=50 )

-1 0
o-[3 3]

721’1%‘21’2:0 1 — T2 =0
= — 0 = |12 =t] =

och

vilket betyder att
ujp = {am} = Al%uy = TDTtuy = TD'* Tuy =
0
L [-1 1) f(=pn* o] 1 [-1 1][3] _
11 0 390 s|1 1|1~
1 o]f[-2] [-1 111 o][-1] _
110 30 4|~ |1 1flo 39° 2|~
-1 1) [ -1 ] [142-39
Tl 1] (2319 T -1 42310

a;o=2-3041=118099 och bg=2-30—1=118097.

Alltsa ar
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10.14
Tn1 = Tn — 4yn —32n
Ynt1 = —3Tpn + 2y, + 32, —
Tnyl = *4‘%11 - 4yn + 2271
Tn41 1 —4 -3 In o 3
= |Ynt1| = |—3 2 3| |Un|, (Y| =]2
Zn+1 -4 -4 2 Zn 20 1

Aterigen har vi att

vilket kommer att forenklas till, enligt (10. 21)
= Cl/\l e + 02)\2 e + 03)\3 es,

dar eq, es, es dr egenvektorer med Aq, Ao, A3 som egenvirden. Vi berdknar dér dessa

egenvirden och egenvektorer.

1-x -4 -3
0=det(A—AE) =| —3
4 4

=(1=AN)(2-A)?+48-36—12(2—\) —12(2 = \) +12(1 — \) =

=—A=1A\=2)2+12 48+ 24\ + 12 — 12\ =
=-A=1DA-22+122 =24 = -(A=2)(A = 1)(A—2) - 12) =
=-(A=2)AN =22 - A+2-12) = -(A—2)(\? =31 - 10) =
AL =2
=—A=2)A+2)(A=5) = S =2
Az = 5.
Egenvektorer:
1+2 -4 -3 T 0
M=-2: (A—(-2)-E)x=0 << | -3 2+4+2 3 z2| = |0 =
—4 -4 2+2| |z 0
3$1—4$2—3JJ3:0 3.231— 4],‘2—3333 =0
<— { 3r1+4x2+3r3=0 — 0=0 < [1z3=1t]
—41’1 — 41’2 + 41’3 =0 — 28%2 =0
r1 =4x9/3 + a3 =1 1 1
— (x9=0 <~ |xzo| =t |0
Igzt T3 1
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1-2 -4 -37[mn 0
M=2: (A-2-E)x=0 <= | -3 2-2 3 | |z|=|0] <
0

—4 —4  2-2]| |x3
756174(52731'3:0 r1+ X9 =0
<— < 31 +313=0 <=  —21 — 419 — 323 =0 <—
—4x1 — 4xo =0 —x1 + x3=0
T1+ X2 =0 r1+ T2 =0
= — 323 — 313 =0 <— T + T3 =0 < [z3=1]
ro+ x3=0 0=0
xlz—xgzt T 1
— To = —x3 = —t <= (x| =1t |1
.Tgit €3 1

0
Ad3=5: (A-2-E)x=0<«<— | -3 2-5 3 zo| = |0 =
0

—4 -4 2-5| |3
741’1 - 41’2 - 3%3 =0 74.%1 — 41’2 - 31’3 =0
— (321 — 32+ 323 =0 < 21xs =0 <= [r2=1]
—43?1—4.1‘2—3I3:0 0=0
x1 = —x9 —3w3/d=—t T -1
— To =1 <— |z =t | 1
xr3 = 0 T3 0

Ur detta finner vi egenvektorerna
e =(1,0,1) , ex=(1,-1,1) , e3=(-1,1,0),

vilket betyder att
u, = ciATe; + coAjes + cghjes <=

T 1 1 -1
< |Yn| = 01(—2)n Of +c2™ |—1| +¢35™ | 1 R
2 1 1] 0
och _
Xo 3 1 1 -1 3
Y| =12 < c1 |0 +c2 |1 +ec3| 1| = (2] <=
% 1 1 1 0 1
ci+co—c3=3 c1+co =1
<= —Ccotc3 =2 <— —Ccotc3 =2 <—
Cl+02 = Cl+02763:3

c1+co = cit=1—cy=5
<= —Cca+tc3=2 &= Scp=-2+c3=—4
— C3 = 03:72.
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Detta ger oss 16sningen

Tp 1 1 -1
Yn| =5-(-2)" |0 —4-2" |-1| —2-5" | 1 | =
Zn 1 1 0

— Yy, =—4-2"-(-1)—2-5".1=2""2_2.5" —

o 2n+2

—2—-0—-2=-2, dan — oo.

10.15

Vi diagonaliserar matrisen A, och sedan far vi A*¥ = TDT~'... TDT~! = TD*T-1.
Egenvirden:

0=det(A—\E) = ’7§A _;f A’ = —(T-N)2+N+18 = —(14+TA-22-\?)+18 =
=1
=X -BA+4=A-1)(A—4) = {Al
Ao = 4.
Egenvérden:

nete oo o 50 P -[] o

61’1 —6£C2 =0
3I1 *3172 =0

et = )=l
<~ = =
To = t i) 1

M=4: (A-1-E)x=0 < [7_4 0 Hm}:[g} —

1 — T2 =0
— 070<:>[£C2:t]<:>

3 —2—-4 To

3561—6.%'2:0 $1—2.’IJ2 =0
= — = (12 =t] =
3%1*6%2:0 0

= 2x9 = 2t
— T T e |71 = ¢]|?
xo =1 T 1

Detta betyder att var matris, T, ar
1 2
T— [1 1] .

Vi behover ocksa bestdmma inversen till denna matris, vilket gérs snabbt med Cramers
regel (se 6vning 8.14):

1 1 -2 -1 2
_ -1 _ _
det T=-1 = T —_1{ ]—{1 _J.
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Vi har ocksa diagonalmatrisen

O
Il

1 0
0 4|
Vi kan nu berikna A*:

ko ormke1 |1 2] [tF oo][-1 27 1 2]t o][-1 2] _
AT =TT _{1 1“0 4kl 11 =1 (1 1|0 4F) |1 —1]
o211 2] _[-1+2-4F 2-2.4F] [2.4F—1 2-2.4F

T 1] |4k 4k T -1 44k 2—4F | 7| 4F -1 2—4kF |-

10.16

=A
Egenvirden:
-3-A -2 9 9
0=det(A—\E) = 9 _3_)\2(3—1—)\) —4=X4+61+9—-4=
2 A1 =-5
=X+6A+5=A+5)A\+1) =
Ay = —1.
Egenvektorer:
e e _ -3+5 -2 x1| |0
M=-5: (A=(-5) - E)x=0 < [ 9 _3+5] |:.132:|_|:0:| =
2%1721’2:0 Tr1 — T =0
= — = |12 =t] =
—2x1 + 229 =0 0=0
(1ot = [
To = To 1
_ o B —-3+1 -2 T1| 0
et o = [0 32 =
—2x1 — 225 =10 1+ o =0
= — = [z =1] =
—21’1—21’2:0 0=0

— {xl sce=oto [ml] — [_1] .
xr9 =1 To 1

Den allménna losningen till detta system av differentialekvationer far vi av formeln
(10.31), eftersom vi endast har negativa egenvirden,

u(t) = ¢y sin (k1t + 01)e1 + cosin (kat + d2)ea,
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dar

ki=vV-M=vV=-(-5)=V5 |, k=y-d=y-(-1)=1,

e = (1, ].) y €y = (71, 1)

och

Detta ger oss

u(t) = L/(tﬂ = ¢y sin (V5t + 67) m + cosin (t + &) [_11]

10.17

uf (¢) -2 1 0 [uw(e)

iyt =¢* 11 -2 1 us(t)

uf (t) 0 1 =2 [us(t)

—_—
=A
Egenvirden:
—2-A 1 0
0=det(A—\E) = 1 —2—-A 1 =
0 1 —2-A

=—2+N*+04+0-0+2+N)+(2+N) =
=-8—120 =62 =N +4+2 = -X\3 -6\ — 10\ —4 =
= (N HANZ 22+ 22 2 £ 80 +4) = —~(AAT + 4N +2) +2(\2 + 40+ 2)) =

AN=-2-42
=—A+2)NH+aA+2) = —A+2)A+24+ VA +2-V2) = { =2
X3:—2+\/§.

Detta ér dock egenvéirdena fér A, men vi vill ha egenviirdena for q%A, vilket vi far genom
att bara multiplicera egenvirdena for A med ¢2, Ay = ¢* M\,

M= —g*(2+V2)
)\2 = —2q2

/\3 = —q2(2 - \/5)
Egenvektorer:

M =—-24+V2): FA-(-2-V2)-E)x=0 <

—2+2+4++2 1 0 1 0

= 1 242442 1 ro| = |0 <=
0 1 —24 242 |3 0
V21 + =0 V2x1 + 29 =0

<= T +V2x+ 23=0 = o +V223 =0
x2+\/§x3=0 x2—|—\/§x320
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\/§x1 + 29 =0
<~ $2+\/§£173 =0 <= [.’Egzt] <~
0=0
T =—x2/V2 =1t 1 1
— Tog = —\/§x3 = —\/ﬁt <~ |x2| =1t —\@
I3 =t r3 1

—242 1 0 1 0
<= 1 —242 1 zo| = |0] <=
0 1 —242| |z3 0]
T2 =0 xl_ —1
= 1 +x3=0 < [z3=1] < |z2| =t | 0
To =0 T3 1

As=—-*2-V2): FA-(-2-V2)-E)x=0 <—

—242-V2 1 0 1 0
— 1 —242—+2 1 2| = |0] =
0 1 —242-2| |3 0
—V2x + 1y =0 —V2z1 + 79 =0
— T1—V2xs + x3=0 < —Zo+ V223 =0 =
T2 — 223 =0 T2 — 223 =0
_\/51'14—33‘2 =
= —2o+V2r3 =0 = [13=1] <=
0=0
$1:$2/\/§:t T 1
= o =V223=V2t <= |z =t|V2
xg,:t r3 1

Nu ger (10.31) oss 1osningen

u(t) =C1 sin (klt + 51)61 + co sin (kgt + 52)62 + c3 sin (kgt + (53)63,

/\jz—k?:>k1:q\/2+\f2 s k2:q\/§ , k3:qm7

€1 = (1? 7\/§a 1) , €2= (713(); 1) , €3 = (17 \[27 1)3

vilket betyder att

dar

och

1
u(t) = cisin(g\/2+ V2t +61) | —v2| +
1
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-1
“+c2 sin (q\/it + 52) 0 +
1
1
+63sin(q\/ 2 — \/5154’53) ﬁ .
1

En sinussvingning har formen
Asin (wt + 6),

dir w dr vinkelfrekvensen, och frekvensen dr w/(27), vilket betyder att egenfrekvenserna
ges av

kj

21’

och motsvarande egensvingning beskrivs av termen

c;sin (kjt 4+ 0j)e;.

10.18
a)

L &r en symmetrisk operator om (u|L(v)) = (L(u) |v).

(u|L(v)) = /1 u(t)L(v(t)) dt = /1 d ((t2 - 1)dv> dt = [partialintegration] =

—1 —1 % dt
dvl? U du dv ! du dv
= |u- (2 —1)— _/ 2 1) — :_/ 2 1) dt =
[“ (t )dt]l Lalt g b

=0

1
= [partialintegration] = — [(¢t* — 1)u - U]il + /_1 % ((t2 - 1)?;;) vdt =
=0

= /_112 ((tz — 1)21‘) vdt = /1 L(u(t))v(t)dt = (L(uw) |v). O

-1
b)
L(u) = ((t* — D) = (£2 — D" + 2t

Detta visar att L bevarar graden pa polynom (u” minskar graden med 2, men t2
okar graden med 2, och motsvarande for tu’). For att visa att Legendrepolynomen dr
egenfunktioner till differentialoperatorn behdver vi bara visa att

(L(Pk) [u) =0,

dér u(t) dr ett godtyckligt polynom av grad < k — 1. Om denna likhet uppfylls sé &r
L(Py) ortogonal mot alla polynom av grad < k — 1, vilket, pa grund av entydighet i
ortogonala baser och sadant, betyder att L(Pj) maste vara en konstant ganger Py (alltsa
definition av en egenfunktion). Vi vet att Py &r ortogonalt mot underrummet Pj_1,
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alltsa dr (Py|u) = 0, ddr u &r ett polynom av grad < k — 1. Hir kommer nu beviset:
Lat u vara ett godtyckligt polynom av grad < k — 1. D& géller det att, pa grund av
symmetrin som visades i a),

(L(Pk) [u) = (Pi|L(uw) =0,

dér L(u) dr ett polynom av grad < k — 1, eftersom operatorn bevarar graden. O

)

Differentialoperatorn bevarar graden pa polynom, vilket dr anledningen till att vi bara
behover betrakta hogstagradstermen. Vi behover inte heller bry oss om eventuella
konstanter framfor hogstagradstermen. Egenvérdet till Py, som dr ett polynom av grad
k, kan darfor fas genom att underscka L(%).

_d 9 du o d*u du
L(u) = = ((t 1) dt) = (- )oy +2 =
— L(t") = (#* - 1)d—2(t’“) + 2t£(tk) =
dt? dt
= (> = 1) - k(k—D)tF 2 4 2t - kt* = k(k — 1)t* — k(k — 1)t* 2 4+ 2kt* =
=k(k —14+2)t" — k(k — 1)t" 2 = k(k 4+ 1)t* — k(k — 1)t"2,

diir vi ser att koefficienten framfor t* &r k(k + 1), vilket betyder att A\, = k(k + 1).
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Kapitel 11

11.1
a)
6 -2 2| |n
627 + 523 + 723 — da1ze + 4wz = [11 22 3] [-2 5 0] |z2
2 0 7 T3

Alltsa har den kvadratiska formen matrisen

6 -2 2
B=|-2 5 0],
2 0 7
och vi diagonaliserar den genom att hitta egenvédrden. Den ortonormerade basen kommer
att ges av egenvektorerna. Egenvérden:

6-\ -2 2
O=det(B—XE)=| -2 5-X 0 |=
2 0 77—
6E=NGE-=NT=N+04+0—-4(5-X) —4(7T-X)—-0=
=—A=6)A=5)A=T7) =48 + 8\ = —(A —6)(A\* — 12X +35 — 8) =

A =3
=—A=6)N =122 4+27) = - A =6)A=3)(A—=9) = { =6
A3 = 0.

Egenvektorer:

6-3 -2 2 1 0
M=3: (B-3-E)x=0<< | -2 5-3 0 z2| = |0 =
0

2 0 7—3]| |z3
3I1 - 2582 + 2$3 = O —X1 + X9 = 0
< ( =211 + 229 =0 < 3x1 — 229 4+ 223 =0 <—
2x1 +4x3=0 T +2x3=0
—x1 + X9 =0 —21 + 2o =0
= To+2r3=0 < T2 + 213 =0 < [13=—1] <
$2+21‘3:0 0=0
Ty =22 =21 1 2
<~ To = —2x3 =2t — (x| =t | 2|,
r3 = —t 3 -1
6-6 —2 2 T 0
A=6: (B-6-E)x=0<«<= | -2 5—-6 0 zo| = |0 =
2 0 7T—6| |x3 0
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—2x9 + 223 =0 2x1 4+ x2 =0
= =211 — T2 =0 <= — T2 t+x3=0 <=
2x, + xz3=0 221 +x3=0
2$1+£Z?2 =0 2I’1+IIZ’2 =0
— —Zot+a3=0 < — To + 3 =0 < [13=2l] <
—x0+x3=0 0=0
Ty = —22/2 = —1 1 -1
<~ To =1x3 =2t <~ (x| =t | 2|,
$3:2t T3 2
6—-9 -2 2 T 0
A=9: (B—9-E)x=0 < | -2 5-9 0 | |z2]=|0] =
2 0 7—9| |x3 0
—3x1 — 2290+ 223 =0 X1 — x23=0
<— { —2x1 —4xs =0 <<= 31 — 222+ 223 =0 <
2’1,’1 — 21’3 =0 xr1 + 21‘2 =0
I — T3 = T — I3 =0
— — 229 —23 =0 <= — 229 — T3 =0 < [13=2l] —
2090 +2x3 =0 0=0
1'1—$3—2t T 2
= (ra=-—23/2=—t <= |z12| =1]|-1
$3:2t T3 2

Normering ger oss den ortonormerade basen

1 1 1
ell = §(2a2771) P 6/2 §(71a272) s efg = 5(277]%2)7

vilket ger oss diagonalformen
3(x7)? + 6(5)* +9(25)?,

dér koefficienterna maste matcha med motsvarande egenvektor/basvektor.

b)
1 2 2| |x
x% + x% + x% +4x120 + 4123 + 403 = [Jcl To x3] 2 1 2| |z
2 2 1 I3
=B
Egenvérden till den kvadratiska formen:
1-—A 2 2
O0=det(B—MXE)=| 2 1-A 2 | =
2 2 1-A
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=—A—134+8+8+4N—1)+4(A—1) +4(N—1) =
=N =33 —D 122 +4=-X+3X2+ 9\ + 5=
= (N H2X 2+ A =5X2 — 10N —5) = —(A=5)(A\2 + 2\ + 1) =

A=-—1
=-(A+12N-5) =
CERVIOE) {AQ_&
Egenvektorer:
141 2 2 T 0
M=-1: (B=—(-1)-E)x=0 << 2 141 2 ro| = |0 <=
2 2 141 |z3 0

201 4+ 229 + 223 =0
<= 221+ 22024+ 223=0 < 21 +2x2+23=0,
201 + 229 + 223 =0
detta &r ett plan, och for att bilda en ortonormerad bas av egenvektorer behover vi vilja

tva vektorer i planet som #r ortogonala mot varandra. En vektor som ligger i planet &r
(—1,1,0), och en vektor som &r ortogonal mot denna, som ocksa ligger i planet, uppfyller

x=—x3/2=t
[x3=—-2t] < (ao=21 =1

{xl +x2+23=0
$3:—2t,

r1 — T2 =0
alltsa kan vi vélja vektorerna

1 1
! (1,-1,0) och e} =-—=(1,1,-2)

R NG

till var ortonormerade bas. Av uppenbara skil kommer den tredje egenvektorn vara
normalen till planet, z; + 22 + x5 = 0, men vi kan dnda berdkna den.

1-5 2 2 T 0
A=5: (B-5-E)x=0 < 2 1-5 2 To| = [0 =
2 2 1—-5( |x3 0
741’1 —+ 21’2 —+ 21’3 = O 72.%1 —+ i) + I3 = 0
<= 201 —4xo + 223 =0 <— 2x1 —4xo + 223 =0 <—
2x1 4+ 229 —4x3 =0 2x1 4+ 229 —4x3 =0
—2rx14+ 22+ x3=0 —2x1 + 22 + 73 =0
— — 320+ 313=0 — — T9 + 23 =0 < [z3=1]
31’2-31’320 0=0
21 = (xa+x3)/2 =1 71 1 )
< To =T33 =1 — To| =1 1 — eé:—(l,l,l)
l’gzt L3 1 \/g

I basen €], €5, €5 far vi diagonalformen

—(@1)” — (23)” + 5(x5)*.
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11.2

Vi utnyttjar Sats 2. Speciellt har vi, eftersom x2 + 23 + 23 = 1, att |u| = 1, vilket betyder
att det minsta virdet pa den kvadratiska formen ges av det minsta egenvérdet,

A1 = min q(u)v
Jul=1

och det storsta virdet ges av det storsta egenvérdet,

An = max q(u).

lul=

Detta betyder att allt vi behover gora dr att berdkna alla egenvéirden, och sedan vélja ut
det storsta och minsta.

a)

3 2 2
3$%+31’§+41’1.’E2+41’1{E3 —2x9x3 =— B =2 0 -1 =
2 -1 3
3— X 2 2
— 0=det(B—AE)=| 2 0-A -1 |=
2 -1 - A

=-AA=3)%—4—4+42+4A-3)+ (A —3)
= -AA2—6A+9) —23+ 9\ = —-\*4+6)% —23.

hér dr det tdmligen uppenbart att rétterna ar

A =2— 201 +iV3) —3(1—1'\/5)3 1(—7+3i\/ﬁ)m1.7,
o174 3iv23) 2 2
Ay =2— 21— iv3) —1(1+z‘\/§)3 %(—7+3i\/ﬁ)x2.6,

¢/ (=7 + 3iv/23)

4 /1
A3 =2+ + 1 5(—74—31’\/%)%5.1,
O/ 2(—7+3iv23)

vilket betyder att det storsta virdet d&r A3 =~ 5.1, och det minsta ar A\ ~ 1.7. I den
upplagan jag har (andra upplagan) &r det fel i facit; det star att storsta viirdet ér 4 och
minsta &r -2. Men enligt WolframAlpha &r dessa beridkningar korrekta.

nput interpretation
2 2
o 3x"+3z +4xy+4xz-2yz
minimize
2 2 2
X+y +z2 =1
Global minimum

min{3x” +32° +4xy+4xz-2yz[x*+y +2° = 1} > —1.72545 at (x, y, 2) =
(~0.491296, 0.786436, 0.374362)
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nput interpretation

3x’+3z2° +4xy+4xz-2yz2
maximize
xz+_)f2+zz=l

Global maximum

max{3x2+Bzz+4xy+4xz—2yz|xz+_)r2+zz= 1) = 5.12398 ai(x, y, 2) =
(=0.75632, -0.172027, -0.6231179)

b)

Precis som i a) bestdmmer vi egenvirden till matrisen som representerar den kvadratiska
formen.

1 -1 -1
x%—2m1x2—2x1x3—2x2x3=>B: -1 0 -1 =
-1 -1 0
-2 -1 -1
— 0=det(B—XE)=| =1 0—-X —1|==-XNA=1D—=1-14+X+X+A=1)=
-1 -1 0-X
M =—V3
= XNA-D+30-1D)=-A-1)(N=3) = {A=0
A3 =3

Hérur ser vi att det storsta vardet ar \/g, och det minsta &r —/3.

11.3
202 4 212 + 313 + 6119 + 4x123 + dwoxs > a(x] + 23 + 23).

Hogerledet ér en kvadratisk form, q(u), och 2% + 23 + 2% = |u|?, vilket betyder att a bor
viljas som det minsta egenvirdet till den kvadratiska formen, eftersom da kommer vi
precis att ha situationen

222 + 22 2 4 4
xi + 225 + 3x32+ 63:21332 —i—2 T1T3 + 4x0x3 > min q(u) o —a
x] + x5 + 23 u#0 |ul?
Den kvadratiska formen representeras av matrisen
2 3 2 2—A 3 2
B=13 2 2| = 0=det(B—XE)=| 3 2— A 2 | =
2 2 3 2 2 3—A

=—A=22A=3)+12+12-4(2-X) - 98-\ —4(2—)) =
= (AN = 4N +4)A=3) =19 +17TA = —(A® =307 =4\ + 120 + 4\ — 12) — 19 + 17\ =

A =1
= N4 A-T=-A-7(NV-1) = {A =1 = a=X\ =1
A3 =7
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114
0o 1 -2
q(u) = 2z 2 — 4123 + dr2T3 — 3x§ — B=|1 0 2 —
-2 2 -3
0—A 1 -2

= O0=det(B-XE)=| 1 0-X 2 |=
—2 2 —3-2A
= -NA+3)—4—4+40+(3+N) +4\ =
A =5

= A 3X2549\ = — (A =222 4 A 5N =100 +5) = —(A+5)(A—1)? = {A )
2 = 1.

Rayleighkvoten blir

. q(u)
A1 = min 2/
! Ln;ig [u2”’

eftersom \; < 0 kommer q att bli minst nér |[u|? &r som storst, och vi har villkoret

u? =2 +a3+23<4 = 75:131;{)1# = I‘}l;gq(u) = —20.

11.5

Avstandet ges av

V(@ — (—3))2 + (22 — 1) + (23 — 22)2,

och diskriminanten &r en kvadratisk form. Vidare, eftersom kvadratroten &r stréngt
vixande, kommer avstandet och diskriminanten anta sitt minsta vérde i samma punkt,
sa vi kan bestdmma formens minsta vérde och sedan ta roten ur det.

a(x) = (21 +3)% + (22 — 21)* + (23 — 22)* =
= 2?2 4+ 21123 + 25 + T3 — 2201y + 27 + 25 — 22320 + T3 =
= 23:% + me + 23:? —2x129 + 22173 — 2T003 —>

2 -1 1 2-X2 -1 1
— B=|-1 2 —1| = 0=det(B—AE)=| -1 2-X —1|=
1 -1 2 1 -1 2-)

= A=224+14+1-2-N-2-N—-(2-)) =
= (N =6\ +12X = 8) +3X —4 =N+ 6\ — 9\ + 4=

M=1

(P A AN 8A—4) = —(A— (A 1)? = {A !
2 =4
Eftersom vi &r pa enhetssfiren vet vi att

1= A1 = min q(u),

[u|=1

vilket betyder att avstandet ges av

VA =L
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11.6

ALA dr symmetrisk, vilket betyder att den definierar en kvadratisk form. Denna kvadra-

tiska form kan beskrivas av
q(x) = x'A'Ax,

dir x = (x1, ..., z,). Enligt anmérkningen till Sats 2 kan vi skriva

An = 4 = max q(x) = max |x' A’ Ax|.
x|=1 x|=1

Eftersom transponatet inte &ndrar lingden pa en vektor far vi att

max |x*Af| = max |(Ax)!| = max |Ax|.
|x|=1 |x|=1 [x|=1

Detta betyder att

w= ‘mlax Ix'A*Ax| = lm‘a}i |(Ax)!Ax| = lm‘wi [(Ax)] - |m|a>§ |Ax| =
x|=1 X|= X|= x|=

2
= max |Ax| - max |Ax| = (max Ax|) — max |Ax| =/p. O
|x|=1 |x|=1 |x|=1

[x|=1
11.7
a)
2 2 2 2 17 -6
1727 — 122129 + 825 = 20 = q(x) = 1727 — 120122+ 825 = B = 6 8

= O:det(B—)\E):‘N_)‘ 6 ’

6 s =1 —-8) - 36 =

A =5
= A2 —25A+136-36=(A—5)(A—20) = ("'
Ay = 20.

Eftersom bada egenvirdena dr positiva och hogerledet &r positivt, beskriver ekvationen
en ellips. Egenvektorer:

M=5: (B=5-E)x=0 < [17__65 8__65} Bj:m =

*6581 + 3:62 =0

o= ]l
<~ <~ =t s
To = 2t T2 2

M=20: (B—20-E)x=0 — [17_20 -6 ] [”’1]:[0] —

12.’E1 —6952 =0 2151 — T2 =0
= 0 = |12 =2l =

—6 8§ —20| |z2 0

—3x1— 62 =0 T, + 229 =0
= — = (1= —t] =
763517121’2:0 0=0
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= 219 =2t
o R 4 B
To = —t T2 -1

I det ortnormerade systemet som utgors av egenvektorerna far vi ekvationen

5(z))% 4 20(xh)? = 20.

Langden pa halvaxlarna far vi genom att sétta x; eller x5 till 0 och sedan 16sa ekvationen.
5(2))*4+0=20 < ) =+2,
0+20(xh)* =20 <= zb = +1,

dér vi kan avldsa att halvaxlarna har ldngderna 2 och 1. Riktningarna ges av egenvekto-
rerna.

b)
2 2 2 2 379
37z +18x129+ 1325 = 200 = q(x) = 3727+ 18z 22+ 1325 — B = 9 13
37— A 9
:>O_det(B)\E)—‘ 9 13_)\’—()\37)()\13)81—

A =10

= A2 — 50\ + 481 — 81 = (A — 10)(\ — 40) =
( )( ) {&:40.

Aterigen i#r det en ellips eftersom egenviirdena och hégerledet éir > 0. Egenvektorer:

M =10: (B—10-E)x=0 < [3710 ) H“ﬂzm —

9 13 —10] |22 0
27x1 4+ 922 =0 3r1 + 22 =0
— = |19 =3t] =
921+ 322 =0 0=0

— " z2/ RN [ml} :t[ 1}7
To = 3t o 3

Ma=40: (B—40-E)x=0 <— [37_40 ) Hxl}:m —

9 13 — 40| |2 0
—3x1+ 922 =0 —x1 + 322 =0
— = [z =1] =
9x1 — 2729 =0 0=0

— {x1—3x2—3t — M :tH |
o9 =1 X9 1
I egenvektorernas ortonormerade system blir ekvationen
10(2})? + 40(z%)? = 200,
vilket ger oss halvaxlarna,
10(2})2 40 = 200 <= | = +v20 = £2V/5,

0+ 40(x)? = 200 < 2 = £/5,
2v/5 och /5, med riktningarna (—1,3) och (3,1).
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11.8

Vi bérjar med att berdkna egenvirdena.
3:6% + 31‘% + 695% + 2z 129 + 4x123 + 42023 =1 —

3-A 1 2
— O=det(B—XE)=| 1 3-X 2 |=

2 2 6-A
=-(A=32A—6)+4+4—-43-N)—(6-X) —43 -\ =
= (A2 —6A+9)(A—6) — 224+ 9X = —(A3 —6A% + 9\ — 6% + 36\ — 54) — 22+ 9\ =
= N 1202 360 +32 = —(\3 — 44X 44\ — 8A% 432\ — 32) =

:}B:

N = W

1
3
2

NN

A =2
=—(A=8)(A—2)2 = !
Ay = 8.
Alla egenviérden positiva, och hogerledet positivt, betyder att det &r en ellipsoid, och ef-
tersom vi har en dubbelrot bland egenvérdena &r det en rotationsellipsoid. Rotationsaxeln
kommer darfor att ges av egenvektor till det enkla egenvérdet.

3-8 1 2 T 0
A=8: (B-8-E)x=0 < 1 3-8 2 z2| = |0 =
2 2 6—8| |z3 0
75$1+ ZL’Q+2ZL'3:O 1+ T2 — 1L’3:0
<= T1 —Drs+223=0 < < —bxr1+ T9+2r3=0 <—
2x1 + 229 — 223 =0 xr1 — 9Ty +2x3 =0
1+ x9— x3=0 xr1+ X2 — I3 =0
— 6xe — 323 =0 <— 2wy — x3 =0 < [z3=2t] <
*65624’31’3:0 0=
T =—x2tx3 =1 T 1
= (ay=ua3/2=1t — |z2| =t |1},
$3:2t 3 2

och alltsa #r rotationsaxelns riktning (1,1, 2).

11.9
a)
x%+x%+x§+6x1m3+8x223:1 —
1 0 3 1—X 0 3
— B=[0 1 4| = 0=det(B=XE)=| 0 1—-X 4 |=
3 4 1 3 4 1—A
=—A=124+04+0-91-X)—0—16(1 —\) =

—A =12 =22+1) =25+ 250 = —(A = 1)(A2 = 2A + 1 — 25) =
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A =—4
=~ —DA+)A—6) = Ay =1
A3 = 6.

I det ortonomrerade systemet som utgérs av egenvektorerna kommer ekvationen att ta
formen

—4(21)? + (25)* + 6(x5)* = 1,

eftersom en koefficient &r negativ och hogerledet ar positivt, beskriver ekvationen en
enmantlad hyperboloid. Det minsta avstandet till origo ges av den lilla halvaxeln som
tillhér den ellips som uppstar om man siitter 27 = 0. Den ellipsen kommer, i det nya
systemet, ha ekvationen

(25)? + 6(z)? = 1,

och utifran vara tidigare kunskaper om ellipser vet vi att den mindre halvaxeln kommer
att vara den lings x%-axeln. Alltsa dr vi intresserade av riktningsvektorn/egenvektorn
till den koordinataxeln. Om det ar svart att visualisera detta i huvudet kanske foljande
figurer ar till hjalp.

0.5 - i
- ]
k3

0.5
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0.5

0.5 ~

0.8 7

0.6 7

Vi vill nu bestdmma denna linje/egenvektor och sedan undersoka i vilka punkter som
den skér den kvadratiska formen/hyperboloiden. Dessa skérningspunkter kommer da att
vara de som ligger ndrmast origo.

1-6 0 3 1

0
A3=6: (B—6-E)x=0 < 0 1-6 4 z2| = |0 =
3 4 1-6]| |z 0
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—5x1 +3x3=0 —5x1 + 3x3=0
= —bx9+4x3 =0 <— — bxo+ 4dx3=0 <—
3.T1 +4l’2*5$3:0 201‘271611?3:0
*51‘1 +3$3 =0
— — bxo + 4x3 =0 < [z3=5l] <
0=0
I1:3I3/5:3t T 3
= (ao=4da3/b=4 <= |x2| =1t |4
x3 = 5t 3 5

Linjens ekvation &r ¢(3,4,5). Inséttning i den kvadratiska formen:
T}t ad 4+ a3+ 6x 23+ 8x0xs =1 = (3t)%+ (44)* 4+ (51)* +6-3t -5t +8-4t -5t = 1 <=

1 1
= 3002 =1 < t=+— =+

/300 10v3’

vilket ger oss skédrningspunkterna

1
r1,T2,x3) = ——=(3,4,5).
(1,22, 3) 10\/5( )
b)

Vinsterledet dr samma som i a), men hogerledet &r —1, istéllet for 1, och alltsa far vi,
efter koordinatbytet, ekvationen

—4(21)* + (25)* + 6(x5)* = —1,

dér en negativ koefficient och ett negativt hogerled indikerar att det &r en tvamantlad
hyperboloid. Punkterna som ligger ndrmst origo &r extrempunkterna pa skalarna som
bildas. Eftersom z} har den negativa koefficienten skér aldrig hyperboloiden xba%-planet,

(25)* + 6(x5)* = —1

har inga 16sningar. =} ér ortogonal mot abak-planet, vilket betyder att egenvektorn som
tillhér #7 kommer att skéra extrempunkterna vi soker. Vi tar darfér reda pa denna
egenvekor och sétter sedan in det vi kommer fram till i ekvationen, precis som i foregaende
uppgift.
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0
0 «—
0

+ 33

51’2 + 4(E3
20z2 + 1623

1

5%

|

0
0

511 + 3x3
— d5xg + 4x3
3x1 + 4xs + b3
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5T + 33 =0
= 519 + 413 =0 < [z3=-5t] <=
0=
T = —31‘3/5 =3t T 3
— $2=—4$3/5=4t = |z =t | 4
w3 = —5t 3 —5

Inséttning av linjen ¢(3,4, —5) i den kvadratiska formen ger
x} + a3 + a3 + 6zy23 + 8wowy = —1 =

— (3t)2 + (4t)% + (=5t)2 +6-3t- —(5t) +8-4t - (=5t) = —1 —

1 1
= 200’ =-1 ¢ t=+—=+

/200 102’

och alltsa dr punkterna som ligger nidrmst origo:

1
(9, 13) = £—— (3,4, -5).
(w1, 72, 73) 10\/5( )

11.10
a)

Kvadratkomplettering;:
:c% + 2:0% + 21129 — 22123 — 403 = :c% + 221 (xg — x3) + 237% — 2x0x3 — 2ToT3 =
= 234221 (2o —a3)+ 23— 200wz +as+ 25— 25— 2203 = (21 +(vo—x3)) 25 —25 22013 =
= (23 4+ 29 — 23)% + 22 — 2wows + 23 — 202 = (2% + 1y — 13)% + (22 — x3)? — 222,
Eftersom alla kvadrater inte &r positiva dr den kvadratiska formen inte positivt definit.
b)
Kvadratkomplettering:
x% + 295% + 9;10% —2x129 +4x173 — 2T903 =
_ .2 2 2,2 2 _
= x] — 2z (22 — 2x3) + x5 — dwaws + 4as + x5 + dxs + 22003 =
= (x1 — (2o — 223))? + 22 + 522 + 2w023 = (11 — 2o + 223)% + 23 4 22 4 2wo23 + 423 =

= (l‘l — X2 + 2$3)2 + (l‘g + l‘3)2 + 41‘%

Denna ar positivt definit eftersom alla kvadrater &ar positiva, och det finns tre stycken
kvadrater.
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c)

I denna deluppgift, och nésta, dr kvadratkompletteringen ej systematiskt gjord, det
vill séiga ndr man exempelvis forst kvadratkompletterar alla z;-termer, sedan x5, och
sist x3. Detta kan man se pa att det finns mer &n en kvadrat som har tre termer, och
mer &n tva kvadrater som har tva termer. Av denna anledning maste vi férst ogora
kvadratkompletteringen, fér att sedan kvadratkomplettera igen. Eftersom c) och d) delar
dem tva forsta kvadraterna forenklar jag dem separat.

(.’El —+ To =+ $3)2 —+ ((El — 2.%2 =+ .’Eg)z =
=23 4 221 (12 + x3) + (x2 + 23)% + 27 + 221 (—225 + 23) + (=229 +23)? =
= 23@% + 22129 + 22123 + x% + 2xox3 + x§ —4x129 + 20123 + 4x§ —4xoxs + a:g =
= Z:Ef + 5x§ + 23:% — 2x129 + 42123 — 22073,

Alltsa ar
(21 + 22 + 23)° + (71 — 200 + 23)° + (2201 — 23)° =

= 233% + 5$§ + 23:% — 2129 +4x1273 — 20923 + 495% —4xix3 + wg =

= 61‘% + 53:% + 330% — 22129 — 2T0T3 =

1 1 1
= 6(x7 — 3102 + %x%) — Emg + 523 + 323 — 2013 =
1 29 12 36 29 36
=6(z1 — 6:52)2 + E(az2 — 59 %2%3 + @azg) -5 ﬁxg + 323 =
1 29 6 81
= Ol = Ga2)* + (@ = 5g7)" + 555

Detta uttryck &r positivt definit.

d)
(CUl =+ To —+ {E3)2 —+ ((El — 2.’E2 + £U3)2 —+ 9(.’E1 —+ x3)2 =
= 295% + 5m§ + 2:]5% —2x129 + 41203 — 22023 + QCC? + 18x1x3 + 9m§ =

= llx% + 533% + 113:% — 22129 + 222123 — 20903 =

1 1 1
=11(22 — 2x1(ﬁx2 —x3) + (ﬁxQ —ax3)%) — 11(ﬁ$2 — x3)% + 523 + 1123 — 22923 =

1

1
=11(x; — (ﬁﬂfg —x3))% — ﬁxg + 2w9x3 — 1123 + 523 + 1123 — 2w9w3 =

1 54
=11(z1 — 7% +x3)% + ﬁxg

Denna kvadratiska form har visserligen bara positiva kvadrater, men eftersom antalet
kvadrater inte dr samma som antalet variabler &r den inte positivt definit. Den &r positivt
semidefinit.

11.11

Enligt troghetslagen dr kvadratkomplettering entydig, och alltsa om vi kvadratkomplet-
terar bada formerna och ser att de har samma antal positiva/negativa kvadrater vet vi
att det finns ett variabelbyte som kan &verféra den ena pa den andra.
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q(x) = 27 + x5 + 323 + da 20 + 20103 =
= 22 + 221 (229 + x3) + 423 + daoxs + 23 — 313 — dagas + 203 =

= (z1 + (2x3 + 23))* — 322 — dwows + 222 =

4 4 4
= (21 + 2x9 + 23)% — 3(23 + —xoxz + —23) + —a3 + 222 =

3 9 3
2 10
= (@1 4 229 + x3)* — 3(z2 + §m3)2 + Ea:g

r(y) = yi —2y5 + 3 + 29192 + 4193 — 290y =
= u7 + 2y1(y2 + 2ys) + ¥5 + 4y2ys + 4y3 — 3y5 — 6yays — 3y3 =
= (y1 + (2 +2v3))” = 3(v3 + 2y2y3 + y3) =
= (y1 + (2 + 293))* = 3(y2 + ¥3)* = (Y1 + v2 + 243)* — 3(y2 + y3)*.
Eftersom vi har olika antal strangt positiva koefficienter finns det inte ett linjért koordi-
natbyte mellan dessa kvadratiska former.
b)
q(x) = 4a? + 23 + 23 — 4129 + 471203 — 3003 =
= 4a? — day (x9 — 3) + 25 — 22023 + T2 — Tox3 =
= (221 — (22 — 23))* — maw3 = (221 — w2 + 23)% — o73.
For att ga vidare hdr behdver vi gora ett koordinatbytet:
xy =12
To=ah—xf = (221 — 39+ 23)% — 22wz =
x3 = xh + x4
= (207 — (xy — 2%) + (25 + 23))” — (25 — @3) (2} + 25) =
= (20 +22%)% — (29)* + (25)* = 4(2 +25)* — (23)* + (25)*.
Detta variabelbyte rakade slutféra kvadratkompletteringen.

r(y) = yi +5y5 — 43 + 2y1y2 — dy1ys =

=y +2y1(y2 — 2y3) + Y3 — Ayoys + 4y3 + dy3 + dyoys — Syi =
= (y1 + (y2 — 2y3))? + 42 + dyoys — 8y =

1
= (y1 +y2 — 2y3)” + 4(y3 + yoys + Zyg) —y3 —8y3 =

1
=(y1 +y2 — 22/3)2 +4(y2 + §y3)2 - 9y§.

Dessa kvadratiska former har samma antal stringt positiva, och stringt negativa, koeffi-
cienter, vilket betyder att det existerar ett linjart koordinatbyte x = Ty.
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11.12

Vi kvadratkompletterar och tittar sedan pa hur manga koefficienter som #r negativa och
positiva, vilket kommer att informera oss om vilken yta ekvationerna beskriver.

a)
x% + 395% + 233% — 21129 — 20123 + 62923 =
= 23 — 221 (w2 + x3) + 23 + 2wow3 + 23 + 223 + dwows + 25 =
= (z1 — (w2 + x3))% + 222 + dagas + 25 =
= (z1 — oy — 23)% + 2(23 + 2z0w3 + 22) — 222 + 22 =
= (z1 — w3 — x3)* + 2(wy +23)? — 23 = 1.

FEn negativ koefficient, tva positiva, och ett positivt hogerled indikerar att det &r en
enmantlad hyperboloid.

b)

1 1
222 + 22 + 223 4 2w119 + 22023 = 2(2? + 1120 + Zaz%) + 53;3 + 222 + 22923 =

1 1 1 1
=2(z1 + 53:2)2 + 5(1‘% + dwoxs + 4a3) = 2(xy + 53:2)2 + 5(3:2 +2z3)% = 1.

Eftersom en av koefficienterna &r 0, och 2 &r positiva, dr ytan en elliptisk cylinder. Man
kan se det som att man har ekvationen

déar z kan vara vad som helst, da kommer man ju fa en ellips for varje virde pa z, och
alltsa blir det en elliptisk cylinder.

c)

T3 4203 420wy +4T 23 +-62023 = 2422 (2o +-223) Fas+Awoxs+4as —ri+200w3— 205 =
= (x1 + (22 + 2x3))2 - (z% — 22023 + x%) - 9::2,, =

= (21 + 2 +2m3)2 —(z2 —x3)2 — x% =2 <— —(r1+x2 +2x3)2 + (22 —x3)2 +x§ = -2

En negativ koefficient och ett negativt hogerled séger att det &dr en tvamantlad hyperbo-
loid.
11.13
23+ (a4 1)z3 + (5a +4)23 +4(a + V)agas =
=22 + (a+1)(23 + dwgwz + 423) — 4(a + 1)23 + (5a + 4)23 =
=274 (a+1)(z2 + 223)% + ax? = 1.

Detta uttryck &r en hyperboloid om

a<0 och a+1<0 = a< -1,
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eller
a<0 eller a4+1<0 = a<-1 = —-1<a<0.

Alltsa &r det en hyperboloid nér alla koefficienter &r skilda fran 0, och en eller tva ar
negativa. Dessa olikheter kan vi sammanfatta till att

a<0, a#—1.

11.14

Om vi visar att matrisen har en motsvarande negativt definit kvadratisk form, sa vet vi
att alla egenvirden maste vara negativa. Detta foljer ur troghetslagen, eftersom antalet
negativa koefficienter inte beror pa val av koordinater och om vi viljer egenvektorerna
som nya koordinater hade alla koefficienter blivit egenvérden, vilket betyder att de maste
vara negativa.

-2 1 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
0o 1 -2 1 0 0 0
o 0 1 =2 0o 0 O
B = .
0 0 0 o .. =2 1 0
0 0 0 o .. 1 =2 1
o 0 0 0 .. 0 1 =2
— x!'Bx = —2:0% +2x1209 — 2x§ +2x9x3 — 2:17% +2x304 — - — 2xi_1 +2%, 1Ty — 2:5% =
=2 — (22 — 2x120 + 23) — (¥3 — 2@ox3 + 23) — - — (22, = 2xp_yx, +22) — 22 =
=22 — (x1 —22)? — (w2 —x3)% — - — (Tp_1 — Tn)? — 22,

Detta uttryck dr dock inte systematiskt kvadratkompletterat - vi har n+ 1 kvadrattermer,
vilket betyder att vi inte kan uttala oss om huruvida den kvadratiska formen &r negativt
definit eller inte. Fran évning 6.8 vet vi att ©1 — 2, Lo — 23, ..., Tp_1 — T, &r n — 1 linjért
oberoende vektorer. Detta betyder att z1 — x2, 9 — x3, ..., Tn_1 — Tpn, T, &r n linjart
oberoende vektorer, och vi kan darfor utfora variabelbytet

/

T, =z — Tk, k=1,.,n—1, 2, =2z, =
— —2? — (1 —x0)? — - — (T — 1) — 2P =
=i — (#1)® = = (25,01)" = (27,)%

Vi vill ocksa uttrycka x; i den nya basen, och man inser snabbt att
xlzx/1++z/n’

vilket ger oss att

n

=—(@f ) = (@)= () = (@) = (Z w%) - (@)
k=1

k=1

Detta uttryck dr uppenbart negativt definit, vilket, pa grund av kvadratkompletterings
entydighet och oberoende av koordinatval enligt troghetslagen, visar att matrisen har en
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motsvarande negativt definit kvadratisk form, och ddrmed endast negativa egenvéirden.
O

Man kan ocksa bara kvadratkomplettera den kvadratiska formen:

—233% + 2x129 — 21‘% + 2x913 — 21‘% + 2x304 — - - — 2.1‘%71 + 2%, 1Ty — 230% =
2 L o L o 2 2 2
= —2(x7y —$1$2+Z$2) —(2— §)$2+21‘2$3 —2u5+2x3xg — =2, _ 1+ 2T 12, — 225 =
L 2 3 2 4 5 2\ 2 2 2
= —2(xlf§z2) f5(:L'2fgrgx3+§x3)—(2fg)x3+2x3x4f~~—2:L'n_1+2xn_1xn72xn =
1 3 2 4 3 9
= —2(x1— 51‘2)2 - 5(332 - §x3)2— g(xg— §x3x4+ﬁmi)—---—2xi_1 +20, 2, — 222 =
1 3 2 4 3
= 2o goa)? — Saa = San - Sad - Do om0 2w, -2
1 3 2 n n—1 n—1
(g — 22— D — Zp)2 o 2 _ (o _ 2 _
(@1 = 522)" = 5 (22 = 323) (@1 = =) — ( )
1 3 2 n n—1 n+1
= _2(-771 - 5372) - 5(1'2 - §x3)2 - - S 1(xn—1 - xn)Z - n EL =

k1 k s n+l,
:727(‘%]{:7167“1'16_‘—1) — n I'n,
k=1

vilket dr ett uttryck som innehéaller n termer, och alltsa har vi kvadratkompletterat den

kvadratiska formen till nagot som uppenbarligen &r negativt definit. O
11.15
Lat
11 -7 0
B=|-nm 20 -1
0 -1 16

For att ta reda pa hur manga egenvirden som &r storre én a, kvadratkompletteras den
kvadratiska formen som hor till
B —aE,

och antalet positiva diagonalelement/koefficienter till kvadrater motsvarar antalet
egenvirden som #r > a. For att undersoka egenviarden som dr > a, inkluderas dven
koefficienter som &r 0 i rdkningen.

a)

1 -7 0
C=B-10E=|-7 10 -—-1| =
0 -1 6

— x!Cx = x? + 10:10% + 6:63 — 2w 29 — 2293 =

= o{ = 2mr1ws + 70xh + (10 — 7%)a) + 623 — 22015 =
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2
= (1’1 — ’/TI'Q)Q -+ (10 — 7'('2)(x§ — mfﬂng -+ (10 — 7T2)2$§) — 10 — 7'('2 .T% + Gxg =
1 59 — 672
7%30

2 2 2
= — ]_ - -
(1 = m2)” 4 (10 = 7) (w2 10—772x3) 10 — 72
59 — 672 < 0, men de andra koefficienterna #r positiva, vilket betyder att det &r tva

egenvarden som &ar > 10.

b)
—4 —7 0
C=B—-1E=|—7m7 5 -1| =
0o -1 1
— x'Cx = —4x% + 5:83 + x% — 27X 29 — 20903 =
2 2

7r 7r
= —(4a? + 27120 + ng) + 5+ Z)z% — 2oz + 13 =

Z—(2x1+zx2)2+(5+7ﬁ>($§— 22562333-1— 12 a3) — 1z$§+$§:
2 4 54 - (5+7)? 547
. 7T2 1 4_|_L2
= 7(2‘%1 + 51‘2)2 + (5 + z)(ﬂh - 5t =2 553)2 + 51 :2 JC?)’ =
4 4
T 2 4 16 + 72
=—(2 “x0)?P 4+ (5+ — — ————13)? 3-
(m+2m)+(+4xm %+ﬂm) 50+ 2258

Aterigen #r det en negativ och tva positiva. Det #r alltsa 2 egenviirden som &r > 15.

c)
-5 —7 0
C=B-16E=|-n7 4 -1| =
0 -1 0
:>Xth:—5x%+4m§—271'331302—2952563:
2 2
= —5(x? + 2%951@ + %x%) +(4+ 7T—)ac% — 2915 =
T 72 2 1 1
=5+ —22)? + 4+ —) (23 — —S 203+ ——5—13) — ——5 713 =
(@1 + 22)” + (4 + ) (23 I <4+%2)23) R
s w2 1 1
— _5 T4+ (44 _ 2 2 _
(LU1+5$2) +( + 5)(1’2 4+%2x3) 4+%2:L'3
s w2 ) )
- _5 TeN2 4 (44 o2 22 2
(@14 Fe)” + (4 5wz = 5575 )” = 5

5
Nu &r 2 av koefficienterna negativa, vilket betyder att endast 1 egenvérde ar > 16
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11.16

Eftersom ey, ..., e, &r en bas i det linjira rummet, gar det att uttrycka alla vektor med
hjilp av dessa. Alltsa

XxX=woe + --+aye, och y=pe +---+0e,.
Om vi déarfor definierar skaldrprodukten som, forutsatt att alla koefficienter &r reella,

(X|Y):051Bl+"'+anﬂna

kommer
(eilej)=0-04+---+1-0+---+0-1+---40-0=0,

eftersom e; har ay = 0, k # 4, och o;; = 1. Motsvarande for e;. Dessutom é&r
(eile)=0-0+---+a;-a;+ - +0-0=af =1 =1,

vilket visar att eq, ..., e, &r en ortonormerad bas i skaldrprodukten. Det aterstar nu att
visa att
(x|y) =a1fi+- - +anfn

faktiskt definierar en skaldrprodukt. Vi behéver darfér, med u,v,w € V, samt a,b € R,
kontrollera att
(au+dw|v) =a(u|v)+b(w]|v),

(ufv) = (v]u),

och
(ulu) >0, dau#0.

Med
u=ae; +- -+ aze, och v= ﬁlel +-+ /Bnen

ar det uppenbart att
(11|V) :alﬁl + - - +05an :ﬁlal ++5nan = (V‘u)a

och
(uju)=af+---+a2>0,daR>a; #0, i=1,..,n.

Lat nu
w=me;+- -+ e, —

= (au+bdw|v) = (aoy +by1)B1 + - - - + (@, + by) Bn =
= a(alﬁl + -4+ anﬁn) + 5(7151 +--+ ’Ynﬁn) = a(u|v) + b(W | V).

Detta visar att den angivna skaldrprodukten &r en faktisk skaldrprodukt, och att den
gor basen ey, ..., e, till en ortonormerad bas. O

Med komplexa koefficienter hade skalarprodukten

(x|y) =B+ +anfB,,

med beteckningar som ovan, dugt.
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