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Forord

Jag har skrivit 16sningar till alla uppgifter som var med pa kursprogrammet under den
kursomgang som jag liste kursen, inklusive alla parentesuppgifter och seminarieuppgifter.
Vilka uppgifter som detta innefattar kan ses i figuren nedan. Det &r &ven vissa uppgifter
som redan har lésningar i 6vningsboken, men de &r fortfarande med hér (fast det star bara
”Losning finns redan.”). Om jag kdnner mig tillréickligt uttrakad nagon gang, eller om
jag far nys om att efterfoljande kursomgangar har manga uppgifter pa sitt kursprogram
som inte d&r med hér, kanske jag liagger till fler 16sningar. Som vanligt med dessa saker,
maste man ha i atanke att det kan férekomma fel, och att dessa losningar antagligen
inte dr nagon helig graal till att forsta kursen helt.

I uppgifterna anvinder jag beteckningarna N\ {0} for att beteckna positiva heltal, och
N U {0} for att beteckna icke-negativa heltal. Anledningen till att jag podngterar hur 0
behandlas i bada fallen &r for att det inte ska rada nagon tvetydighet till foljd av ens
definition av dem naturliga talen (4ven om man brukar exkludera 0 fran dem naturliga
talen). I majoriteten av fallen kommer jag ocksa att beteckna partiella derivator genom
att ha en nedsénkt variabel intill funktionen (subscript). Alltsa

ou 0%u 9%y

— =Uy, — =u — =u 0.5.V.
Ox 022 T Qxoy w

Sa om man ser en nedsénkt variabel &r det en partiell derivata - det enda man skulle kunna
forviixla det med &r index i en summa/serie, men det bér vara uppenbart nér det dr fallet.

0.{1,2,4,6,7)

1.11,3,4,5,8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 21, 22, 23, 25, 26!

3.12,3,5,6,7.8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24,
25,29, 30, 32, 35, 39, 41, 42, 43, 45, 46, 49, 51, 55, 60, 62, 66, 69}

4.11,3,5,6,7.8, 10, 14, 15, 16, 17, 20!
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Kapitel 0

0.1

Nar vi deriverar med avseende pa den ena variabeln dr den andra en konstant, sa om vi
integrerar blir, det som i endimensionell analys, integrationskonstanten en funktion i den
andra variabeln.

a)

Man ser direkt att svaret ar u(x,y) = ¢(y), dir ¢ ér en godtycklig endimensionell
funktion.

b)

Vi lgser det som i endimensionell analys, vilket ger att u(x,y) = Ae™Y, men eftersom det
dr partiell derivata kan A bero pa x. u(z,y) = ¢(x)e Y.

)

Pa samma sétt som i b) far man direkt att u(z,y) = ¢(x) cosy + Yz siny.

d)
Vi integrerar forst en gang med avseende pa den ena variabeln, vilket ger att
0%u ou
= _— — = — R = 5
S o= () = ulwy) = p(a) +0()

dar ¢ dr en primitiv till .

0.2

a)
Med variabelbytet

E=z—ct §o =Mz =1,
7 = é’t:—c’
n=x+ct
e = ¢,

infor vi funktionen v(&,n) = u(x,t). Kedjeregeln ger nu att
Uy = Ve&q + Uty = V¢ + vy =
= Uga = (Vgee + Unetla) + (Vgn€a + Unyne) = [Ven = Une] = vee + 20en + vn,

och
Uy = Ve&t + vt = cvg — vy = c(ve —vy) =

= uyy = ¢ ((veels + vnemn) — (Vgn€e + vpynie)) =
= c(cvge — cvgy — (cvgy — cvny)) = ¢ (vge — 2vgn + V).
Inséttning:
0 = st — Ptige = *(vee — 20y + Vny) — € (Ve + 2ven + Vyy) =

= —40271577 = vy, =0. O
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b)

Vgy =0 = [0.1d)] = w(&,n) =¢(&) +(n).
Eftersom u(z,t) = v(&,n), sa giller det att

u(z,t) =p(x —ct) + Pz +ct). O

)

Man translaterar grafen at hoger eller vinster beroende pa om man har x + ct eller x — ct.
Se facit for bilder.

0.4

Tanken dr att man ska gissa sig fram till en 16sning pa dessa uppgifter, vilket kanske &r
tydligast i a), men man kan faktiskt rikna sig fram till saker ocksa.

a)

Eftersom vi bara letar efter en 16sning kan vi vilja u = 0, som uppenbart uppfyller
villkoren.

b)

A’LL:]., $2+y2<1, umz‘l_uyy:l: $2+y2<17
<
u=0, 224+9y>=1 u =0, 224+ y?=1.

Vidare &r Ugzy + Uyy = Ugy — i2Uy,, vilket pAminner om végekvationen fran 0.2, men med
¢ = 1. Alltsa kan man ténka sig att om vi istéllet gor variabelbytet

g =T — Zy7
n=x+iy,
dir v(€,n) = u(z,y), sd kommer vi fa samma forenkling, men med ¢ = i istillet. Alltsa

1
1= Au = uyy + uyy = —4itve, = vy = 1=

— ve= 10+ B(E) = v(Em) = 3En+9(€) +v(n).

Man kontrollerar snabbt att £ = 22 + 42, vilket betyder att

(e y) = =@ + ) + p(@ — iy) + 9@ + i),

4
Om 22 +y? = 1 ska u = 0, vilket betyder att p(x — iy) + ¥ (x + iy) = —1/4, vilket
man enkelt astadkommer genom att vilja, till exempel, ¢ = ¢ = —1/2. Detta ger oss

16sningen
1
ulw,y) = (2 +2 = 1)
Detta variabelbyte dr tydligen, dem sa kallade, Wirtingerderivatorna, eller dem komplexa
derivatorna, och dessa kan vara bra att kunna om man behover bestamma en skalér
potential pa tentan och vill imponera pa tentardttaren.
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c)

Fran funktionsteorin kommer vi ihag att real- och imaginéirdelen av en holomorf/analytisk
ar harmonisk (Au = 0), och alltsé kan vi underlidtta vart sokande genom att referera
till var kunskap om analytiska funktioner uttryckt i polira koordinater. Vi vet att
z = x + iy = [pol. koord.] = rcosy + irsinp, och realdelen ser ut som en lamplig
kandidat for att vara vart svar. Att 22 + 92 =1 <= 2 =1 < [r>0] < r=1,
vilket betyder att funktionen dr cosp, d"r = 1. Alltsa dr funktionen vi séker u = r cos ¢,
vilket #r realdelen av z, det vill siga u(z,y) = x.

d)

I syfte att gora pa samma sétt som i féregaende deluppgift skriver vi forst sin2p =
2singpcosg = 2rsing - reos¢l,_,. Om vi nu tittar pa den holomorfa funktionen 2% =
(x +iy)? = 22 — y? + i2xy, ser vi att imaginirdelen, om vi skulle skriva den i polira
koordinater &r precis 2r sin ¢ - r cos ¢, och dirmed konstaterar vi att funktionen u(z,y) =
2xy loser problemet.

0.6
a)

Stiarisk symmetri betyder att vi kan rotera allting i ¢- eller -led utan att paverka
16sningen. Detta motiverar att titta pa problemet i sfiriska koordinater, eftersom da
kommer alla derivator med avseende pa 6 eller ¢ att férsvinna. I formelsamlingen ser vi
att Laplaceoperatorn i sfiriska koordinater &r

1 1 1
Au = ;(ru)” + T—zAu = ;(ru)” +0,

dar Au = 0 eftersom A endast innehaller partiella derivator for ¢ och . Laplaces ekvation
blir da ett endimensionellt problem i radiell led, dér vi later v = u(r),

1 A
—(ru)' =0 = (ru)"=0 = (ru))=B = ru=A+ Br = u(r)=— + B.
r r

Eftersom vi har skurit bort origo behover A # 0, eftersom r # 0.

b)

Pa samma sétt som i a) letar vi efter en funktion u = u(r), fast istillet for att vi kan
rotera fritt i rummet kan vi endast rotera kring z-axeln. Alltsa ar r = /z2 + 32, inte
Va2 +y? 4+ 22 som i a). Att funktionen &r cylindriskt symmetrisk betyder att vi sitter
alla z- och #-derivator till 0 i Laplaceoperatorn uttryck for cylindriska koordinater. Med
detta blir Laplaces ekvation

1 1
Au = ;(rur)r+0+0=;(ru’)’:0 = (ru)' =0 =

= =4 = u’:é = u(r) =Alnr + B.
T

Aterigen behover inte A vara 0, eftersom vi kar skurit bort z-axeln diir r = 0.
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0.7
P

Med vektorfiltet » = (z,y, 2) far vi att divergensen blir divr = - (z) + a%(y) + %(z) =
1+ 1+ 1 = 3. Eftersom integralen &r till randen av ett slutet omrade kan vi direkt
anvianda Gauss sats, vilket ger att

]{ r-dS:/divrdV:/3dV:3V:3u(D). O
oD D D
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Kapitel 1

1.1

Vi konsulterar formelsamlingen och finner diffusionsekvationen uw; — DAu = k, dér
k &r produktionen av &mnet. Eftersom &mnet sonderfaller med en hastighet som &r
proportionell mot méngden av dmnet kan vi skriva k = —cu (méingden minskar), vilket
ger oss ekvationen u; — DAwu + cu = 0.

1.3
Att staven dr tunn betyder att vi kan rdkna endimensionellt. I formelsamlingen hit-
tar vi Fouriers lag som séger att varmestromtitheten 5 = —AVu. Eftersom det &r

endimensionellt #r Vu = u'(x), och j = j, déir u(z) = To/(1 + 22). Alltsa far vi att

- 2T0$
MR T,

1.4

I formelsamlingen hittar vi virmeledningsekvationen u; — aAu = ¢k, dir k &r
varmeproduktionen. Eftersom virme licker kommer produktionen vara negativ och att
den &r proportionell mot stavens temperatur och omgivningens kan skrivas som k =
—C(u—Tp), ddr C > 0. Att det &r en tunn stav betyder att u = u(z,t) (endimensionellt)
och da blir Au = ug,. Vidare kan vi lata w = T for att tydligare illustrera att det handlar
om virmeledning. Sammanstéllt far vi ekvationen

a 1 c

1.5
a)

Transversella svingningar beskrivs av vagekvationen: uy — c?Au = %. Eftersom det &ar
en string dr svingningarna endimensionella, sa u = u(z,t) = Au = uy,. [ ir en
drivande, yttre kraftfordelning (enhet N/m), som i detta fall dr tyngdkraften, och p dr
striangens lingddensitet/linjéra densitet (massa per lingdenhet). Eftersom tyngdkraften
verkar pa stringen vet vi att f = —pg (for att den ska fa riitt enhet). Detta betyder att
f/p = —g, vilket ger oss ekvationen

2
Utt — C Ugy = —G-

b)

Motstaendet representeras av att ligga till den negativ term i hogerledet. Eftersom den
ska vara proportionell mot hastigheten kan vi skriva den termen som —au, vilket ger
oss ekvationen

2 2
Ut — C Ugy = —G — QUL < U + QUL — C Uy = —(.
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1.8

a)
ou

Att normalderivatan &r 0 pa randen. Normalderivatan g = n - Vu, vilket tolkas som
att den utatriktade enhetsnormalen till omradet ska vara vinkelrdt mot gradienten av
funktionen - det sker alltsa inget flode ut ur omradet.

b)

Se facit. Men i stort sett handlar det om att kroppen é&r isolerad fran omgivningen.

c)

Pilarna visar gradienten, sa det ar bara att leta efter alla delar av randen dér pilarna dr
ortogonala mot den utatriktade normalen till samma rand.

d)

Figuren visar nivakurvor, och det giller, vilket man givetvis kommer ihag fran flerdi-
mensionell analys, att gradienten av en funktion &r ortogonal mot nivakurvor av samma
funktion. Vi vill leta efter delar dar gradienten &r vinkelrét mot normalen till randen,
vilket betyder att vi vill hitta nivakurvor som pekar i samma riktning som normalen.

1.10
a)

Beteckna temperaturen med funktionen 7' = T'(z,y, z,t). Virmeledningsekvationen:
Ty —aAT = Sk, AT = Ty + T,y + T 1 detta fall &r viirmekéllan den givna funktionen
k = Ae Pt och for denna deluppgift ska sidornas temperatur vara konstant lika med
omgivningens (Dirichletvillkor). Sammanstéillt far vi da ekvationen, med villkor,

Ty — aAT = %A(fm7
T(z,y,2,0) =Ty, T =Ty paranden.

b)

Vi antar att det ar sidorna i z-led som totalisoleras. Pa grund av symmetri kommer
alla z-derivator att forsvinna eftersom det inte kan ske nagot flode av virme i z-led.
Detta betyder att vi kan beskriva temperaturen som en funktion av tva rumsvariabler

T =T(x,y,t). Utover detta ér det samma ekvation, men AT = Ty, + Ty,

T, — aAT = $ Ae™ P,
T(xz,y,0) =Ty, T =T, pa alla sidor som inte &r isolerade.

c)

Vi antar nu att det &r sidorna i y-led som totalisoleras. Pa samma sétt som i b) blir nu
T =T(x,t), och vi far

Ty — aTyy = $ Ae™Pt,
T(x,0) =Ty, T =T, pa alla sidor som inte &r isolerade.
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d)

Nir hela kuben ér isolerad kommer temperaturen att bli rumsoberoende, T = T'(t) =
AT = 0, vilket betyder att vi far problemet

T, — aAT = $ Ae P, T'(t) = 4 Ae™ P!, aA Bt
— T(t) =T, — (1 — .
{T(O) ~ Ty T(0) = T) B =To+ 550 —€")
1.11

Villkoren bestdms av virmestromtétheten skaldrt med enhetsnormalen till ytan (det
beskriver hur mycket som strommar ut genom kroppen), n - j, och Fouriers lag ger att
j=-AVT.Vidare arn-j3 = —An - VT = f)\g—z. Om vi ténker oss att den forsta
kroppen ér till vinster och den andra till héger kan vi siga att den forsta kroppen har
sin del av begransningsytan vid 2, och den andra vid . Fér den férsta kroppen har
vi da randbeteendet —\q g%' Den andra kroppen har istéllet randbeteendet —)\Qg%, dar
nq. Av fysikaliska skél maste dessa randbeteenden vara lika, sa vi har att

oT oT
A (27, t) = —Xg— (a7, 1).
1877,1 (CL’ ’ ) 261’12 (.’E ’ )
Vi kikar sedan i boken pa sida 27, och ser att —)\g—z = a(T — Tp). I detta fall &r Ty
temperaturen pa andra sidan av begriansningsytan. Detta betyder att

ML @ 1) = XS (@ 1) = a(T(a” 1)~ T(a* 1),

Detta blev jatteflummigt, men det kanske kan vara till viss hjalp dnda.

1.12

Ség att virmeodvergangskoefficienten ar ag, vid x = 0, och lat &ven temperaturen vara
Ty dér. Lat sedan temperaturen vara Ty vid x = L, med virmeoverganskoefficienten
a1 dér. Vi anvinder sambandet med Newtons avsvalningslag fran sida 27 igen. Alltsa
giller det att —A3L(0,t) = ao(T(0,t) — Tp) och —AZL(L,t) = oy (T(L,t) — T1). Vi
kan dessutom uttrycka dessa derivator mer explicit. Vid z = 0 pekar normalen at
vinster, sd 92(0,¢) = —2L(0,¢) och 9Z(L,t) = 2L (L, ) eftersom normalen dér pekar
at hoger (positiv z-riktning). Eftersom viggen dr bred och hog kan vi anta att den
gar att beskriva med en rumsvariabel, det vill siga T = T'(x,t). Det sker inte heller
nagon virmeproduktion i viggen, sa k = 0. Med detta blir varmeledningsekvationen
T; — aT,, = 0. Eftersom viggen borjar vid temperaturen Ty dr det begynnelsevillkoret.
Sammanstallt far vi

2
oT 8T:O7

Sr — Ugaz O<z<L,t>0,

AL (0,1) = ao(T(0,t) — Tp), >0,
“AGE(Lt) = n(T(L,t) = T1), t>0,
T'(z,0) = To, 0<z<L.

1.13
Se facit.

10
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1.14

Eftersom strangen ar fast inspdnd vid x = 0 kan u endast ha vérdet 0 déar, vilket ger
ett homogent Dirichletvillkor. Att en ring loper friktionsfritt dr vildigt idealiserat, men
man kan ténka sig att ringen tvingar stringen att vara horisontell vid x = L, det &r
alltsa ett krav pa att den inte lutar, vilket beskrivs av att derivatan &r 0 - ett homogent
Neumannvillkor. Vi har alltsa att «(0,t) = 0 och u,(L,t) = 0.

1.15

Situationen ar densamma som i 1.14 vid = 0.

e |
e | _F
i A | ku
1 I | [ _/ S
.i,
Y
I 2
xW 72{
N
Y |
Aa | ™

Det som den forfirliga bilden &r tdnkt att illustrera &r att spannkraften, S, dr riktad
tangentiellt med stringen, och att spinnkraften &r proportionell mot t6jningen i stréngen
(Hookes lag, se sida 21 i boken), —ku. Med dessa tva kan man bilda en triangel (den som
pilen pekar pa), och den triangeln ér likformig med triangeln nedanfor som beskriver
hur om man gar 1 i z-led kommer man att ga wu, i y-led. Pythagoras sats ger sedan att
hypotenusan i den andra triangeln dr /1 + u2. Vi har alltsa att

. —ku U
sina = = e ~Uu, — ku+ Su, =0.

S V14 u2

Att \/;‘7;7% ~ u, beror pa att for smé svingningar kan vi anta att u2 ~ 0. Detta ger
iallafall randvillkoren w(0,¢) = 0 och ku(L,t) + Suz(L,t) = 0.

1.18
Hookes lag ger att
Fz
aug(x,0) = F = [F konstant] = oau(z,0) = Fx = u(z,0) = —.
a

Det &r ingen integrationskonstant eftersom staven &r fast inspénd. Att den &r fast inspénd
betyder ocksa att vi har ett homogent Dirichletvillkor: «(0,¢) = 0. Enligt resonemanget

11
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pa sida 33 i boken giller det ocksa att u,(L,t) = 0. Slutligen, eftersom striickkraften
haller pa tills ¢ = 0 s& har staven ingen begynnelsehastighet, varfor u:(z,0) = 0. I
formelsamlingen hittar vi vagekvationen for longitudinella svéngningar:

Upp — czum =0.
Hogerledet dr 0 eftersom det dr ingen yttre kraft som paverkar. Vi hittar ocksa i

formelbladet att ¢ = a/p;, och pa sida 21 i boken némns det att o = FA.

1.21

a)

Enligt resonemanget pa sida 30 i boken (exempel 1.4) dr virmestromtétheten j(r) = 5.
Detta beror pa att virmemaéngden &r konstant och pa grund av rotationssymmetri maste
den fordela sig lika léings en cirkel med radien 7.

b)

Rotationssymmetrin i uppgiften gor att T = T'(r) och saledes att VT = T’(r). Fouriers
lag sdger att

. q ’ q
— AV 4 T =A— L Ir
Jj AVT — Sy T = T(r) 5. 07
Villkoret T'(Rp) =0 = A = 5% In Ry. Alltsa ar
q q q Ry
T(r)y=—mnRy— —Inr=—1n—.
(r) 27\ 1o 2T\ nr 27\ n r

1.22
a)

Kottbullen ér ett homogent klot, och den vérms fran alla riktningar, vilket betyder att
sfarisk symmetri rader. Av denna anledningen kan vi sdga att temperaturen endast beror
pa en radiell koordinat, alltsa u = u(r). Virmeledningsekvationen: u; — aAu = £k, och
k ges av virmetillférseln g. Vidare, eftersom det ir ett stationirt tillstand (¢ — o0),
sa dr uy = 0. Vi far da ekvationen —aAu = $q = —Au = {. Nér vi nu skriver ut
Laplaceoperatorn i sfiriska koordinater sétter vi alla vinkelderivator till 0 (pa grund av
den sfiriska symmetrin). Vi far da ekvationen

- (1(ru)rr + :QAU) — [Au=0] = —(ru)" = 1. o

r T
b)
Newtons avsvalningslag (sida 27 i boken) ger att
ou
—/\a—n(R) = a(u(R) — Tp).

Normalen till en sfir &r bara en strale som gar rakt ut i radiell led, vilket betyder att
normalderivatan dr samma sak som derivatan i radiell led (d/dr). Detta ger oss foljande
villkor vid grénsytan

=\ (R) = a(u(R) — Tp).

12
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c)

Vi loser ekvationen fran a).

1
—;(ru)" :% = (ru)" = —%r = (ru) = A- %TZ —
q 3 B q 2
—A4r+B- L Ay _ 4
= ru r+ o’ = u(r)=A+ T

Av fysikaliska skil maste temperaturen i kottbullen vara begransad, men da » — 0
kommer B/r att viixa obegrinsat, vilket betyder att vi maste séitta B = 0. Vi far da den
stationéra temperaturfordelningen

_ 1 ) — — 4
u(r)=A 6/\T = u'(r) 3)\7'.

Villkoret fran b) ger nu att
—Mﬂﬂzd%&—ﬂﬁzﬁ—AG—R) (A———R2 )::

3\ 6
qR 2 qR 2
ﬁ——A——R Ty = A=T — R
30 6 0+ 30 ox
qR 2
= u(r) = T0+f+f(R —r?).

6
Man ser ocksa tydligt att temperaturen #r som storst da » = 0, och avtar sedan.

1.23
a)

Aven hiir rader rotationssymmetri, vilket betyder att u = u(r), och ddrmed &r Laplaceope-
ratorn i poléra koordinater Au = 1 (ru,), +0 = L(ru’)’. Att vi tittar pa nedbdjningen in-
nebér att vi tittar pa en stationdr deformation, och alltsa sétter vi us; = 0 i vagekvationen.
Vagekvationen for ett svingande membran:

1
up—c*Au = AN [fZ—q, CQ=S} = _§,(m/)/:_g — ) =Ly =
p pr p S
4,2 4
= TUu ZST +A = u(r)= 4Sr +Alnr+ B.

Av fysikaliska skil maste u vara begrinsad, med Inr &dr obegréansad néra 0, sa A = 0.
Vidare dr membranet fast inspént, vilket betyder att «(1) = 0. Vi far da ekvationen

2 __q q 2
43 1°+B=0 = B= 4S:>u(r) 45(7' 1).

b)
Enda skillnaden fran a) &r att f = —¢(1 — r) nu, vilket ger oss att

S1 1 1
—;;(ru')’ = —%(1—7‘) = (ru) = %(r—rz) = ru = % (27"2 - 37"3) +A =

(L2 L
B u(’r‘) =3 4?" 97" 4+ Alnr + B.

Av samma anledning som ovan maste A = 0 och u(1) =0,

g<i$>+3—o—:>3—q<11)—:>mm—
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1.25

Istéllet for att gora som boken gor vid klassificering kommer jag att anvinda ett annat
séatt. Symbolen av en differentialoperator kan liknas vid Fouriertransformen, dér alla
derivator ersitts med ¢£. Alltsa om var differentialoperator ar
T 0 e 0? 0? e 9?2 0
= —+siny— —r=—— tr°— — —,
Oz Yor? Oy? 022 0Oz

sa kommer symbolen av T' att vara

o(x,y,2&,&,&) =i +siny - (i&)? — 2(i&)? + 22 (i&s)? — i&s.

For att klassificera differentialoperatorer tittar man pa huvudsymbolen, som &r samma
som symbolen, men man behaller endast derivatorna av hogst ordning, sa i detta fall blir
huvudsymbolen

oo(2,y, 261, &, &) =siny - (i&)? — z(i&)? + 2% (i&)*.

Detta &r en kvadratisk form och dess karaktéar avgor differentialoperatorns karaktér.
Om den kvadratisk formen &r negativt eller positivt definit &r operatorn elliptisk, om
den &r negativt eller positivt semidefinit &r den parabolisk, och om den &r indefinit &r
den hyperbolisk (jamfor med huvudsymbolen f6r virmeledning/diffusionsekvationen,
vagekvationen, och Laplaceoperatorn). Forhoppningsvis har er foreldsare introducerat er
till detta sétt att klassificera differentialoperatorer eftersom det &r mycket battre &n det
boken babblar om.

I denna uppgift har vi operatorn

2 02 0? . 0
+r—= —sinz— + 2,

T=agmt2gs 053 Bz

vilket betyder att symbolen &r (om vi ersétter z-derivator med i€ och y-derivator med
in)
vilket betyder att huvudsymbolen &r

UO(%ZJ%SW) = _‘ré.Q - (il? + 29)772

Hér ser man ganska tydligt att vi har ett antal fall som beror pa x + 2y och x. Om =z
och x + 2y har samma tecken kommer huvudsymbolen att antingen vara positivt eller
negativt definit, vilket betyder att operatorn ér elliptisk da x > 0 och z + 2y > 0, eller
x < 0ochz+2y <0.Om z = 0 och/eller z + 2y = 0, s& kommer den kvadratiska
formen att vara semidefinit, vilket betyder att operatorn &r parabolisk. Slutligen, om de
har olika tecken kommer operatorn att vara hyperbolisk eftersom formen &r indefinit.
Sammanstéllt har vi alltsa situationen som star i facit.
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1.26
gt — (1 — 2)ug)z = U — (1 — )y + vz = T,
dar , ;
0 0 0
T=ge~U-ngm T

vilket betyder att huvudsymbolen blir (¢-derivator ersétts med i och z-derivator med
in) , ,

UO(ta‘T;gvn) = 75 - (1 - 93)77 .
Héar har vi tydligt tre fall:

l—2>0 < x>1 = 0( negativt definit = elliptisk,
l—2=0 <= =1 = 09 negativt semidefinit = parabolisk,
l—-2<0 <= <1 = 09 indefinit = hyperbolisk.

15



Markus Bolinder

Kapitel 3

3.2

Detta ér halvperiodsutvecklingar av x. Cosinusserien motsvarar att man utvidgar x
jamnt till intervallet (—1,1) och sinusserien motsvarar att man utvidgar udda till samma
intervall. Koefficienterna far vi fran formelsamlingen.

1 L
aozf/ f(z)dex,
0
o L
ak:z/ f(:n)coskaxdx,
0

9 L
Bkzz/o f(x)sinkﬂTTxdx,

dir f(z) =2z och L =1.

a)
1 1 1 1
= — d = =
(%)) 1 /0 /O T axr 27
9 [l
oy = 1 / x cos kma dx, = [partialintegration] =
0
1 1 D T(ES L |
=2 [% sinlmm:}o —2/0 Esinkwwdaz =-2 [Wcoskﬂx}o = %
=0
b)
9 f1
Br = 1 / xsin kmx dr = [partialintegration] =
0
1 |
=2 {—i coskmc} — 2/ — coskmxrdx =
km 0 0 km
9 bog(—1)kHt
— —Ecoslmr-i- 2 {k%"z sinkmv]o = %
=0
3.3

Se anvisningen for hur funktionen ska utvidgas. Nér vi sedan utvecklar var utvidgade
funktion i en Fourierserie kommer alla cosinustermer att férsvinna eftersom funktionen
ar udda. Detta betyder att, precis som anvisningen séger, funktionen kommer att ha
Fourierserien

o0
E b sin kwz,
k=1

16
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dér wT = 27, och eftersom funktionen &r 4-periodisk dr 7' = 4, alltsa dr w = 7/2, vilket

ger Fourierserien
o0
E Sin ——.
2
k=1

Ur formelsamlingen finner vi att

1 [T/2
b = = / f(x)sin kwzx dx.
T J 72
Hir dr f(z) den utvidgade funktionen, som &r styckvis definierad:

—r—2, —2<x<-—1,
fl)y=14 =, —-l<z<l,
-z + 2, 1<z <2,
vilket betyder att
1/t k ! k 2 k
b = — / (—x—2)sinﬂda:+/ xsinﬂdm—b-/ (—1:+2)sinﬂdas .
4\ J_4 2 1 2 1 2
Hérifran dr det en massa partialintegration som ska utforas:

—1
. kmx 2(x + 2) krx
/_2 (z 4+ 2) sin 5 do { T €5 }

-1

/—1 2 kra
— — cos — dx =
9 —92 k'Tl' 2

2 km {4 ,lm]_l 2 kr 4

Thr T2 T e 2|, Tk 2 T Ree2
/lmsin]mdx— —2—96(:05@ 1 +/12cos]mdx—
1 2 | krm 2 |, Joikm 2 N
4 cos km n 4 . krnz]t 4 cos km
__* i in =
km 2 k272 2 1 km 2’
2 2 2
2(x — 2 k 2 k
_/(x—Q)sm—d = (z=2) os =% —/ = cos 2L g =
1 kﬂ_ 2 1 1 k'/T 2
= 3 cos b - —4 sin Lmy i = 2 S k—ﬁ + 4 sin -
km 2 k272 2 |, km 2 k272 2

1 ! k ! k ? k
= - —/ (x+2)sinﬂdac+/ xsinﬂd:ﬂ—/ (x—Q)SiHLxdac =
A\ ), 2 i 2 . 2
1
4

2 kmw 4 | km 4 km 2 km 4 . km
(MCOSQ+WSID2 — MCOS2+WCOSZ+WSIH2> =
2 . kw
=122 sin -5 = by
Vi ser att nédr k &r jamnt dr by = 0, alltsa kan vi ersétta alla k med 2k + 1 utan att indra
informationen som formedlas (om vi later k& borja fran 0 istéllet for 1). Alltsa ar
2 . @Qk+1D)7m 2

1
by, = _ in (m(k + =) =
T k1)t 2 ok 12z Sk +3)

17
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1 2(—1)k
= [sin(m(k+ =) = (-1)F| = ——F—.
(m(k +5)) = (1) Ok + 127
For att ta reda pa 7, ténker vi lite och kommer till insikt att vi bor bara kunna titta pa
intervallet (0,1) f6r den Fourierserie vi har ovan, men vi maste ocksa ta hinsyn till att
funktionen vi ar intresserad av dr bara definierad pa ett intervall med ldngd 1 - inte 4 -
och av denna anledning kommer vi fram till att

8(=1)* 2(=1)*
e = dbe (2k+1)272 (k+ 3)%m2

Nar man har gjort kapitel H kan man ta fram 7; mycket snabbare genom att bara
projicera x pa den ortogonala basen {sin (7(k + 3)z)}3%, med projektionsformeln.

(sin (7(k + 5)z) | z)
(sin (w(k + 3)z) | sin (7(k + 3)z))

Ve =

3.5

Vi noterar att problemet har homogena Dirichletvillkor, och dérfor ansétter vi en 16sning
i form av en sinusserie:

u(z,t) = Z ug(t) sin kmz,
k=1

insdttning och derivering ger

oo
0=1u — Uyy = Z(“;v (t) + k*1?uy(t)) sinkrez = [entydighet] =
k=1
= u(t) + E2mug(t) = 0 = ug(t) = cpe T,
Vi har att
u(x,t) = che_k2”2t sinkre = u(z,0) = Z ¢ sinkrx = sinwx + 2s8in 31t =
k=1 k=1
c1 = 1,
— c3 =2, —

=0, k#1,3

t

— 2 . — 2 .
= u(z,t) =€ " 'sinmr + 2" 'sin3nz.

Se facit for tolkning.

3.6

Vi har aterigen homogena Dirichletvillkor (dock har vi en annan lingd, sa argumentet i
sin blir annorlunda), varfor vi ansétter losningen

u(z,t) = Z ug(t) sin kx,
k=1

18
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insédttning i PDE:n:

0=up — Uz = Z(u%(t) + k?uy(t)) sinkz = [entydighet] =
k=1

= uj(t) + k*up(t) =0 = ug(t) = ay, cos kt + by, sin kt.
Alltsa ar

u(z,t) =Y (agcoskt + bysinkt)sinkr =

K

1

S
I

WK

= ug(z,t) = (—kay sin kt + kb, cos kt) sinkx —

=~
Il

1

u(z,0) = 3/10sinz, . > ore, apsinkz = 3/10sinz,
ug(2,0) =0 Y ore kb sinkz =0

—
ar = by = 0, annars

=3/10
— {al / )

3 .
= u(z,t) = 10 costsinx.

Se facit for tolkning.

3.7

Losning finns redan.

3.8
a)

I denna deluppgift &r det homogena Dirichletvillkor, vilket betyder att vi ansétter en
sinusserie som var 1osning;:

u(zx,t) = Z ug(t) sin kmx,
k=1

inséttning ger att

0=1u — Upy = Z(u;(t) + k?m?ug(t)) sinkre = [entydighet] =
k=1

—k%r3t

= ul(t) + E*mPug(t) = 0 = ug(t) = ce

Vi har nu att

o0 o0
2_2, | .
u(z,t) = E cre Ml sinkrr = u(x,0) = E cpsinkmx = x.
k=1 k=1

19



Markus Bolinder

Koefficienterna bestdms genom att utveckla x i en sinusserie:
2 1
k=7 / x sin kwx de = [partialintegration] =
0

1

1
:2[—£coskmc] —2/ —icoskmcdx:
km o km

0
2 1 bog(pyE
=~ C08 km+2 {k27r2 sin kﬂx]o = A=DT ]m)r =
=0
o~ 2(—1)kHt
= u(z,t) = Z %e‘kzﬂ% sin k.
T

Se facit for tolkning.

b)

Nu &r det istdllet homogena Neumannvillkor, och dérfor ansétter vi en cosinusserie:
[e.9]
u(z,t) = up(t) + Z uy(t) cos kma.
k=1

Nér vi stoppar in detta i PDE:n far vi

(oo}
0=t — Upy = up(t) + Y (u)(t) + k*m?ug(t)) coskmr = [entydighet] =
k=1

ug(t) =0, uo(t) = co,
= 3. 22 _ = I
u () + k*mug(t) =0 up = cpe .

Var 16sning tar da formen

o0 oo
u(z,t) =co+ Z ce M ok = u(z,0) =co + Z cpsinkmx = .
k=1 k=1

Det som star mellan oss och ett svar dr en cosinusserieutveckling av x:

e 1
00:7/ rdr = =,
1/, 2

1
=7 / x cos kma dr = [partialintegration] =
0

1 1
=2 [i sin kmc} —2/ —sinkmxdr =
km 0 o km
=0
2(coskm —cos0)  2((—1)¥ —1)

1
= -2 {—W cos kmc] . = 22 = 1272 =
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I —=2((-1)k-1
= u(z,t) = 5 + Z %6_’“2”% cos kmx.
k=1

Om man vill kan man notera att ¢, = 0 da k &r jimnt, sa om vi ersétter k med 2n + 1,
dér n gar fran 0 till co kommer vi fortfarande att ha samma 16sning, men uttryckt
annorlunda:

1 - 271+1 1) 2 1 t
=3 E:‘zzIT“*g‘“”” cos ((2n + 1)) =

oo

1 4 (2n+1)2x2
=5~ 2 Gyl T eos (@n 4 D).
=0

Se facit for tolkning.

3.10

I y-led verkar inte sa ldtt att utveckla nagot i, men nér vi riktar blicken lite nedat ser vi
att det &r homogena Dirichletvillkor i x-led, vilket betyder att vi, med framgang, kan
ansatta

= Z up(y) sinkre =

(oo}
= 0= Upy + Uyy = Z(—k‘Qﬂ'Quk(y) +uj(y))sinkrr = [entydighet] =
k=1

— u)l(y) = E*1urp(y) = 0 = up(y) = cpe®™ +dpe ™Y = ay cosh kry + by, sinh kry,

det &r fordelaktigt att anvénda hyperboliska funktioner eftersom sinh 0 = 0 och cosh 0 = 1.
Var l6sningen ar nu

y) = Z(ak cosh kmy + by sinh kry) sin knre =
k=1

oo —9
= u(z,O):ZakSinsz:QSinﬂx . =
1 ap, =0, k#1

= u(z,y) = 2coshmysinx + Z by sinh k7y sin krx —>

k=1
= wu(z,1) =2coshmsinz + Z by sinh k7 sin kre = —sin 2z =
k=1
2cosh + by sinhm =0, by =— 25(;2;117:7
= { bgsinh 27 = —1, = bg:—ﬁ, -
b =0, k#1,2 b, =0, k#£1,2
2 cosh 1
= u(z,y) = 2coshrysinz — OB inh Tysin e — — sinh 27y sin 27w =
inh 7 sinh 27
h inh 2
=2 ( coshmy — oS sinh7y | sinme — M sin 27x.
sinh 7 sinh 27

Se facit for tolkning.
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3.11

Vi noterar att detta problem har homogena Neumannvillkor i z-led, vilket motiverar
ansatsen

u(z,y) = uo(y) + Zuk(y) coskr =
k=1

= 0= Upy + Uyy = uj(y) + Z(—kzuk(y) +uj(y)) coskx = [entydighet] =
k=1
0 = 07 = b ?
U/o/(y) : . uo(y) = ao + boy . —
up(y) — k*ur(y) =0 ug(y) = ax, cosh ky + by, sinh ky
= u(z,y) = ap + boy + Z(ak cosh ky + by sinh ky) cos ke —
k=1
- 1 2 =ay=1/2
- U(m,o):@O‘FZakCOSkx:cost:M — T /2

—~ 2 ar =0, k#0,2

1 1 >
= u(z,y) = 3 + boy + 3 cosh 2y cos 2z + Z by sinh ky cos kx —
k=1

1 1 -
= u(z,7) == +7bo + 3 cosh 27 cos 2z + Z by sinh km cos kx = cos 2z =

2
k=1
%—i—wbo:O, boz—%,
= %cosh27r+b2 sinh 27 =1, = ({ by = %, —
b, =0, k#£0,2 b, =0, k#£0,2

— cosh 27

1 1 2
= u(x,y) = 3 % + <2 cosh 2y + S Sh e sinh Qy) cos 2T

Se facit for tolkning.

3.12

Vi bryr oss inte om den partiella tidsderivatan, utan tittar istéllet pa randvillkor, vilka
vi ser dr homogena Dirichletvillkor, sa vi testar att ansétta en 16sning pa formen:

u(z,t) = Zuk(t) sinkre =
k=1

= 0= Uy +2U—Ugy = Z(u%(t)—i—?u;c(t)+/<:27r2uk(t)) sin krz = [entydighet] —
k=1

= uy(t) + 2uy(t) + kzwzuk(t) =0 =

= karakteristiska ekvationen: 1’ + 2r + k272 =0 = r=—1+ /1 — k272 =
<0, k>1

= —1+iVk2r2 = —1 +iw, = u(t) = e *(ay coswit + by, sinwyt) =
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o0
= u(x,t) = Z e (ak coswyt + by sinwyt) sin krr =
k=1

= w(z,t) =

oo
— Z (—e*t(a;€ cos wit + by sinwyt) + e~ (—wray sin wit + wiby, cos wkt)) sinkmr =

k=1
= Z e ! ((—ap + wiby) coswit + (—wray, — by) sinwyt) sinkrr =
—1
o0
. . ag
= w(x,0) = Z(—ak + wibi) sinkrx = 0 = [entydighet] = b, = O
k
k=1

och det andra begynnelsevillkoret ger att

u(z,0) = Zak sinkmrx =1,
k=1

vilket betyder att vi behdver utveckla funktionen 1 i en sinusserie. Detta gors med
halvperiodsutecklingsformlerna:

2 1 1 ! 2
ak:f/ 1-sinkrxdr =2 |——cosknax| = —-—(coskm —cos0) =
1 0 k'f(— 0 kﬂ—
2(1 — (—1)* — (—1)F
21 (DY 21 (-0
km kmwy,

Det géller ocksa hir att ap = 0 om k &r jamnt (och for by), vilket betyder att vi kan
ersitta k med 2k + 1 i serien, och lata det nya k:et ga fran 0 till co, vilket ger oss samma
svar:

oo
_ 1, 2(1 — (=1)%) .
t) = ¢ t+ —s 2~ 2 Jginkrr =
u(x,t) E e~ "(cos wg +w sin wyt) sin kmx

k=1 k

sin wagy1t) sin ((2k + 1)7x),

= ie*t(coswgk 1t + ! 4
— * w (2k+1)m

dir wy = Vk27?2 — 1. Se facit for tolkning.

3.13

Var metod med att ansétta en 16sning fungerar endast om vi har homogena randvillkor,
sa vi forsoker hitta en hjédlpfunktion som homogeniserar randvillkoren. Denna uppgift
ar tacksam eftersom den inhomogena delen har inget tidsberoende, sa vi kan soka en
endimensionell stationir l6sning, 4(x). Denna stationéra 16sning ska uppfylla att @(0) = 0
och 4(1) = 1. Om mojligt (vilket det &r i detta fall) ska den ocksa uppfylla att @/(x) =0
eftersom da férblir PDE:n homogen.

@'(x) =0 = a(z)=ax+b = [u(0)=0, a(l)=1 = a=1, b=0.
Vi bildar nu den nya funktionen

v(z,t) = u(z,t) — alx).
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Det giller da att vy — vz = 0, v(0,t) = v(1,t) =0, och v(x,0) = u(z,0) —a(x) =0—2x =
—x. Alltsa har vi det nya problemet

i — Vpw = 0, O<az<l, t>0,
v(0,t) =v(1,t) =0, t>0,
v(x,0) = —x, 0<z<l.

Homogena Dirichletvillkor motiverar ansatsen

v(x,t) = ka(t) sin krx =
k=1

0=v; —Vgz = Z(’U;q (t) + k27r2vk (t))sinkre = [entydighet] =
k=1
— () + FPrp(t) = 0 = u(t) = cpe M T =

o0 oo
= v(z,t) = che_k2”2tsin kre = v(x,0) = ch sinkne = —x =
k=1 k=1

1
= =7 / —x sin kmx do = [partialintegration] =
0

T 1 |
=2 [— cos kmc} -2 / — coskmxdr =
km 0 o km

= —t

km k272 o km

]1 2(—1)k

2 1
= —coskm —2 [ sin kmx

k
k252 .
) e M gin k.

I3
}3
=
I
8
+
hE
s
L

Da t — oo kommer exponentialtermerna att forsvinna, och alltsa gar hela serien mot 0,
vilket lamnar den stationiira losningen x (rimligt eftersom vi borjade med att ta fram en
stationdr losning). Se facit for tolkning.

3.14

Losning finns redan.
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3.17

Vi borjar med att homogensiera problemet. Lat
v(x,t) = u(z,t) — i(z) =
= U=V =0 = (u—U);— (U— W)y = U — 0 — Uy + 0" =
= U~ Upy + 8 =247 =0 = d(r) = -2’ +ar+b = W (v) = —2r+a.
Vi vill ocksa att

va(0,1) = 0, wp (0,8) — @ (0) = 0 — @(0) = —a =0,
{ = {ux(l,t)ﬂ(1)2(2~1+a)a0,

alltsa uppfyller v det homogena problemet om a = 0. Eftersom b ar fritt kan vi lika
girna villja b = 0. Vi betraktar nu problemet for v(x,t) = u(z,t) + 22, som har
begynnelsevillkoret v(z,0) = u(x,0) + 22 = x2. Problemet &r alltsd

Vg — Vgy = 0, O<ax<l, t>0,
U.L(O7t) :Ui(lat) = 0’ t> 07
v(z,0) = 22, 0<z<l

Homogena Neumannvillkor:

v(z,t) = vo(t) + ka(t) coskmr =
k=1

. {v (t) =0, . {vo(t):co, .
t) =0

vp(t) = cpe 't
o0 2 2 o0

= v(z,t) =co+ che_k ™teoskrr = v(z,0) = co + Z ¢k cos ke = a2
k=1 k=1

Vi far nu Fourierkoefficienterna genom att halvperiodsutveckla z? i en cosinusserie:

1! 1
00:7/ 22 dr = =,
2

1
k=7 / 22 cos krx dr = [partialintegration] =
0

z? ! Log
=2 |—sinkrx| —2 / — sin kra doz = [partialintegration] =
km 0 o km

=0

2
= -2 { k27a;2 cos kwm]

1

1
2
2 — knxdr =
O+/0 22 COs KX ax
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1 4=k
= v(w,t)zu(m,t)+x2:§+z (=) e F T cos ey =

k22
k=1
1 4=k
— u(r,t) = -2 + 3 + l(<:2 2 e ™ cos k.
7r

Se facit for tolkning.

3.18

Vi vill korrigera v med en funktion som &r 0 d& 2 = 0 och e~* d&4 x = 1. En enkel
sadan #r @(x,t) = ze~t. Om vi nu bildar funktionen v = u — % kommer randvillkoren att
homogeniseras, dock plockar vi upp en inhomogen del i PDE:n och begynnelsevillkoret.

V= Vg = (u—z€ ) — (U — 26 0y = U + 26" — Ugp +0 = Up — Uyp +xe " =z
=0
Begynnelsevillkoret blir
v(z,0) = u(2,0) —xe " =02 = —u.

Med allt detta far vi problemet

Vg — Vg = T, 0O<z<l1, t>0,
v(0,t) =v(1,t) =0, t>0,
v(z,0) = —x, 0<z<l

Se facit for hur man léser problemet.

3.19

Eftersom problemet &r linjéart kan vi dela upp det i tva delproblem och sedan anvinda
superposition for att fa hela 16sningen.

(uA)ze + (ua)yy =0, O<z<m 0<y<m,
ua(x,0) =sinz, ug(z,7) =0, 0<a<m,
ua(0,y) = ua(m,y) =0, 0<y<m,

och
(UB)za + (UB)yy = 0, O<z<m 0<y<m,
up(z,0) = up(x,m) =0, O<z<m,

up(0,y) =siny, up(m,y) =0, 0<y<m.

Vi far sedan hela 16sningen av att v = ua + up. Av symmetriskdl kommer det ocksa
giillla att ua(x,y) = up(x,y), sa vi behdver bara losa det ena problemet. For delproblem
A har vi homogena Dirichletvillkor, sa vi ansétter en sinusserie:

ua(z,y) = Zuk(y) sinkr =
k=1
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(—Kk*uy(y) + uj(y))sinkr = [entydighet] =

K

= 0= (UA)M + (UA)yy =

=~
Il

1

"

= u}(y) — K*ur(y) =0 = uy(y) = ax cosh ky + by sinh ky =

= ua(z,y) :Z(ak cosh ky + by sinh ky) sinkx =
k=1
= ua(zx 0)—§:a sinkr = sinz = @ =1 =
AT T LT ap =0, k#1
= ua(z,y) :coshysinz+Zbksinhkysinkx =
k=1

= ug(zr,m) = coshwsinx—i—Zbksinhlmsinkx =0 =

k=1
cosh + by sinhm =0, blz—%,
-
bpsinhkmr =0, k#1 b, =0, k#1

coshm

= ua(z,y) = (coshy - — sinh y) sin .
sinh 7

Pa grund av symmetrin som nidmndes ovan kan vi direkt sidga att

h
up(x,y) =ua(y,z) = (coshx — C?S T sinhx) siny,
sinh 7

vilket betyder att var 1osning tar formen

coshm

h
cosam sinh y) sinx + (coshx — — sinh x) sin y.
sinh 7

sinh

U=1uUg+ug = (coshy —
Se facit for tolkning.

3.20
a)

For att vissa likheten réicker det med att visa att u = ua4 — xzy(1 — x) uppfyller att

Au =0,

dar uy uppfyller
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ua(l,y) = ua(l,y) —1-y(1-1) =0,
w(z,0) =us(x,0) —2-0-(1—2) =0,
u(z,l) =ua(z,l)—2z-1-1-2)=0—2(1 —z) = z(z — 1),
Au = Aug —zy(1—2)) = Aug = Alzy(1 - 2)) = =2y — ((2y(1 = 7))oz + (2y(1 = 2))yy ),
och
ry(l —2) =2y — 2%y = (2y(1 — 2))pe = 0 — 2y samt (zy(l —z)),, =0 =

= =2y — ((zy(1 = 2))oa + (2y(1 —2))yy) = =2y — (=29 +0) = 0.
Alla villkor #r ddrmed uppfyllda och det giller att ug — zy(1 — ) = up. O

b)

Trots att vi lade ner en massa arbete pa a), éir det nog lidttast att bara lésa B-problemet
direkt. Vi har homogena Dirichletvillkor i z-led, vilket motiverar ansatsen

u(z,y) = Zuk(y) sinkrr =
k=1

= 0= AuU=Upy + Uyy = Z(—k2772uk (y) + uj(y))sinkrz = [entydighet] =
k=1

— u}(y) — K*7?ui(y) =0 = ug(y) = ay, cosh kry + by, sinh kry =

(o)
= u(z,y) = Z(ak cosh kmy + by sinh kmy) sin knx =

k=1
(o)
= u(z,0) = Zak sinkre =0 = ap—g =
k=1

u(z,y) = Z by sinh kmy sinkre = wu(z,1) = Z by, sinh k7 sin kne = z(x — 1).
k=1 k=1

2

Alltsa behover vi bara utveckla x(z — 1) = 2? — x i en sinusserie for att fa fram svaret:

9 1
by sinh km = I/ (2% — x) sin kna dr = [partialintegration] =
0

1

2 1
— 2¢ — 1
=2 [m Z cos kwm] 72/ 2 cos kma dx = [partialintegration] =
0

km o km
=0
1 1 1
2¢ — 1 2
=2 |:,I<3:27T2 sin k:mc} . —2/0 722 sinkrxdr = —4 {—W cos kmc] . =
=0
4(coskm —cos0)  4((=1)F —1) 4((-1)* — 1)

_ — b =
k373 k373 = % k373 sinh k7
o0 .
4((=1)* — 1) sinh kmy .
= up(z,y) = Z 133 snh oy S k.
k=1
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3.21

Fram till tiden ¢ = 0 har staven natt en stationir temperaturférdelning, @(z) som
uppfyller den stationédra virmeldeningsproblemet

{;g)/:% a(L) =Ty = d(z)=ax+b = [@(0) =Ty, @(L) =Ty =

Ty — T
— b:Tl, Cl:%.

Vi har nu bestdmt begynnelsetemperaturen for staven och behéver nu stélla upp he-
la problemet. Det handlar (uppenbarligen) om vérmeledning, sa vi vinder oss till
véarmeledningsekvationen, och eftersom det &r en stav har vi bara en rumsvariabel
(u = u(x,t)). For t > 0 halls bada &ndarna av staven vid temperaturen T, vilket
representeras av Dirichletvillkoren u(0,t) = u(L,t) = Tpy. Staven &r isolerad och det sker
ingen produktion, s hogerledet i PDE:n &r 0. Detta ger oss nu problemet

U — AUz = 0, O<ax<L,t>0,
u(0,t) =u(L,t) =Ty, t>0,
u(z,0) =12+ Ty, 0<a2<L.
For att 16sa detta problem borjar vi med att homogenisera randvillkoren genom att

inféra en linjér (sa att 92/0x? av funktionen #r 0), stationir funktion som uppfyller att
den ar Ty nédr x = 0 och nér x = L. En sadan &r den konstanta funktionen Tg. Bilda nu

v(z,t) =u(z,t) — To = v(0,t) =v(L,t) =0,

och T _T I
_ T
v(a:,O):%erTlfTO:(Tole) T
Vg — QUzp = 0, O<z<L,t>0,
v(0,t) =v(L,t) =0, t >0,

v(z,0) = (Tp —T1) %%, 0<a<L.

Homogena Dirichletvillkor:

kmx

v(z,t) = Z v () sin - =
k=1

s , k22 . kmx .
= 0=0v; — AUy = Z(vk (t)+a 2 v (t)) sin - = [entydighet] =
k=1
/ 272 K2r2t/L2
= v (t)+a I vp(t) =0 = w(t) = e T —
= k
= v(z,t) = Z cpe~ R T LE iy %a; =
k=1
o0
k - L
et fU(x,O):ZCkSin%:(To—Tl)ZEL —t

k=1
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2 [* ~L .k
= ¢ = 7 / (To — Tl)z 7 sin % dx = [partialintegration] =
0

2T ~T) [ a—L ke Pooan-m) [t o R
L ke L |, L 0

2Ty — Tp) -L 2Ty —T1) { L . kﬂx]L _ 2T - Ty)
0

== OOt = s
=0

> 2Ty — T, k
e () = ua t) — To = }j%e*akzw"‘t/ﬁ sin 72
T
k=1

— 2 k
= u(z,t) = To + (Th — To) Zk:i e /L7 iy %x
k=1

3.22

Man maste typ veta att virmeméngden, per tids- och volymsenhet som utvecklas i traden
ir k = q/A, diir A ér tradens tvirsnittsarea. Inséttning i viirmeledningsekvationen, med
homogena Dirichletvillkor (eftersom &ndarna halls vid temperaturen 0) och begynnelse-
temperaturen 0, ger problemet

Up — QUge = 5 = ac, 0<xz <L, t>0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, 0<z<L.
Vi homogeniserar hogerledet genom att hitta en funktion som uppfyller att
—at’(z) = ac = au(x) = —%CIQ +dx + b,

0)=0 = b=0,
U(L)=0 = —3cl?+dL=0 = d=%L

=3}

Om vi nu sétter v(x,t) = u(z,t) — a(x), far vi problemet

Vg — QUzp = 0, O<z<L,t>0,
v(0,t) =v(L,t) =0, t>0,
v(z,0) =0— §(—a* + La) = §(2® — Lz), 0<z<L.

Randvillkoren talar for en sinusserie som var l6sning, varfor

Z v (¢ sm —— = [samma steg som ovan i 3.21] =

— (2,8 che—ak%?t/m . kL

Pa samma sétt som ovan far vi igen Fourlerkoefﬁ01enterna genom att utveckla begynnel-
sevillkoret i en sinusserie:

2 [k k
k=T / g(gc2 — Lx)sin % dx = [partialintegration] =
0
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2% — Lz e /L 20— L kﬂ'l‘d [partialintegration]
=c|———cos—| —c - cos — dz = [partialintegration] =
ki L, "o kr L P 8

=0
2x—LL _ kmz]* /L 2L kﬂxd
=c sin —| —c¢ —— sin — dx =
k272 L |, o k2m? L

2 kra " (-DF -1 2qL2? (-1)* -1
=k { o }0 2eL k373 A k373

= v(x,t) = ul(z,t) + g(xQ — Lz) = u(z,t) + ﬁ(x2 — Lx) =

X
NA ka3 © =

2¢L? = (—1)F -1 k
_— u(:c,t) = 2L(Lx _ 1’2) + q ( ) efalcQﬂ'zt/L2 Sinﬂ

AA AA — k33
(-1)* =1 =0, k jimn
= k—2k+1 =
k: 00— o0
_ ﬁx(L; x) N 2§j2 e (_2;)%-51-13_31 a2kt L (2k +Ll)7m _
(—1)2k+1—1=—2
_ ﬁx(l/; z) 4355 s - 11 i 36_“(2k+1)2”2t/L2 sin (2k —zl)wx.
ko (Zk+1)*n
3.24
a)
Losning finns redan.
b)
Vi har att
oo . (2k+1)7y
B (=1)*  sinh = (2k + 1)
u(z,y) = 8Ty kZ:O (2k + 1)272 ginh (2k+bl)7rh s b ’

Virmestromtiatheten ges av Fouriers lag:
Jj = —AVu,

och speciellt utgor y-delen av varmestromtiatheten den komposant som &r vinkelrdt mot
taket:
gy =13 (0, 1)|y:h = _)\uy|y:h =
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= (=1)%  cosh BEEDTY 9 4 1yr (2K + D)7z

= —8\Tp ;; 2k + 1272 giph W b sin b

y=h

= (—1)F cosh% . 2k + Drmzx

= —8XTj Z —— @ an S =
= (2k + 1)mb sinh % b t
8T i (—1)F coshw . k+ 1)z
T L@kt Db i GREDaR Ty

= (—1)F (2k+1)wh . (2k+ )7z
= —8\T, th .
8ATo ];) 2k + Db ° b oM Ty

c)
Den totala virmestrommen fas av att integrera den virmestrom som flodar genom taket
(det som berdknades i b), j,), alltsa av integralen

b b o0 k
) (-1) 2k +O)mh . (2k+ 1)z
h)dx = —8\T| E th de =
/0 Jy(z, h) dz /0 0 2 2k + )b co b sin b T

= {vi struntar i konvergens och byter plats pa Z / / ] =

B 2 (=D (2k + 1)mh /b, (2k 4 1)mz
= SATOI;) @k T Db coth 5 A sin dx

b
B 2 (—1)k (2k + 1)7h b (2k 4+ Dmz ]
= 8o kZ:O @+ b O T Ck+1r T b .
= (—1)F (2k + 1)mh
= —8\T) coth (cos0 —cos ((2k + 1)) =
kz:;) (Qki + 1)2772 b \—:_,1_/
k (2k + 1)7h

_ (=1
= —16AT, ;0 @ T 1

3.25

Vi tar modellen fran uppgift 1.1, och kompletterar med randvillkor, samt ett begyn-
nelsevillkor. Att roret dr slutet innebér att vi har homogena Neumannvillkor, och

begynnelsevillkoret &r, enligt uppgiften,

qQ, 0<z<d,
“(x’o):q(m):{o d<z<L

Vi har da diffusionsproblemet

Uy — Dy, = —cu, O<z<L,t>0,
uz(0,t) = ugy(L,t) =0, ¢>0,
u(z,0) = q(z), 0<z<L.
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Vi har homogena Neumannvillkor och ansétter dérfor

k
u(z,t) = up(t) + Zuk(t) cos % =
k=1
= 0=1us +cu— Upy =
, =, k22 kmx )
= ug(t) + cuo(t) + Z(uk () + cug(t) + D?uk (t)) cos - = [entydighet] =

uo(t) = coe™ <,

li
0
—
u(t) + (e + Dki’f Jug(t) =0 {Uk(t) — e (ctk*n*D/LA)

o0
2_2 2 kmx
= u(z,t) = coe” " + ) cpem(cTRTD/L )tcosT =
k=1
o0

k
= u(z,0) =co+ cj, COS %x =q(r) =

k=1
1 [t 1 e d
:>COZZ/0 Q(m)dxzz/o qu$=%7

c —2/L (x)coslmdx—2/d cos@dx—@ isin@ d—@sin@
1) F 7 70 A e JR e N Y el A

vilket ger oss 16sningen

oo
u(z,t) = q;fde_d %sin @6_(”’“2”213/]:2” coslm—x.
=1 "

3.29

Losning finns redan.

3.30

Det &r vagekvationen for en svingande strang som giller for bada deluppgifterna, men
eftersom randvillkoren &r olika kommer vi att fa olika egenvirden och egenfunktioner till
operatorn. Vagekvationen (eftersom vi inte har en yttre kraftfordelning ér hogerledet 0):

Ut — Clgy =0 = up + ATU = upr + AU = ugp + w,%u =0,

diir T = —d?/dz? #r en differentialoperator med egenviirdena \j. Den niist sista likheten
kan jamforas med differentialekvationen fér harmonisk svéngning, dér koefficienten
framfér funktionen #r vinkelfrekvensen i kvadrat. Eftersom ¢? = S/p kan vi skriva
resonansfrekvenserna som

_wr 1 LA

_ 2
fr o A

2wV T o\ Ty

Dock &ar svaret i form av resonansvinkelfrekvenserna, vilket inte dr samma sak som
resonansfrekvenserna, men det &r bara att svara med wy, istéllet for f.

A
W =V /\kc2 = %S
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a)

Att bada dndarna ar fastspanda innebédr homogena Dirichletvillkor:

Ut + C2TU = O7
u(0,t) =u(L,t) =0.

Vi vill nu hitta egenvéarden till differentialoperatorn T, vilket betyder att vi vill 16sa
Tv = v,
v(0) = v(L) = 0.

Detta problem har vi anvént 16sningen till jittemanga ganger, och dven 16st explicit, sa

vi vet att A\p = ’“2—’;2, k € N\ {0}. Med detta far vi resonansfrekvenserna

AeS RS kr |S
W =] —— =\ —— = =/~
p p L\ p

Vi far nu ett Dirichletvillkor, och ett Neumannvillkor, alltsa

b)

uge + 2Tu =0,
u(0,t) = ux (L, t) = 0.

Vilket betyder att vi ska losa egenvardesproblemet

{TU = —v" =\,
v(0) =v'(L) = 0.

Vi vet att minus andraderivatan ér en Sturm-Liouville-operator, som, i detta fall, ocksa
har randvillkor pa korrekt form. Alltsa ar T' positivt semidefinit, och vi behdver bara
undersoka A > 0.

A=0= —v'"=0 = v(z)=ar+b =
= [w0)=v(L)=0 = a=b=0] = v(z) =0,
vilket inte &r en giltig egenfunktion, sa A = 0 dr inget egenviirde.
A>0 = —v" =X = v(z) = acos (VAz) + bsin (VAz),
hir ger v(0) = 0 att a = 0.
V(L) = bV Acos (VAL) = [b,\ # 0] =

G ~ e pen oy

— \/)\kL:—g—&—lm — A= 5k 3

Med detta far vi resonansvinkelfrekvenserna

oo S [Tk =38 wk—3) [S
g p p L P
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3.32

Med L = 0,2 m, Ty = 100°C, kommer vi att fa virmeledningsproblemet (ingen viirmekilla
innebér att hogerledet &r 0)

up —au — xx = 0, 0<z<2L, t>0,
u(0,t) = u(2L,t) =0, ¢t>0,
u(z,0) = q(z), 0<x<2L.

Vi har lingden 2L eftersom det ar tva plattor som fors samman, och dessutom &r det
homogena Dirichletvillkor eftersom yttersidorna halls vid temperaturen 0. Begynnelse-
funktionen

To, << L,

q(z) =

0, L<zxz<?2L,
eftersom den ena plattan har temperaturen Tj, och den andra har temperaturen 0. Detta
problem kan vi 16sa genom att ansiitta (differentialoperatorn med randvillkoren #r hér

vilbekant, sa det ar overflodigt att 16sa egenvirdesproblemet for att hitta en ortogonal
foljd av egenfunktioner att utveckla i)

kmx
Zuk sm— -

= 0= — AUy, = ki:l(u;c(t) + a%uk (t)) sin k;rTx = |entydighet] =
= uy(t) + a%uk(t) =0 = up(t) = cpe WAL —
= u(x,t) = che_akQWZt/(‘le) sin k;—; = u(x,0) = 3 Cr. sin]zT—Lx =q(z) =
k=1 k=1
= ¢ = % 2Lq(m)sink;T—Lxdm = ;/OLTosink;ZCdx = % [—iﬁcosk;;]: =
2]37;0( cos% + cos0) = 2T01 _;Z_Sk; =

ZQTO — cos 2 o—ak?nit/(4L%) k;;x -

> 1 — cos km 2.2 2 kmx
— 9T 2 —ak*w*t/(4L%) o; _
0 Z 7]67‘[‘ e S1n 72[,

o0 km
1 — cos & 2 2 S5kmax
=200y — 2 ekt Ay TP
km
k=1
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a)
Eftersom a &r, relativt, stort rédcker det med att ta den férsta termen i serien. Kontaktytan
dgriz=L=1/5m.

T
u(}, 600) ~ 9001952 —25:600-1510 0 x4 g =
™

_ 200 _9x*/160 _ 36,54... ~ 37°C.

s

b)

Nu far vi ta med flera termer. Jag har valt att anvinda dem 10 forsta termerna i serien.

50 T/

u(0.2,t) / °
V4

30 1

25 - SN |

20 i I I i
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100 -

uix.t)

X

Den forsta bilden indikerar att temperaturen nas efter cirka 5 timmar. Den andra bilden
visar hur hela kroppens temperatur dndras (tidsaxeln dr i timmar).

3.35

Tvirsnittsarean A(x) fas snabbt av skivformeln: A(x) = 7y? = k%me??®. Att hornet Ar
Oppet i bdgge dndar innebdr homogena Dirichletvillkor. Vart problem blir da

Upp — UQW (k27re2‘“”um)m =0, O0<ax<L,t>0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0.
Lat T vara en differentialoperator, sadan att

1
B kQﬂ-ean

PDE:n kan da skrivas

/ _
Tu = (k2ﬂ_62a:1:u/) = —¢ 2a$(e2aa:ull + 2a62azul) — 7’[14/, o 2au/.

g + v2Tu = 0.

Enligt samma resonemang som i 3.30, om 7":s egenvérden betecknas med Ay, kommer vi
att fa egenfrekvensen, fi, av att

g + 02Tu = gy + v2\pu = uy + w,%u =0 =

1
o Lyen o L

2w

Vi behover nu bestdmma differentialoperatorns egenvérden och egenfunktioner (moder).

{Tu = \u,
u(0) = u(L) = 0.
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Tu=—vu"—2au = u = v’ + 200 +Xu=0 =
— karakteristiska ekvationen: 7> + 2ar + A=0 = r = —a £ va2 — \.
Detta ger tre fall: A < a®, A = a?, och A > a?.
A< a? = u(z) =ce™?® +de™* = [r; #ro
A=a? = u(z) = (cv +d)e *® = [u(0)
A>a? = u(z) = e %(ccos (VA —a2z) +ds

bada fallen A < a? och A = a? gav bara den triviala l6sningen och svarar dérfor inte mot
nagra egenvirden. For det tredje fallet ger villkoret u(0) = 0 att ¢ = 0.

uw(l) =0 = de “Lsin(VA—a2L) =0 = [d#0] =

= VA — a2l =kn = M\ =a’ —l—k

"’

k kan inte vara 0 eftersom A > a?. Egenfunktionerna blir alltsa

ke N\ {ol.

(@) P
) =e ““sin —
Pk AR

och egenfrekvenserna ar

:i,/)\ :i a2+k2ﬂ-2_
by 2

L2

3.39

Losning finns redan.

3.41

Losning finns redan.

3.42

Vi anvéinder samma modell som i exempel 3.11, dock eftersom vi har ett langt cirkulért
stav dr u = u(r,t) (polira koordinater). Av rotationssymmetriskdl behovs det ingen
vinkelvariabel. Diffusionsmodellen blir da

u —alAu =0, 0<r <R,
u(R,t) =0

Det vi soker ar diametern, som &ar 2R. Forst behover vi dock hitta en lamplig foljd
egenfunktioner som vi kan ansitta en losning i. For att gora det behover vi 16sa
egenvardesproblemet

Tu = —Au = [vinkeloberoende pol. koord.] = —u” — 1u/ = A,
u(R) =0, u begr. néra r = 0.
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Vi vet att det dr en Sturm-Liouville-operator, och randvillkoren &r pa korrekt form, sa
den &r positivt semidefinit. For A > 0 far vi

1 1
—u = v =dxu = v+ v+ =0,
T r
vilket &r Bessels differentialekvation, med v = 0, alltsa &r
u(z) = ado(VAr) + bYo(VAr),

eftersom u ska vara begrinsad maste b = 0. Vidare ger

a0,k

U(R)ZO - [a;«éO] - \/)\kR:O(Qk = A\ = R

A = 0 ger oss Bessels differentialekvation med A = v = 0, som har 16sningen
u(z) =a+blnr,

villkoret att u &r begrénsad tvingar b = 0 och u(R) =0 = a = 0, vilket innebér att
A =0 inte &r ett egenvérde. Vi har alltsa egenvirdena

2
O
R2’

och egenfunktionerna

on(r) = JO(%@, ke N\ {0}.

Med detta kan vi 16sa det ursprungliga problemet genom att ansétta en egenfunktionsut-
veckling:

u(r,t) = uk(t)pr(r) =
k=1
= 0=wu; — cu+aTu=[Tu= \u] =
= Z(uﬁc(t) — cug(t) + arpuk(t))pr(r) = [entydighet] =

— uf(t) + (adr — Qup(t) =0 = ug(t) = bpe (P —
= ufrt) =Y bpe” TV (r).
k=1

Eftersom vi har en positivt definit operator giller det att foljden av egenvéirdena &ar
vixande, s& A1 < Ay < A3 < A\q < .... Vad detta berdttar for oss ér att vi enbart behover
betrakta den forsta termen i serien, eftersom om exponenten —(ai; —¢) < 0 kommer
alla andra termer i serien att vara negativa, vilket betyder att 16sningen &r begransad.
Speciellt om —(A\; — ¢) = 0 kommer den vara kritisk.

2
ag 1 [ a
a/\l—c:O:>a0’2 =c = S =,/—5 = 2R=2a0,14/—-

R R aag 4 Ve
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3.43

I bada fallen &r sviingningsproblemet

Uy — AU =0, iQ,
u =0, pa 09,

eftersom membranen ér fast inspinda. Om vi later T = —A, med egenvérden \j far kan
vi fa fram egenfrekvenserna av att

g + ATu = uy + EApu = ugy + wiu =

w 1 c
= fi=or = VPN = oV A
2T 21 21

For det cirkuldra membranet &r problemet vinkeloberoende och om vi later radien vara
R kommer vi att fa exakt samma differentialoperator som i foregaende uppgift, vilket
betyder att egenvirdena for det cirkuldra membranet ar

ap i
AL = Ré , ke N\ {0}.

I det kvadratiska fallet, om sidlingden &r a, kommer vi att i z-led egenfunktionerna
sin (kmz/a), och i y-led sin (nwy/a), dér k,n € N\ {0} (jimfor med vilken egenfunktions-
utveckling man gér ndr man har homogena Dirichletvillkor och en rumsvariabel). Alltsa
kommer hela 16sningen for det kvadratiska membranet att vara produkten av 16sningen
i - och y-led (detta beror pa att de utgér en bas for = och y separat, vilket gor att
produkten kommer att utgora en bas for det kvadratiska omradet). Egenfunktionerna
blir da

. kmx . nmw 2
Ok (x,y) = sin — sin y - AEm =T, = ﬁ(kg + n2).
Eftersom omradena har samma area géller det att
TR?> =d?> = a= 7R,
och grundfrekvenserna &r
1 CQ.1 C Qp1
o _ = /)\o — ot T s
h 2m V" 97R  2r R’

fl’l 2 VL1 27ra\[ V2rR

R _ oo
O~ _<c =~
v e V2

3.45

Lat R = 0,2 m. Randen till klotet halls vid temperaturen 0, sa vi har homogena
Dirichletvillkor. Vidare &r hela klotets temperatur 100°C fran borjan, vilket inte har nagot
vinkelberoende, och vi kan dérfor sitta u = u(r, t). Detta ger oss virmeledningsproblemet

u—alAu=0, 0<x<R,t>0,
u(R,t) =0, t>0,
u(r,0) =100, O0<ax<R.
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Vi vill hitta en lamplig bas av egenfunktioner som vi kan géra vara Fourierutveckling
i. Med Tu = —Awu, och Laplaceoperatorn i sfiriska koordinater med Au = 0, far vi
egenvardesproblemet

—u" — 2u' = Au,

u(R) = 0, u begr. nira 0.
Eftersom det dr en Sturm-Liouville-operator med typ korrekta randvillkor vet vi att den
ar positivt semidefinit, vilket betyder att A > 0.

2 2
v — v = = v+ v+ =0
r T
Da A = 0 har denna differentialekvation l6sningen
U(IE) =a+ ;a
men randvillkoren ger att @ = b = 0 och alltsa dr A = 0 inget egenvirde. Da A > 0 har vi

16sningen

u(x) = ajo(VAr) + byo(Vr),

dér gy dr obegrinsad néra 0, sa b = 0.

WR)=0 = [a#0] = jo(\f)\R):W:O = >0 =

k2m?
Egenfunktionerna blir da
__sin (knr/R)

() = krr/R

For att 16sa vart problem gor vi nu ansatsen
u(r,t) = Zuk(t)gok(r) =
k=1
= 0=wus+aTu=[Tu=N\u] =

= Z(uz(t) + a%uk(t))gok(r) = [entydighet] =

k,2 2
— u%(t) +a —ak?7%t/R?

(t) =0 = ug(t) = cxe =

R
>0 2_2 2 i

= u(r,t) = che_ak TR o (r) = u(r,0) = chgok(r)
k=1 k=1

Fourierkoefficienterna kan vi fa med hjélp av projektionsformeln. Tédnk dock pa att var
differentialoperator, pa Sturm-Liouville-form, ar

1
Tu = fr—z(ﬁu')’,
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vilket betyder att viktsfunktionen w(r) = r? och skaldrprodukten ir

R R
(u]v) = /0 u(r)v(r)w(r)dr = /0 u(r)v(r) r2 dr.

Projektionsformeln ger nu att

R sin (k7r/R .
C(p]100)  Jo ETER 10002 dr 100kx [ rsin B2 dr

~ (eelen) fOR %@T/RI;) 2qr R fOR sin? (k7r/R) dr

knr k7rr
[partialintegration] = 100k [~y 008 }0 fo i 8T A

R 3 fo (1 — cos (2k7ﬂ"/R)) dr
~200kr — £ cosk + SR cos Bnr gy
R R-0 a
=200 | (=1)F + sin 777 "’ =200(—1) =
k2m2 R |,
=0

t) = f: 200(— 1)kt ok /R o (1) = [R = 1/5 m] =

Z k+1 25ak27r2t Sin 5k7TT
S5kmr

a)

Pa samma sétt som i 3.32 récker det i denna deluppgift att ta med den forsta termen.

w(07, 600) a2 200(—1)2¢~15000a” Slgﬁ =200e97"/40 = 21, 7... ~ 22°C.
m

—1

b)

Man finner att temperaturen ar ungefiar 100°C efter 10 min, om man tar med flera termer
(om man bara har den forsta blir temperaturen orimlig (> 100°C)).

3.46

Losning finns redan.

3.49
a)

Att den &r odndligt lang betyder att vi kan forsumma z-led i cylinderkoordinater. Det
finns inte heller nagot vinkelberoende, sa vi kan sétta u = u(r, t). Isvattnet fungerar som
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homogena Dirichletvillkor, vilket ger oss problemet

u—alAu=0, 0<r<R,t>0,
u(R,t) =0, t >0,
u(r,0) = Ty, 0<r<R.

Man kan antingen hitta egenfunktioner till differentialoperatorn —A i poldra koordinater
(utan vinkelberoende), och sedan ansétta en 16sning utvecklad i den bas man finner, eller
sa kan man konstatera att det aterigen dr samma operator som i 3.42, vilket betyder att
egenfunktionerna ar

k
T),

(67
er(r) = Jo(—

med egenvérden
o2

0
M= = k€ N\{0}.

Om man skriver operatorn pa Sturm-Liouville-form blir den

o 1 NI
Au = T(ru),

vilket visar att viktsfunktionen w(r) = r. Vi kan nu ansétta en 16sning pa formen

rt) =Y up(t)er(r) =
k=1

= 0=u; —alAu = Z(uﬁc(t) + adpu(t))pr(r) = [entydighet] =
k=1

— uf(t) + adpup(t) =0 = ug(t) = cpe” M —

= wu(r,t) che Aty (1) = u(r,0) chﬁﬂk

Vi far nu Fourierkoefficienterna, ¢, med hjilp av projektionsformeln:

_ (or |To) fOR<pk(r).TOrdr 7 fo k) dr

(orlon) ~ [Rouryzrdr JF (Jo( o

Vi har allsta 16sningen
@
2 cre aaOkt/RQT( 0,k ),

dar c ges ovan.
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b)

Om vi tittar i formelsamlingen vid normuttryck for Besselfunktioner ser vi direkt att
ndmnaren i projektionsformeln kan skrivas explicit som

R ap 2 2 ,
oy ar = o = 0 = F-((e0))? = - Uhloon)

For att skriva om téljaren kommer jag forst att infora skrivséttet o = g eftersom det
blir lite mer ldtthanterligt. Vi vet att vara egenfunktioner léser Bessels differentialekvation,
med A, = a?/R? och v =0,
- 1 n a? 0 1 (ru') = a2
u’ u QL =0 = —=(ru
R? r R

inséittning av u = ¢ = Jo(%7) (och multiplikation med r) ger nu att
<J(a ))/’ a2J(a):> (a J’(a ))/ a2J(0¢):>
—|r —r = —rJy(=r —(=rJi(5r)) = =rdo(=r
R R 'R R "R R 'R
o o' o
_— — (TJé(ET)) = ETJO(ET).

Om vi nu integrerar bada sidor fran 0 till R kommer hogerledet att vara en konstant
ganger tiljaren i projektionsformeln:

R , R
_ e _a e
/0 (TJO(R’I")) dr R/o TJO(R’I") dr =

R R
I VRN L o Ry = & a
— [TJO( ’I“):|0 = R/o TJ()(R’I“) dr = —RJ}\(a) = R/o TJO(Rr)dT —

R
R 2 2
a R R
— Jo(=r)dr = ——J _ J!
| raoGgrdr = - gy(e) =~ yfens) =
R i
Jo( 80k g — J! (040 k) oT
— ¢, =Tp ~1£0T0(QR 7")7’ :TO OkO _ /0
o T(Jo(Zg5r))*dr (T (ao.r))? o,k J5 (0o, k)
— 71 t — Z e—aagykt/R2JO(O‘07kr).

ag kjo(ao k)

3.51

Man kan antingen gora variabelseparation, som i anvisningen, eller sa kan man observera
att i Laplaceoperatorn har minus andraderivatan i #-led, och vi har d&ven homogena
Dirichletvillkor i #-led, vilket betyder att vi kédnner till en lamplig bas av egenfunktioner
att utveckla i. Langden pa intervallet &#r 7, sa vara egenfunktioner i #-led &r sin k0, dér
k € \{0}. Med denna kunskap gér vi ansatsen

= Z ug (1) sin k6.
k=1
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I poldra koordinater &r

Au = up, + ur+ uee,

och var ansats dr baserad pa egenfunktioner i G—Ied, sa vi ersitter —ugy med egenvirdena
(som idr k?) nér vi siitter in var ansats i ekvationen:

S 1 k? . .
0=Au= kgﬂ(ug(r) + ;u; (r) — ﬁuk(r)) sink# = [entydighet] —
= uy(r) + }u' (r) — k—zu (r)=0

k r k r2 k = Y%

vilket &r Bessels differentialekvation med A = 0 och v = k. Alltsa far vi l6sningen

ug(r) = apr® + bprF =

= u(r,0) Z akrk + bkr_k)sinkie —
k=1

u(1,0) = sin 6, . > (ak + by) sinkf = sin 6,
u(2,0) =0 > req (ar2® 4+ bp27%) sin k6 = 0.
Ur detta far vi tva ekvationssystem:
b, =0
hAl = Q=0 — ap=by =0,
ai2" + bi2 =0
och
k1 — (0 Th=1 . jm =Tl
2a; + gk = bl =4/3
1/4 1/4 0
= u(r,f) = 3 (r —r) sinf = 3 ( rsin —rsin@) =
=[rsinfd =y, r* =2°+y*| = Y 7—1 :
’ 3\ 22 +y2
3.55

Vi borjar med att homogenisera randvillkoren i 6-led. Eftersom Laplaceoperatorn i
poldra koordinater innehaller en andraderivata med avseende pa 6 ar det lampligt
att forsoka hitta en funktion vars andraderivata &ar 0, alltsa en linjar funktion, som
uppfyller att @(0) = 0 och @(a) =1, en sadan &r @(8) = /. Om vi nu infér funktionen
v(r,0) = u(r,0) — () kommer v att uppfylla

Av=0,/ 0<r<l1, 0<l<a<?2n,
v(r,0) =v(r,a)=0, 0<r<l,
v(l,ﬂ):lf%, 0<f<a.

Eftersom vi har homogena Dirichletvillkor i #-led (precis som i 3.51) ansétter vi

v(r,0) = Zuk(r) blnM =

«
k=1
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1 1
= O:Av:vMJr;errr—Qvge:

> 1 k22 . kmo .
= Z(vg(r) + ;vfc(r) — va(r)) sin —— = [entydighet] —

1 k22
= v (r) + ;Ué(r) - muk(r) =0,
vilket dr Bessels differentialekvation med A = 0 och v, = k7w /. Alltsa far vi losningen
ve(r) = ap, " F bpr T =
- 1 krt
_— Vi —— \Ygin ——
v(r,0) Zakr +bk )sm o
k=1
eftersom v maste bara begrinsad vid r = 0 (fysikaliska skél) &r by, = 0.
- ke - k0 4
9):Zakr”"‘ sin = v(1,6) = aksml 1—-—.
k=1 @ k=1 @ @

Vi far ap med projektionsformeln, men eftersom var egenfunktionsutveckling &r i 6-led

ar viktsunktionen 1.

kmo 1— LWG _ 0 do a
(sin 75 | 04) fo sin x) = g/ (1- e)sln@de =
O a

= (sin #Z€ Exd | sin £278) [ sin? kw@/a) a9 «
2 1-46 kno1* 2 [ -1 ko
= [partialintegration] = — [a(ﬂ«) cos W} - 7/ ,M cos 7 dp =
@ km a |, ol km e
—i_ Lsinkiﬂ-e a—i —
krm k272 o |, km
=0
_ - 2 km/a
:>v(r,9)—u(r,9)—a—kzﬂgr sin — =
0 <= 2 knjo kw0
—— = — _
u(r, 0) 5 + Z o o
k=1
3.60

Losning finns redan.

3.62

Vi har inget ¢-beroende, sa vi kan s6ka en 16sning pa formen u = u(r, §). Laplaceoperatorn
i sfiriska koordinater blir da

2
Au = upp + —u, + ﬁ(sin9ue)9 =
r

72 sin

= [s =cos0, u(r,0) =u(r,s)] = um + gur + %((1 — 32)u5)5.
r r
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Detta ger oss problemet

Au =0, 0<r<l, -1<s<1,
u(l,s) = s2, —-1<s<1,

u begriansad i omradet.

For att losa detta problem utfér vi variabelseparation: u(r, s) = R(r)S(s). Insdttning:

2 1
0=Au=R"(r)S(s) + ;R/(’/‘)S(S) + 72((1 — sH)R(r)S(s))s =
R" 2R 1 ((1-s%9"
— 2 TP Ly,
R 3 R t e S
Vi har inget s-beroende i denna ekvation, alltsd maste kvoten
1— 2 SAY
—% =pu = —((1-5)8) =uS = ((1-5%)9") +uS =0,
vilket vi kénner igen i formelsamlingen som Legendres differentialekvation. Det ska gilla
att S ar begransad i omradet, och enligt sats S.4 har Legendres differentialoperator
(—((1 = s?)8"), dér S ska vara begriinsad pa intervallet [—1,1]) egenfunktioner Py(s)
(Legendrepolynom), och egenviirden pp = £(£ 4 1), £ € NU {0}. Detta talar alltsa for att

vi ska gora ansatsen
o

u(r,0) = Z’IM(’I‘)P[(S) =

£=0

— 0= Au=u + %u + ri((l — PYus)s = [((1— 2 PUs) = (0 +1)] =

= Z(u@'(r) + 2 () — aﬂ; I)Ug(’l“))Pg(S) = |entydighet] =
=0
— )+ 2y - Dy =0

och detta kénner vi igen den sfariska Besseldifferentialekvationen, med A\ = 0, vilket
betyder att

up(r) = agr® + ber—t71,
eftersom var funktion ska vara begrinsad, och ¢ > 0, behover by = 0 (annars vixer
l6sningen obegréansat nédra r = 0). Vi har nu funktionen

u(r,s) = ZaﬂePg(s) = u(l,s) = Zang(s) =52
=1 =1

Eftersom Legendrepolynomen P; dr polynom av grad ¢, behover ay = 0 for ¢ > 3. Med
detta har vi villkoret
aOPO(s) + (11P1(S) + (IQPQ(S) = 52,

och formelsamlingens rekursionsekvationer fér Legendrepolynomen ger oss att

3 1
Py(s) =1, Pi(s)=s, Pas)= 582 5 =
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3, 1 9 2
= ap +a1s+ as 58 -3 =5 = a1 =0, a2=§:>
2 1
:>a07§.§70:>a0:7:>
1 2 1 1 1
= e =545 (3 -3) =40 =
1 1, 9
= u(r79)=§+§r (3cos” 0 —1).

3.66
a)

Det handlar om vagekvationen med en rumsvariabel. Det finns ingen yttre kraftférdelning
i omradet, sa hogerledet i PDE:n &r 0. Att den ér fast inspénd i ena dnden representeras av
ett homogent Dirichletvillkor, och det andra randvillkoret fas med Hookes lag: ku,(L,t) =
Asinwt. Detta ger oss modellen

Upt — gy = 0, O<ax<L,t>0,

u(0,t) =0, kuy(L,t) = Asinwt, t>0.

b)
Vi soker en stationér 16sning pa formen
u(z,t) = H(z)e™?,
dér randvillkor 6versétts till att
H(0)=0, H'(L)= Ak,
och eftersom _
Asinwt = Im (Ae“”t) ,
far vi var l6sningen genom att ta imaginérdelen av det vi kommer fram till. Inséttning

ger att

2

0 =uy — gy = (—w?H(z) — 2H" (z))e™! — H" + %H =0 =
c

= H(z) = acos 2L 4 bsin .

c c
H(0) = 0 ger direkt att a = 0.
L A
H'(L) = b~ cos 2= = Afk = b= ——
c c wk cos £=

cA sin (wz/c)
wk cos (wL/c)
Mer specifikt blir 16sningen vi ar intresserade av
Im (CA sin (wz/c) ei“t> _ cAsin (wz/c)
wk cos (wL/c) wk cos (wL/c)
Detta &r en giltig 16sning for alla w sa att cos (wL/c) # 0.

wt

= u(xz,t) =

sin wt.

wL 7w cr 1
cos (wL/c) =0 = 7—54‘/?7 - w—z(’ﬁﬁl—g).
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3.69

Problemet ér vinkeloberoende, sa vi kan sétta u = u(r,t). Detta ger oss problemet

g — 2Au =0, O<r<R,t>0,
u(R,t) = Asinwt = Im (Ae™') | ¢ > 0.
twt

Vi soker en 16sning pa formen u(r,t) = H(r)e** och tar sedan imagindrdelen av det vi

kommer fram till. Inséttning (Au = uyp + %ur):
c? ,
0=uy — Au = (—wzH(r) —ZH"(r) - H’(r)) et —
r

1 2
— H'+ -0+ H=0.

r c
Detta kiinner vi igen som Bessels differentialekvation, med v = 0 och A = w/¢, vilket
betyder att

H(r) = aJO(%r) + bYO(%r),

men eftersom 16sningen maste vara begransad kan vi sidga att b = 0. Det andra villkoret

ger att
A

w
H =A —R)=A = —
(R) = aJo(cR) = a To @R/ =
. Jo(wr/c) ,
H=H wt A 1wt
= u(r,t) (r)e 7J0(wR/c)e =
Jo(wr/e) i Jo(wr/ec) .
Im|{A——F"TF"Fe"" | = A——F7F—+ t.
- m( JO(wR/c)e Jo(wR/¢) S
Resonansfrekvenserna ges av att
Jo(wR/c) =0 = wR/c=apr = w= Cog’k.
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Kapitel 4

4.1
Fouriertransform i z-led ger att, F,(u) = 4,

U+ — = y — ) 25 =

t Ugg 0’2 g Ut (25) u 07 )
u(z,0) =e™* a(€,0) = /me /4,
iy + 620 =0 = a(&,1) = c(§)e ",
dar ) )
(,0) = c(§) = Vme /T = (g, 1) = Vme S TV,

Vi behover nu bara inverstransformera detta for att fa ett svar.

f Fu(f)
e ﬁe_52/4

e~ (@/+/t+1/4) /t + 1/4ﬁe—(§\/t+1/4)2/4 = \/t+ 1/4ﬁe—£2(t+1/4)/4

1~ (m/(2y/t+1/4)? —€2(t+1/4)
NS 2y/re
Alltsa ar
W@, t) = FoU@) = — L~/ - L /),

2/t +1/4 NZoE

Man hade ocksa kunnat falta med varmekédrnan (G(z,t) = \/ﬁe*mz/(‘mt), a = 1),

eftersom vi har ett problem som #r definierat pa hela R.

4.3

Losning finns redan.

4.5
el _ e—i.’c 2 1
g(z) = u(r,0) = sin’ v = (22) = —Z(emc — 24 e %) =
11, 1 ) 1 1 1
=53¢ ¢ =L 4(6) = 5 2m8(§) — 3 -2md(E —2) — L - 2mB(E+2) =

:g@a@—a@—m—6@+ml

Fouriertransformering av Schrédingerekvationen i z-led ger

Ut — Z’U@I = 0, F. ’LALt - 2(25)2’& = 0,
L
{uu, 0) = g(a) {

= i =0 = (&, t) = c(6)e T,
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begynnelsevillkoret @(z,0) = §(x) ger direkt att ¢(&) = §(&).
aw(é,t) = g(%(f) —6(E—2) =8¢+ 2))€—i£2t _
= Z(23()e™ " = 5(g = 2)e 7 — 5 +2)e D) =

= Z(28(6) = eTM5(g — 2) — 75 (¢ + 2)).

For Fouriertransformen i z-led &r t en konstant, sa inverstransformen ger tillbaka termerna
i g(x), men med tidsberoende koefficienter.

1 i 1 g T Y
u(a:,t) — ]_-;1(,()) — 5 _ ef4zt A 16211 _ 674” . 1672190 _

1 1 | p2iT —2ix 1 1 .
=5 56_4”% =5~ 56_4” cos 2.

4.6
For vagekvationen ar Laplacetransformen ofta ett bra alternativ. Laplacetransformen i
a-led (Ly(u) =U):

Ut — Uge = 07 é}

u(z,0) =0, u(z,0)=24)

g Utt — S2U = O,
U(s,0) =0, U(s,0)=1

Ui(s,0) =1 sa(s) —sb(s) =1 b(s) = _715
= U(s,t) = %6“ — % —st
f Lo (f)
0(x) H

Oz +1t) | Let
Alltsa ar )
u(z,t) = L1 U) = 5(9(3@ +1t)—0(z—1)).

xT

Man kan ocksa anvinda d’Alemberts formel for att 16sa detta problem snabbt, men det
hor béattre hemma i kapitel 7.
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4.7

Nér man véljer vilken transform man vill anvinda for att 16sa problem &r det bra att
titta pa begynnelsevirdena/randvirden och se om det dr nagra kinda Laplace- eller
Fouriertransformer. Till exempel i denna uppgift har vi 1/(1 + 22) som har en kind
Fouriertransform, men ingen Laplacetransform (&tminstone som star i vara tabeller).
Alltsa &r Fouriertransformen béttre lampad for denna uppgift. Om man istéllet tittar pa
foregaende uppgift ser man att begynnelsehastigheten ska vara d, och vid tidsderivering
kan man tédnka sig att ett s trillar ut, och det betyder att begynnelsehastigheten ungefér
motsvarar ett begynnelsevillkor pa formen 1/s, och det &r en kind Laplacetransform,
men ingen Fouriertransform (man behéver gora nagot med principalviirden, vilket man
helst undviker).

For denna uppgift tillimpar vi nu Fouriertransformen i z-led (som resonemanget ovan
talar for), dir F(u) = 4,

Ugg + Uyy = 0, z —&%0 + iy = 0, —
u(z,0) = (¢, 0) = el

= A6, y) = a(§)e’ +b(&)e ™ =[y >0 = |y| = y] = c(&)e! + d(¢)e VL.

For att kunna inverstransformera behover vi nédvéndigtvis att var funktion &r begrénsad,
och alltsa maste vi vilja c(§) = 0 (den termen viixer obegrénsat). Randvillkoret ger
direkt att d(§) = @(&,0), och alltsa dr

a(E,y) = me eIl = g (wHDIEL

f Fu(f)
1—}-% e 1€l
m (y+1)- me |WHDE = 7(y 4 1)e~ DI

Detta ger oss 16sningen

u(a,y) = Fili = — s S
y+ 114 (z/(y+1)2 22+ (y+1)2

Man hade ocksa kunnat 16sa denna uppgift genom att utnyttja Poissons integralformel
for halvplanet, (falta u(x,0) med Poissonkirnan P(z,y) = £ —1).

™ 22 4y?

4.8

Den yttre punktkraften i origo representeras av §(z) i hogerledet av vagekvationen,
eftersom alla konstanter far séttas till 1 behover vi inte tinka pa vilka konstanter vi ska
ha tillsammans med den. Stréingen borjar outbojd, vilket betyder att u(z,0) = 0, och

begynnelsehastigheten &r given som u:(z,0) = h(z) = %G(x) Detta ger oss problemet
Upr — Uge = 0(), t>0, r€R,
u(z,0) =0, w(z,0)=160(z), z€R.

Detta problem kan antingen 16sas med d’Alemberts formel (men man maste homogenisera
PDE:n), eller Laplacetransformen (finns fler séitt ocksa, men dessa dr mest uppenbara).
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Laplacetransformering i a-led (£(u) = U) ger

Ut — Uge = 5(@, % Ui — s*U = 1,
w(z,0) =0, wu(z,0)=16(x) U(s,0)=0, Uys,0)= 2.

2 2s

Differentialekvationen har den homogena 16sningen Uy, = a(s)e®t + b(s)e™ %!, och parti-
kuldrlosningen dr en konstant (som beror pa s) U, = ¢(s) = c(s) = —1/s%. Vi far
da

Ul(s,t) = Up + U, = a(s)e™ + b(s)e ™" — S% =
U(s,0) =0, a(s) +b(s) — & =0,
- {Ut(s,()) =4 — sa(s) — sb(s) = & -
a(s) +b(s) = %, a(s) = 2, 3 a1y 1
= {a(s) —b(s) = 52 = {b(s) = i — Uls) = 12¢ Tt 52’
f La(f)
6(x) H

(x—t)0(x—1t) | e

(x+t)0(x+1t) | et

Detta ger oss 16sningen

u(z,t) = L1 (U) = z(a: +1)0(z +t) + i(x —1)0(x —t) — 20(x).

4.10

Nar omradet dr halvodndligt kan vi inte bara borja Laplace:a eller Fourier:a hej vilt,
utan vi maste forsta utvidga problemet till ett som &r heloédndligt, alltsa « € R. Detta
gors antingen genom att utvidga jamnt, eller udda, och det &r beteendet i randen som
avgor vilken typ av utvidgning man gor. Dirichletvillkor innebér att man gor en udda
utvidgning, och Neumannvillkor innebér att man gor en jamn utvidgning. Tanken &r att
man vill att sin funktion ska vara sa snill som mdojligt och om man har ett homogent
Dirichletvillkor i z = 0 kommer man att undvika ”veck” i funktionen genom att gora en
udda utvidgning (jamfor y = z, med |z|). For ett homogent Neumannvillkor kommer
istéllet funktionen att vara platt i x = 0, och da &r det naturligt att utvidga jamnt
- om man utvidgar udda kommer man att inféra ett sprang, vilket inte dr sa snéllt
(kontinuerligt).

a)
Dirichletvillkoret talar for att vi ska gora en udda utvidgning, och eftersom det &r
homogent kommer vi inte att plocka upp nagra inhomogena termer i PDE:n. Vi behover
ocksa utvidga begynnelsevillkoret udda. Vi far nu det utvidgade problemet

Ut — Uge = 0, t>0, zeR,

u(z,0) =96 —0_1 =g(x), ze€R.
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Eftersom vi har deltadistributioner i vart begynnelsevillkor dr det smidigt att anvéinda
losningsformeln med virmekérnan for att losa detta problem (§ dr enhet vid faltning).
Losningen ges av

u(z,t) = (G(-,t) * g) (),

dar 1
Glat) = ———e " /Uat) g =1 —
0= Virat” ’
u(z,t) = (G(-,t) * (01 — 6-1))(z) = Gz — 1,t) = G(z + 1,1) =
_ L (e_(x—1)2/(4t) _ e—(x+1)2/(4t)) )
47t
b)

Nu har vi istéllet ett homogent Neumannvillkor, vilket fordrar en jamn utvidgning:

Up — Ugy = 0, t>0, zeR,
u(z,0) =08 +0_1 =g(x), z€R.

Enda skillnaden (eftersom det ér ett homogent Neumannvillkor) &r att vi far en jimn
utvidgning av begynnelsevillkoret, och pa samma sétt far vi att

w(@,t) = (G(-,t) x (61 +6-1))(z) =Gz — 1,t) + G(z + 1,t) =
1

—(z—1)%/(4t) f(m+1)2/(4t))
e +e .
Vart (

4.14

Att roret ar slutet kan beskrivas med ett homogent Neumannvillkor. Vidare kan begyn-
nelsevillkoret skrivas med stegfunktioner: u(x,0) = ug(f(x) — 0(x — a)). Inséttning av
detta i diffusionekvationen ger problemet

Uy — Dy, =0, t>0, x>0,
u(0,1), t>0,
u(z,0) = up(8(z) — 6(x —a)), x>0.

Eftersom vi har ett Neumannvillkor speglar vi jimnt. Homogeniteten i villkoret gor
ocksa att PDE:n forblir homogen. Begynnelsevillkoret utvidgas jamnt till u(z,0) =
uo(f(x + a) — 0(x — a)). Vi har nu problemet

Uy — Dy, =0, t>0, reR,
u(z,0) = up(6(z 4+ a) — 0(z —a)), z€R.

Detta kan 16sas med bade Fouriertransformen och Laplacetransformen, och nédr man
har bestdmt den transformerade funktionen kommer man att ha en produkt mellan
tva kénda transformer. Som vi vet fran rékneregler &r produkter i den transformerade
doménen samma sak som faltningar. Enligt mig dr det dock lédttare att hoppa direkt till
faltningen, (man hade annars fatt att koefficienten for den transformerade funktionen
ar L, (u(z,0)) eller F,(u(z,0)), och den andra faktorn i produkten kommer att vara
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16sningen till U, — s2DU =0 = c(s)es2D , eller motsvarande for Fouriertransformen,
alltsa kommer losningen att vara faltningen av inverstransformen av dessa tva). Genom
att utnyttja virmekirnan (diffusionskiirnan?) kan vi direkt skriva upp l6sningen, om vi
sitter a = D.

(1) = (G(-0) v ul 0)(a) = | Gl 1) = <= /0P| —

o 1 2
= / ————e @YUy (o + a) — O(a — a)) da =

—oo VAT Dt
T — do

= — df = ———

“ P V4Dt b V4Dt
— 0 —(z=a)?/(4Dt) g, — . _
= e o= a: —a—a =

/70, \/47TDt z4a T —a
B =p1— Bo

ViDt

4.15
a)

Koncentrerat 6ver hela ytan innebér att vi bara behover anvinda djupet som rumsvariable,
vi kan alltsé rdkna endimensionellt. Att det inte sker nagon diffusion till luft kan vi
tolka som ett homogent Neumannvillkor (ytan vid 2 = 0), och begynnelsevillkoret kan
beskrivas med en deltadistribution, eftersom vi i princip har en koncentration som &r i
en punkt. Det sker inget ytterligare lackage heller, s& PDE:n d&r homogen. Detta ger oss
problemet

U — Dug, =0, >0, x>0,

u,(0,t) =0, t >0,

u(z,0) = cd(x), x> 0.

b)

Vi har ett homogent Neumannvillkor, sa vi speglar jamnt. For att spegla begynnelsevillko-
ret jamnt far man se det som att vi fran borjan har 6. (x) = u(x,0) = 0. (z)+d_c(x) —
26(z), e = 0. Vi far nu foljande problem pa hela R

up — Dug, =0, t>0, zeR,
u(z,0) = 2¢d(x), x €R.

1 ,—=%/(4Dt)
Var Dt
och sedan enbart titta pa losningen for = > 0 (eftersom det dr det omradet som vart

ursprungliga problem &ir pa).

Pa samma sétt som i 4.14 kan vi 16sa detta genom att falta med G(z,t) =

2c

—xz2/(4Dt)
e x> 0.
Var Dt

u(z,t) = (G(-,t) *2¢d) () = 2¢G(x,t) =
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4.16

Pa samma séitt som i 4.15 riknar vi endimensionellt. Vid ¢t = 0 har inget gift kommit ut
an, vilket betyder att u(z,0) = 0. Dérefter, for ¢ > 0, &r koncentrationen konstant vid
ytan, och det kan vi skriva som Dirichletvillkoret w(0,¢) = k. Vi far nu modellen

U — Dy, =0, t>0, x>0,
u(0,t) =k, t >0,
u(z,0) =0, z > 0.

Det finns tva huvudsakliga tillvigagangssitt for detta problem.

Det forsta gar ut pa att anvinda speglingslemmat (lemma D.3), vilket kommer att ge en
inhomogen del i PDE:n eftersom randvillkoret #r inhomogent. Man utvidgar da udda,
eftersom det &r ett Dirichletvillkor. Problemet som da erhalls &r

up — Dug, = —2Du(0,¢)0"(x) = —2kDd'(z), t>0, x € R,
u(z,0) =0, x eR.

Detta kan 16sas med ldmplig transform.

Det andra alternativet bygger istéllet pa att man forst homogeniserar randvillkoret,
genom att sitta v(z,t) = u(x,t) — k, och sedan utvidgar udda. Det som &r fordelaktigt
med denna metod &r att man slipper anvénda lemma D.3 som &r lite bokigt, och dessutom
blir rdkningarna ldttare. Jag kommer dérfor att fortga med detta andra sétt. Problemet
man har efter homogeniseringen ar

vy — Dvg, =0, t>0, x>0,
v(0,t) =0, t >0, — [udda spegling] —
v(z,0) = —k
vy — Dvg, =0, t>0, reR,
v(z,0) = —kl(z) + k(1 — 0(z)), zeR.

Begynnelsevillkoret blir som det blir eftersom det ska vara —k, da « > 0, och k, da = < 0.
Denna utformning av problem &r vi nu vélbekanta med, sa vi vet att 1osningen ges av

1

v(z,t) = (G(-,t) xv(-,0))(z) = [\/m

e—rZ/(4Dt):| — / G(.I‘ — a7t)u(a’0) da =

e 1 2

= [ e A kp(0) + k{1~ B(a)) da =
(& x x 6

—oo VA Dt

k e 2 0 2
_ v —(z—a)?/(4Dt) do — —(z—a)?/(4Dt) d _
= e (6% e (6% =
V 47TDt (A /—oo )

B—m_a:dﬂ——dia B—x_a:>d6—— da
V4Dt V4Dt V4Dt V4Dt
= a: 00— o0 U a: —oo—0 =
x x
: = = —0o0 ;00 — =
B D f1 5 D e}l
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1
-4 o) - (o)) (i)

= v(z,t) = u(x,t) — k= —kerf (x/%) —

— ulz,t) =k (1 _erf<\/:"ﬁ)> :

och detta &r 16sningen fér = > 0.

Om man inte kinner igen att man kan ga direkt till faltningen kan man ocksa transformera
ekvationen med exempelvis Laplacetransformen, och nir man sedan inverstransformerar
kommer faltningen att trilla ut. Man hade ocksa kunnat angripa detta problem direkt
genom att gora en ensidig Laplacetransform. Den nagorlunda suspekta notationen vid
variabelbytet dr tankt att visa att det &r olika grénser i dem tva integralerna.

4.17

Losning finns redan, men integreringen kan goéras enligt

1 ¥ 2 > 2
— | - (z —a)e™ ™ /4 do + (x—a)e™ /W do ) =
_ 1 (— /T ze™ /) do 4 /T ae™ /0 ot
V 4.7Tt — 00 —00

+ /OO —a2/(4t) dov — /Oo ae—aQ/(élt) da) —

r e/t go 4 VA Vit [ 6_a2/(4t)r i
T2 VAt 27 o
4L 2/(48) goy — Vit {_e_cﬁ/(zu)ro _
Y Vi NG .

2
_9 —a?/(4) _ g orf <x> 7
Vie 7

vilket &r precis vad som star i 16sningen.
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4.20
a)

Forst skriver vi Asinwt = Im (Aei“t), vilket betyder att vi kan stka en 16sning pa formen
u(x,t) = H(x)e™? och sedan ta imaginirdelen av det vi far fram. Randvillkoret kommer
nu att ges av att H(0) = A

0= — g, = (iwH(z) — aH" (z))e™! — H" — “H=0=
a

= H(z) = ceViw/az + de~ Vo,
Nu dr det dags for lite funktionsteori. Vi vet att
i /242km

=

och alltsa blir v/i = €™/**7 Om man tar principalgrenen av roten, vilket &r littast,
kommer man fa att

; 1 i w 1 3 w w
Vi=e™t= — 4 — — /= <+> 14
e T Ve Tt Ve T
Detta ger oss
H(x) = eIV | g FIVET = oV 5o V5T 4 dem V5T \/gz,

men eftersom vi betraktar ett fysikaliskt problem vill vi att var 16sning ska vara begrénsad,
och darfor viljer vi ¢ = 0. Detta lamnar

H(x)=de” freiVET — H)=A = d=A =

— U(l‘,t) :H(l‘) iwt — Ae™ imefi 2am iwt — Ae” ﬁxei(wtf ZQI) —

= Ae_\/%x(cos (wt — ,/wx> + isin <wt - ,/wx>),
2a 2a

tar vi imaginédrdelen far vi var stationira 16sning

w w
u(z,t) = Ae” V2% gin (wt — 4/ :L')
2a
Vi tittar pa exponenten, och nir den &r -1 far vi det vi soker (da kommer det sta e~

framfor allting).
[w 2a
—/—r=-1 = z=4/—.
2a w

b)

1
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c)
Dygnsvariationen motsvarar att 7' = 24-3600 = 86400 s, sambandet mellan vinkelfrekvens
och period dr w = 27 /T Intringingdjupet &r det z som vi bestdmde i b):

[2a [ 2a [aT
= —_— = —_— —_— ) 2 .
v w 27 /T T 0,2 m

Tidsfasforskjutningen ges av att argumentet i sinus ar 0:

1
wt — —x =0= t=—
2a w
——

=1, z=4/2a/w

T
= — 3,8 h.
21 ’

d)
Nu dr T' = 86400 - 365 = 31536000 s. Inséttning ger x ~ 4 m, och ¢ ~ 58 dygn.
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Kapitel 5

5.1

Vi kan skriva om u(z,0) med stegfunktioner: u(z,0) = 6(z + 1) — 6(x — 1). Poissons
integralformel for halvplanet ger nu att

u(z,y) = (P(-,y) * u((-,0)))(z) = /Oo Pz — a,y)u(a,0)da =

—o0
1 1
1 y 1 1

= — dao = — da =

/_17r(x—oz)2+y2 Ty Jo1 (@ —a)/y)* +1

1 —alt -
=— {— arctan ] = —(arctan — arctan )

T y |,

5.2

Vi skulle géarna vilja anvinda Poissons integralformel for enhetscirkeln, men nu har vi
bara halva enhetscirkeln. Av denna andledning, och eftersom vi har Dirichletvillkor pa
randen, véljer vi att spegla udda i x-axeln. Tacksamt nog ar funktionen 0 pa z-axeln, sa
det hénder inget konstigt nér vi speglar dér, utan den forblir 0. For resten av randen
kommer vi fa att funktionen &r g(#), da 0 < # < 7, och —g(—0), da —7 < § < 0. Lat
den speglade funktionen pa randen betecknas med h(6). Vi anviinder oss nu av Poissons
integralformel for enhetscirkeln:

u(r,0) = (P(r, -) x h)(0) = /7T P(r,0 — a)h(a)da =

—T

0

= /7T P(r,0 — a)g(a) da + / P(r,0 — a)(—g(—a))da =
0

—T

B=—«

_ /0 " (.0 — a)g(a) da — / P(r.0+ £)g(B) (—dB) =

= [P0 ayg(@yda— [P0+ (6 a5 -
0 0

a=p

= /07r (P(r,0 — a)g(a) — P(r,0 + a)g(a)) da =

_ /OTrg(a) (P(r,0 — a) — P(r,0 + ) da,

dar
1 1— 72

Pr) = —— "
(r,6) 21 1412 — 2rcosf
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5.4
a)

En potential definieras av att —Awu = f. En enhetskélla i origo kan skrivas som en
deltadistribution:
—Au =60, (z,9)€ R2.

Detta kéinner vi igen som definitionen av fundamentallosningen i R2. Alltsa kan vi skriva
av 16sningen fran formelbladet:

1
u(z,y) = K(r,y) = 5/ 4 7.

b)

Om man lusléser kapitel D hittar man pa sida 361 att det nimns att ¢’ kan representera
dipoler. Speciellt om vi vill ha en enhetsdipol i origo riktad lédngs den positiva z-axeln
kan vi skriva det som %(5(070) (z,y)). Stiller vi upp differentialproblemet har vi att

0
—A’U, = %(6(070))7 ((E7y> c RQ.

Detta ar Poissons problem i hela planet, och alltsa kan vi fa 16sningen genom att falta
funktionen i hogerledet med fundamentalldsningen for R2.

0 0 1
W) = K % 5 Bo0) = Kalop) = - (5 VT4 ) =

ox 2m
0 1 1 2z 1 T
- _71 2 2 -~ -
8:1:( 47 n(@ +y)> 4 22 + 2 21 12 + 42

Detta &r dock minus det som star i facit, men det &r inte sérskilt viktigt, det viktiga &r
hur dipolen representeras matematiskt och att vi har + svaret spelar ingen roll. Nar jag
ldste kursen hakade ldraren upp sig pa om det skulle vara + eller -, sa det kanske ér fel i
facit.

5.9

Vi vill kunna utnyttja fundamentallésningar {6r att hitta en Greenfunktion (losa pro-
blemet). Vi vet att fundamentallosningar uppfyller att —AK = 4, vilket betyder att vi
kan translatera fundamentallgsningen sa att vi hamnar i den aktuella punkten, (0,0, a).
Sedan maste vi ocksa gora nagot for att var funktion bli 0 pa randen. En annan egenskap
hos fundamentallosningar ér att de skrivs med ||, alltsa avstand. Detta betyder att om
vi viiljer en punkt som har samma avstand till randen som (0,0, a), kommer differensen
mellan fundamentalldsningnarna i dessa tva punkter att ta ut varandra pa randen (ef-
tersom vi viljer punkter sa att |x1| = |x|2). Denna mindre uppsats ska vara ett slags
troliggorande for udda speglingar i randen. En sak att podngtera ar att det inte spelar
nagon roll om vi &ndrar hur funktion beter sig utanfor randen eftersom vart problem
ar bara relevant i omradet vi borjade med, sa det spelar ingen roll om vi far § i nagon
punkt utanfor randen (eftersom vi inte #r intresserade av hur 16sningen ser ut dér dnda).

Randen i denna uppgift dr zy-planet, sa vi speglar punkten (0,0, a) i zy-planet, vilket
ger oss punkten (0,0, —a) (notera att dessa tva punkter har samma avstand till zy-planet
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(1(0,0,a)| = |(0,0,—a)| = a)). Alltsa kommer var Greenfunktion att ges av foljande
differens av fundamentallosningar

u(‘rvyvz) = K((w,y,z) - (0707CL)) - K((x,y,z) - (0707 _a)) =

1 1
(z,y,z —a) (z,y,2+a) dr|(z,y, 2z —a)|  4x|(z,y, 2+ a)

1 1 1
CArm <\/x2+y2+(z—a)2 - \/x2+y2+(z+a)2>'
5.10
a)

Svaret star i formelsamlingen:

—Au = (5((1”3),
= qu(z,0)=0, z >0,

{Au = 5(a,6)7 i Q,
u(0,y) =0, y > 0.

u =0, pa IN

b)

Vi speglar for att fa ett problem i hela planet. Vi borjar med att spegla udda i z-axeln. Lat
a = (a, B). Nér vi speglar i z-axeln kommer vi att fa den speglade punkten aq = (a, —f3).
Det giller nu att K(x — a) — K(x — 1) &r 0 pa z-axeln. Vi behéver nu spegla detta
speglade problem i y-axeln for att kan uppfylla det andra randvillkoret ockséa. Néar vi
gor detta far vi tva nya speglade punkter: as = (—a, ) (spegling av « i y-axeln), och
ag = (—a, —f) (spegling av a; 1 y-axeln). Sammanstillt far vi nu Greenfunktionen

G((z,y), (. 8)) = K(x —a) - K(x —a1) — (K(z — o) — K(x — a3)) =
=K@z-ay—-p)-K@@—ay+8)—-Kla+a,y—0)+Kx+a,y+8)=
= o (@ — ey~ B)l ~n(x — ary + 6)|-

—In|(z +a,y — B)|+In|(z +a,y+ B)|) =

=5 (nVE—aPT GBP -y a1t AP
~n /(@ al+ (y— 7 +n/(w +a)? + (y+ B)?) =
1

= (n((@- a)? +(y = £)*) —In((z —a)* + (y + B)*)~

~In((z+ )’ + (y—B)*) +In((z + a)* + (y + B)?)) .
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c)
Huvudsatsen ger att

ple
20 ON(a )

1mx,y)::/)Qc;«x,y»<a7ﬁ»fxa,ﬁ>dadﬂ-— (2,9), (o 8)) (a0, B) dS a5,

g(z), >0, y=0,

diar Q = ,y) € R? | 2,y > 0}, och g(z,y) =
r {(z,y) | z,y > 0} g(x,y) {07 r=0 5> 0

/ aumemﬁmﬁmwﬂz/m/mm@wwmmvmﬁmwm
Q 0 0

och eftersom funktionen &r noll pa den ena randdelen (da x = 0) kommer dS, gy = da
(eftersom det &r bara x som varierar pa den nollskilda randdelen). n(, g) ska vara
den utatriktade enhetsnormalen, och pa randen y = 0, = > 0 kommer den att ges av
n(q,8) = (0,—1), vilket betyder att

oG Py
=N0s - ViesnG=(0,-1) VisnG=——((z,v), (o,
Mo p) (@.8) " V(a,p) ( ) Viap) 8ﬁ(( y), (@, B) =
oG © 5@

((z,9), (e, B)g(ex, B) dS(a8) = */0 ((z,9), (2, 0))g() da,

00 O (a,p) B
G

eftersom B = 0 nér vi integrerar lings x-axeln. Det som aterstar alltsa att beriikna ?97"

G((9). (@ 7)) = ~ 7= (W (2 = a)? + (g = B)) ~ In (& — @) + (y + 5)?)~

—In(z+a)’+ -0 +n(z+a)’+y+5)?%) =

oG 1 —2(y — 2(y +
= G0 @ =1 (Gt O aE T AR
) B 2(y + B) )_
Gralt -0  @ral+ (AP
__1<_ y—B 3 y+58 n
P Ty R T A PR R PR
y—pB y+8 )
Gl B2 @rar+ T hp

:=>%%«@wxmo»=

_ Y - y N y N y
21\ (z—a)2+1y?2 (r—a)2+y?2 (z4+a)?+y? (r4+a)?+y?

_ 1 Y B Y
T\(@—a)P+y? (z+a)+y?/)
Vi kan nu antligen skriva upp losningen till problemet

Gle.
00 IN(a,p)

ulz,y) :l/);(?ﬂx,y%(avﬂDfKa7B)dad647 ((2,9), (0 B))d(cv, ) dS(a ) =
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e oG
= [ [ ctwnamsasdads+ [ 52w, (@0 da =

:Amﬂm“@wmmmvmﬁmwm_

S L

5.11

Eftersom huvudsatsen &r jobbig att anvinda, nyttjar vi istdllet superposition. Betrakta
problemen

—Aug =0, (2,y), >0, y>0,

ua(x,0) =0, x>0,
UA(07y) = 07 Y > 07
och
—Aupg =0, x>0, y>0,
up(z,0) =0, x>0,

up(0,y) =61(y), y>0.

Vi far var 16sning av superposition,
U=1usg+upg.

uyg &r helt enkelt Greenfunktionen for kvartsplanet i punkten (o, 8) = (1,1). Denna
Greenfunktion bestdmdes i féregaende uppgift med hjilp av ett par udda speglingar och
vi fann att

G((z,y), (a, ) = *ﬁ (In((z - a)® +(y = B8)*) —In((z — @)* + (y + B)*)—

—In((z+a)?+ @y -0 +h(z+a)l+(y+p)?)) =
1 (a0l 4 =) (ta) + (54 5)?)
dr = ((w—a)?+(y+ W) ((z+a)* + (y = 8)?)
(x—l (y—1%)((z+ 1)+ (y+1)?)
(a;—l y+1)2)((x+1)2+(y—1)2)'

Vi tycker ocksa att problem B #r ganska likt Dirichlets problem for ett halvplan. For att
fa det vildigt likt speglar vi udda i z-axeln. Eftersom funktionen &r 0 pa x-axeln dyker
det inte upp nagra konstigheter. Speglingen ger oss det utvidgade problemet

- UA(xay) = G((xay)v (1,1)) =

—Aupg =0, x>0, yeR,
up(0,y) =61(y) —0-1(y), yE€R.

Detta &r Dirichlets problem for ett halvplan, vilket vi kan 16sa med Poissonkérnan for
ett halvplan. Notera dock att x och y har bytt roller for detta problem jamfort med
Poissonkérnan i formelbladet. Den Poissonkérnan vi vill anvénda &r

1 x

P(z,y) = ;W.
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Vi far nu up genom att falta:

up(,y) = (P(z, -) *u(0, - = (P(z, )% (61=0-1))(y) = P(z,y—1)=P(z,y+1) =

N(y )=
L _
T\ (y-1? 22+ y—l—l2

= “(x,y):UA-FUB =

L (e ()P )
1 T r
+; (172+(y—1)2 B $2+(y+1)2)'
5.12
a)

Att virmeméngden g avges av ett ror i punkten (a,a) innebér att kéllan i hogerledet i
virmeledningsekvationen ér k = ¢d(q,4)- For ett stationért problem &r u; = 0. Tempera-
turen dr 0 lings viggarna, sa vi har homogena Dirichletvillkor lings randen. Detta ger
oss problemet

u(z,0) =0, x>0,

—Au = {0(4,0), >0, y >0,
{—aAu:a)\qé(a,a), x>0, y>0, . “ (@a) ¥ Y
u(0,y) =0, y > 0.

u =0, pa randen

Losningen till detta problem #r Greenfunktionen f6r kvartsplanet i punkten (o, 8) = (a, a),
multiplicerat med ¢g/\. Denna Greenfunktion bestédmdes i 5.10.

G((2:9), (0,8) = — 7 (I (@ — @)+ (y = H%) ~ I (& — @) + (g + B)*)-
~In((@+a)’+(y=p)°) +In((@+a) + (y+8)%) =
= Gl(), (00) =~ (0 (0= @) + (= )?) = (2 = )+ (y + @)~

~In(@+a)’ +(y—a)?)+(@+a)+(y+a)?)) =
— u(z.y) = $G((,y), (a,0)) =
s (@ = a4+ (y = @)?) ~In((z = @) + (y + 0)*)—
—In((z+a)?+(y—a)?) +In((z+a)’+ (y+a)?).

65



Markus Bolinder

b)

Viarmestromtéitheten fas med Fouriers lag: § = —AVu, och virmestromtitheten ut ur
omradet ges av enhetsnormalen till randen skaldrt med virmestromtiatheten. Detta
kommer att ge tva uttryck eftersom randen bestar av tva delar, den ena blir j, =

(-1,0) -j’ och j, = (0,-1) ~j‘ . Vi bérjar med att beridkna j.
=0 y=0

J=—AVu=—\ug,uy),

" q( 2(x —a) B 2(x —a) B
* A \(z—a)?+ (y—a)® (x—a)®+ (y+a)?
3 2(z +a) 2(z +a) B

TR T T T

:_q< T —a 3 T —a 3
2rA \(z —a)* +(y—a)* (z—a)*+ (y+a)?

z+a N z+a >
(r+a)*+(y—a)? (z+a)?+(y+a)?)’

symmetri ger att

B yta yta )
(x+a)2+y—a)? (x+a)2+(y+a)?/)’
Alltsa ar
j=—\Vu=
_q( T—a B T —a B
2r \(z—a)*+(y—a)?* (z—0a)+({y+a)?
_ Tr+a " xr+a
(x+a)2+(y—a)? (z+a)2+(y+a)?’
Yy—a . Yy—a .
(z—a)’+(@y—a)P® (z—a)+(y+a)
B y+a y+a >
(x+a)+(y—a)? (z+a)?+(y+a)?)’

och speciellt ar

e T—a B r—a B
Je=(=1,0)-3 27 ((x—a)2+(y—a)2 (x—a)?+(y+a)?

=0

B z+a N z+a >
(z+a)+(y—a)? (z+a)+(y+a)?

_q a N a B a N a B
Co2n\ a?4+(y—a)?  a?+(y+a)? a®+(y—a)? a4+ (y+a)?)
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_g a _ a
o \a?+(y-a)? a+(y+a)?)’

och pa samma sétt blir

_q a a

_7T<a2+(x—a)2 a2—|—(m+a)2)'
Av symmetriskil dr det egentligen onddigt att titta pa bada randdelarna eftersom om vi
finner att (x,y) dr den punkten dér vérmestromtétheten ut ur omradet dr som storst,
maste det gélla att den &r lika stor i punkten (y, z). Eftersom aq/m &r en konstant ricker
det med att hitta den punkt dér

1 1 1 1
a?+ (y —a)? _a2—|—(y+a)2 Y2 — 2ay + 2a2 _y2—|—2ay+2a2 o

_yr 4 2ay 4 20® — (y* — 2ay + 2a®)
©(v? - 2ay 4 202) (v + 2ay + 202)
_ 4day _
y* + 2ay + 2a?y? — 2ay3 — 4a2y? — 4a3y + 2a%y? + 4ady + 4a*
_ Aay
=

Ar som storst. Satter vi derivatan till O far vi att

da(y* + 4a*) — day(4y®)  16a° — 12ay*
(y* + 4a%)? T (y* +4at)?

=0 = 4a* -3t =0 = y=a(4/3)~

Av fysikaliska skil maste detta motsvara ett maximum (om man inte litar pa mig &r

man vilkommen att derivera, vilket bor leda en till att andraderivatan i den aktuella

punkten antar vérdet f%(%)l/ 4 <0). Detta betyder att virmestromtitheten dr som

storst i punkten
(0.a(4/3)"%),

och eftersom man verkligen inte vill ge sig pa att derivera den andra anvinder vi
symmetriargumentet och konstaterar att virmestromtédtheten &r lika stor i punkten

(a(4/3)1/4, 0) .

5.13
a)

Pa samma séitt som i 5.12 blir k = ¢d(4,0), och temperaturen &r Ty pa randen, sa vi far
problemet (eftersom u; = 0)

—Auy = %J(a,O)a IQ + y2 < R27
’LL:T(), x2+y2=R2.
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Vi borjar med att homogenisera detta problem genom att sédtta v = u — Tp, vilket ger oss

—Av = %5((170), z? + y2 < RQ,

v=0, z? +y? = R%
Losningen till detta problem &r Greenfunktionen for en cirkel med radie R i punkten
(o, B) = (a,0). Denna hittas genom att finna en konjugerad punkt utanfor cirkeln, som
ligger pa samma strale fran origo som a = (a,0). Beteckna denna konjugerade punkt
med & = (b,0), dér b > 0 eftersom a > 0. I formelsamlingen hittar vi att

- a
laf|a] = R? = |(a,0)||(b,0)| = |a||b| = ab= R?* = b= 2k

I formelsamlingen hittar vi ocksa likheten

@9) — e = 2ia,y) — al.

Om vi nu tar differensen mellan tva lampligt valda fundamentallgsningar kommer vi att
fa v.
]

v(a,y) = YK ((0,y) - @) = K (G (@y) - &) =

= u(z7y) = TO +U('1:ay) =

:TO—i (ln((xa)2+y2)ln((xJf)eryQ) 21112).

47 A
b)
Vérmestromtéatheten ges, med Fouriers lag, av j = —AVu = —A(ug, uy).
w9 2@ —a) 2(x—%2) B
odmA \(z—a)?+y? (2 — E2)2 42 -
_q T—a B T — RTQ
o2mA \(z—a)2 +92 (x_RTQ)2+y2
och

Y drd \(x —a)® +y*> (- %2)2+y2
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=__1 Y _ Y
2rA \ (z—a)? +y2  (x— L2442 ]

a

Viarmestromtatheten blir da

2
j=£ T—a _ —}Z Y _ Y
2r \(@—a)?+y? (@2-E)2427 (z-a)+y? (z-L)24y2

I A= (R,0) dr virmestromtédtheten da

. 4 R-a R-E g 1 1
](R’O)_%r <(R—a)2 (R—Rz)2’0>_27r (R—a R_RQ’O>7

a

och i B = (—R,0) blir den

2
. q —R—a -R- & q 1 1
~R,0)= L - ao)l=2(- 0.
J(=R,0) 27 ((—R—a)2 (_R_E)Q’ ) 27‘[’( R—|—a+R+R727 )

Beloppen av virmestromtitheterna i dessa punkter blir da

: q 1 1 q 1 1

R,0)| = |— - oll== _

‘]( ? )‘ 27T (Ra R_%Q? )‘ 27_(_ R*a R_R;Z

q 1 a q 1 a q 1 a
= — — = — = — 1 J—
2r |[R—a aR-R%2| 27 R—a+R(R—a) 27rR—a( +R)7
. q 1 1 q 1 1
3(=£,0)] 27T< R+a+R—|—RTQ7 > 2m R-&-a_FR-FRT2
_q o a _q o a g 1 (1_2)
21 |R+a aR+R?2| 2n|R+a R(R+a)| 2rR+a R”

vilket betyder att kvoten av varmestromtéitheterna i dessa punkter &r

lial _ RO) _ grme(+%) _R+al+f
gl (R0 Lgn(l-%) R-al-%
_R+aR+a (R+a)
R—aR-a (R—a)?*
5.20
Viarmekélla ¢ i punkten (a,0,0) innebér att & = ¢d(q,0,0) och for den stationdra

virmeledningsekvationen sétts u; = 0. Detta ger —aAu = aqd(40,0)/N = —Au =
40(4,0,0)/A- En perfekt véirmeisolerad vigg beskrivs av ett homogent Neumannvillkor, och
eftersom randen utgors av yz-planet dr flodet genom véggen representerat av z-derivatan.
Detta ger modellen

—Au = %6(0,,0,0)7 xr > 0,

uz(0,y,2) =0.
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Eftersom vi har ett Neumannvillkor behdver vi spegla jamnt. Den speglade punkten &r
(—a,0,0), och, analogt till hur man anvéinder fundamentallosningar vid udda spegling
(fast vi adderar fundamentallgsningarna istéllet for att subtrahera dem), far vi att

u(@,y.2) = TR ((@,y,2) = (@,0,0)) + LK ((x,9,2) = (~a,0,0)) =

47r)\|(x—a,y,z)| 47TA‘($+CL,Q,Z)‘

q 1 1
= + :
AmA <\/(x—a)2+y2+z2 \/(a:+a)2+y2+22>

Precis intill viggen ar x = 0, vilket betyder att svaret &r

q 1 1 q 2 2 2\—1/2
u(0,y,2) = — + =—((@"+y " +=z .
( Yy ) A7\ <\/(—a)2+y2+22 \/a2+y2+22> 271/\( Yy )

5.22

Poissonkérnan for enhetscirkeln ar harmonisk for r < 1, vilket betyder att vi kan anvéinda
oss av medelvirdesegenskapen for att berdikna P(0,60) genom att vilja en cirkel med radie
0 < p < 1. En sadan cirkel, C', kommer att ha omkretsen u(C) = 27p och bagelementet
ds = pdf (detta kan ses genom att kurvintegralen kan parametriseras med (r,6) = (p, 6),
didr 0 : —m — 7). Medelvirdesegenskapen ger nu att

1 1 g 1 i
P(O,G):M/CP(T,Q)dSZ%/_ﬂP(p,G)de:ﬂ/_ﬂP(p,H)dQ,

och )
1 1-0 1
P(0,0) = — -
(0,6) 2r14+02—-2-0-cosf 27
1 s
= / P(p,0) =5 = r=pel0,1)] = P(r,0)dd =1. O
5.23

Funktionen dr harmonisk inuti enhetsdisken, sa vi kan anviinda medelvirdesegenskapen
for att berdkna virdet i origo genom att integrera lings randen till enhetsdisken, alltsa
langs enhetscirkeln. Radien &r r = 1, och alltsa blir u(C) = 27 samt ds = df. Vi kan
parametrisera x och y med polédra koordinater: (z,y) = (cosé,sinf), diar 0 : —w — .
Medelvirdesegenskapen ger nu att

u(0,0):ﬁ/u( —/ :;T/:(cos r+sin® ) do =

:—/ cos xd9—|——/ sin’ xdﬁ——/ (1+ cos260)do =

=0, 311113 udda

Ly Lnoe]” = Lar—o)=
= — —sin =—@2r-0)=—-.
a2 T 2
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5.24

Eftersom w &r harmonisk kan vi anvinda maximumprincipen, som séger att om w &ar
harmonisk pa ett omrade kommer u att anta bade sitt storsta och minsta virde pa
randen till omradet. Betrakta nu ett omrade i form av en disk:

Qr = {(z,y) e R? | 2 +y* < R?}.

Detta omradet &r begrénsat for varje fixt R, vilket betyder att wq, OCh U, antas da
2% + 3% = R?. 1 polira koordinater ges randen av att » = R. Om vi nu later R — oo
kommer Upmqz, Umin — 0, enligt férutséttningen, och eftersom funktionen uppenbarligen
maste ligga mellan sitt storsta och minsta virde ger instédngningssatsen att v konstant
=0. O

Detta var lite handviftande, men jag tror att det viktiga finns dér.

5.27

Viarmeledningsproblemet &r

Ut — AUz, = 0, t>0, xeR,
u(z,0) =To(0(x+ L) — (0(x — L)), z<R.

Detta problem kaun2 l6sas genom att falta begynnelsetemperaturen med varmekérnan,
G(z,t) = \/ﬁe*I /(4at) Man kan ocksa anviinda Laplace- eller Fouriertransformen och
nir man sedan inverstransformerar kommer man att fa precis virmekarnan faltad med

begynnelsetemperaturen.

u(z,t) = (G(-,t) * u(-,0))(z) = /_OO Gxz— o, t)Tp(0(a+ L) — (f(a — L)) da =

r— da

= = df = —
T L . h vV4at P Viat

_ 0 —(z—a) /(4at)d — — L =
e o o —
Vamrat [L
6 . v+ L — ﬂ g — 5
" Vdat ! Vdat 0
B B
_ I ’ -B? dg = El 16762 dg =

—— e
VT Js,

- % [exf(B)]5) = %(erf (%) —erf <%>).

Det ar uppenbart att temperaturen ar som storst i x = 0, eftersom begynnelsetmperaturen
omger origo symmetriskt, sa det kommer ta lingst tid for mitten att svalna. Alltsa vill
vi veta vid vilken tid som u(0,t) = Tp/2.

u(0,) = 2 (erf (\/%) —erf <W%>) = [erf(—y) = —erf(y) (udda)] =

o) () () - = ()
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5.28

Det forsta alternativet ar att konstaterar att vi har homogena Dirichletvillkor och ett
andligt intervall, sa vi kan direkt ansétta en 16sning pa formen

u(z,t) = Zuk(t) sinkmrx =
k=1

— 0=y — g = 3 (U (1) + K27 up (1)) sinkrz = [entydighet] —>
k=1
== U;C(t) + k27r2uk(t) =0 = Uk(t) — Cke_kzﬂjt —

o0 oo
= u(x,t) = che_k2”2t sinkrr = u(z,0) = ch sinkrr = do(x) =
k=1 k=1

2 1
= ¢ = I/ do(z) sinkrz de = 2sinkra =
0

(oo}
= u(z,t) = Z 2sin (kra) e ™ sin kra.
k=1
Det andra alternativet &r att spegla sig fram till ett odndligt omrade och sedan anvinda
varmekédrnan for att fa fram en 16sning.

b

| -o-2 - | -a+2 | —o+4

I figuren ser vi att ndr man speglar udda odndligt manga ganger kommer begynnelsevill-
koret att utvidgas till

oo

u(z,0) = Z (ba—2k(z) — 0_a—2k()),

k=—oc0

vilket betyder att vi nu kan skriva var 16sning som

u(z,t) = (G(-,t) * u(-,0))(z) = G * ( > (baak 5_a_2k)> =

k=—o0
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= i G #* (ba—2k — 0—q—2k) = i (Glz—a+2kt)—Glx+a+2kt)=la=1]=

k=—oc0 k=—00

= Z (16—(w—a+2k)2/(4t)_16—(w+a+2k>2/(4t)> =
oo, \ VATt Vamt

1 2 2
—(z—a+2k)?/(4t) —(z4a+2k) /(4t))
= E e —e .
Vart (
k=—o0
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Kapitel 7
7.1

Vi anviander d’Alemberts formel:

x+ct
. t) = lole =) +gla+ )+ 5o [ b dy

2c

dir g(z) = u(z,0) och h(z) = us(z,0).

a)
1
g(x) = asinkz, h(z) =0 = u(x,t) = §(a sin (k(x — ct)) + asin (k(z + ct))) =
= g(si (kx — ckt) + sin (kx + ckt)) = [sinoz + sin 8 = 2sin a ;r b cos & ; B} =
=2 . 2gin (ke = ckt) + (ke + ckt) cos (ka = ckt) — (ke + ckt) = asin kx cos ckt.
2 2 2
b)
1 x+ct b z+ct
g(x) =0, h(zx) =bsinkr = u(z,t) = % /zfct bsinky dy = {_2ck cos ky} . =
b ] [ s atB a—p]
= 5k (cos (kx — ckt) — cos (kx + ckt)) = [cosa —cos f = —2sin 5 si— ] =
_ b 9 sin (kx — ckt) + (kx + ckt) sin (kx — ckt) — (kx + ckt) _
2ck 2 2
=D BT 2R D kesin ekt
S8 5 = o Sinkasinckt.
7.2

Vi vill att l6sningen enbart ska besta av en vag som ror sig i negativ z-led, vilket innebér
att 16sningen kommer att ha formen u(x,t) = ¢(z + ct), ddr ¢ > 0. Med d’Alemberts
formel far vi att (g(z) = u(z,0) = asinkz, h(z) = u(z,0))

x+ct
) = 3lata—ct) o)+ 5 [ hlu)dy =

a a x+ct
= Esin(k(x—ct)) + 5sin(k(3:—|—ct))—|— i/ h(y)dy =

2¢ Jy ot
a 1 et a o+t
=3 sin (k(x — ct)) — 2—0/0 h(y) dy + 5 sin (k(z + ct)) + % /0 h(y)dy =
=p(z+ct)
= (x4 ct) = [z +ct) =Pz +ct) — p(z + ct)] =

1 x—ct

h(y)dy=0 =
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= h(z —ct) = % (/Oxc h(y) dy) = %(acsin(k(w —ct))) = ack cos (k(z — ct)),

vilket betyder att
ut(x,0) = h(x) = ack cos kx.

7.3

Detta dr vagekvationen med ¢ = 1, vilket betyder att vi aterigen kan anvéinda d’Alemberts
formel. Vi kan ocksa skriva p med stegfunktioner:

(@) = {(1) :z: i 1 s p(2) = Oz +1) — O(z — 1),
a)

g(x) = u(z,0) = p(x), h(z) =u(z,0) =0 = u(x,t) = %(g(a:— 1-t)+glx+1-t) =
:%(p(x—t)+p(x+t)):%(9(x+1—t>—e(m_l_t))+%(e(x+1+t)—e(x—1+t)),

detta dr tva rektanglar med lingden 2, och hojden 1/2, som ror sig med hastigheten
¢ =1 bort fran origo.

u(x,t)

b)
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:%L (Wy+U—9@—UV@=%K9+DWM+U—@—1W@_Ugg:
:%<(x+1+t)9<x+1+t)_($—1+t)9(3:—1+t))_

—%«x+1—wwx+1—n-4x—1—wwx—1—wy

Detta dr en vag som borjar helt platt och sedan vixer upp till hojden 1 och utat fran
origo.

0.8

0.6

i
¢

u(x,t)

/A
i

i

0.2

Se facit for 2D-bilder.

7.6
a)

Dirichletvillkor (fast inspénd) motsvarar en udda spegling i randen, vilket betyder att
vagen kommer reflekteras samtidigt som den vinds uppochned. Jimfor med vaglaran
och reflektion mot tétare medium, och det. Se facit for bilder.

b)

Neumannvillkor (kan sviinga fritt) kommer att medfora en jimn spegling i randen, vilket
betyder att vagen endast reflekteras (den vinds alltsa inte). Jamfor med reflektion mot
tunnare medium typ. Se facit for bilder.

7.8

Losning finns redan.

76



Markus Bolinder

7.9

Att roret dr slutet innebér att vi har ett homogent Neumannvillkor i £ = 0. Vi har ingen
begynnelsehastighet, sa h(z) = u;(x,0) = 0. Fran borjan har vi tryckfordelningen

g(x)zu(x,m:{po’ O<o <l 2) = po(8e) - 6z - L)).

0, z>1L
Vi har alltsa problemet

Upt — CUgy =0, x>0, t>0,
uz(0,t) =0, t>0,
u(z,0) = g(x), u(xz,0) =0, x>0.

Vi vill gérna anvianda d’Alemberts formel, men vart omrade #r bara halvoandligt,
s& (eftersom vi har Neumannvillkor) utvidgar vi problemet jamnt, vilket betyder att
funktionen g utvidgas till g(x) = po((6(x + L) — 8(x — L)). Med d’Alemberts formel far
vi nu direkt svaret:

u(z,t) = %(g(m —ct)+glx+ct)+0= %(g(aﬁ —ct) + g(x + ct)).

Dock eftersom vi borjade med ett halvoéndligt problem &r vi bara intresserade av hur
denna losning ser ut for x > 0, vilket betyder att den vénstergaende vagen férsvinner
snabbt och vi har bara en hogergaende tryckvag som ror sig éver hela den positiva
z-axeln. Se facit for bild.

7.10

Upt — Uge = 0, z>0,t>0,

u(0,t) =0, t>0,

u(z,0) =0, u(z,0) =d01(x), z=>0.
Vi ser att utbredningshastigheten ¢ = 1, och vi har ett Dirichletvillkor i randen. For
att fa ett problem pa hela R, sa att vi kan anvénda d’Alembert, speglar vi darfor udda.
Utvidgningen av begynnelsehastigheten blir da h(z) = u¢(x,0) = d61(x) —d_1(z), z € R.
Inséttning i d’Alemberts formel, med ¢ = 1, ger att

Oy —1) — 6(y + D)2+ =

[N

x4+t x+t
) =045 [ hdy =5 [ a0 =52 dy =

—t —t

—_
—_

= Oz — 14+t - +1+8)— Oz —1—1t)— Oz +1—1)) =

[\
—_

[\
—_

= S0 +1-1) =0 —1— 1) = SOz +1+1) — b — 1 +1)).

Losningen till vart problem far vi genom att endast titta pa positiva z-virden. Tolkningen
dr att vi borjar med en mycket spetsig hammare som slar stringen (till exempel) i x = 1,
vilket resulterar i tva vagor, en som ror sig at vénster; en at hoger. Den som ror sig at
véanster kommer att reflekteras udda i randen, vilket vinder den uppochned.
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o
e e . B
T e
e

u(x.t)

Se facit for 2D-bilder.

7.18

Losning finns redan.

7.20

Vi anvéinder karakteristikdelen av formelbladet for att skriva upp karakteristikekvatio-
nerna:
A11Uzz + 2012Usy + Q22Uyy + F (2,9, 0, Uz, uy) =0 =

o audy2 — 2a12dxdy + asadz? = 0.

Dérefter édr tanken att man ska faktorisera detta uttryck for att fa linjéra uttryck med dx
och dy som man sedan kan integrera, vilket ger en karakteristikerna, som da motiverar
ett specifikt variabelbyte. Nar man har gjort det &r det dags att frossa i kedjeregeln for
att sedan kunna substituera in i den ursprungliga PDE:n, vilket (om man har gjort rétt)
kommer att eliminera ;.- och u,,-termerna.

a)
Ugy + 2Ugy — BUyy + 2z + 6uy =0 =
= dy® — 2dxdy — 3dr* =0 = (dy + dz)(dy — 3dr) =0 =

d = — = — =
Y d.’L', :f> Yy x +~k17 — T+ Yy kla
dy = 3dx y=3c+ ko 3z —y = ko.

§=z+y,
77:3$*’y,
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dér v(§,m) = u(z,y). Det géller att §, =1, & =1, n, = 3, n, = —1. Kedjeregeln:
Uy = Ve&ap + Uply = Ve + 30y,
Ugy = Vee + 3Une + 3Vey + YUy = Vee + 6vgy + gy,
Uy = Ve&y + Unly = Vg — Uy,
Uyy = Vg — Vye — (Vg — Vpn) = Veg — 20en + U,
Uy = (Vg 4 30n)y = vee — Une + 3(Ven — Upny) = Ve + 20gn — Jupy.

Inséttning:
0 = Ugy + 2Ugy — SUyy + 2u, + Buy =

= Veg +6vey + vy +2(Vge + 20y — 3uny) — 3(veg — 2ven +vyny) +2(ve +3vy) +6(ve —vy) =
1
= 16vg,y + 8vg = gy + Sl = 0.
Om vi bara tittar i n-led ar detta en forsta ordningens linjér differentialekvation:

P+ 55 =0 = f() = Ce 2,

men eftersom vi har flera variabler kommer C att istéllet vara en godtycklig funktion av
&. Alltsa &r

ve = 3(€)e™? = v(€,n) = p(E)e™"* +(n),

dér ¢ dr en primitiv till ¢. Om vi atergar till x och y far vi att
u(@,y) = p(x +y)e” B2 L 3r —y).
b)
Ugy — 28N TUgy — cos? TUyy — COSTUy = 0 =

— dy? + 2sinzdrdy — cos® xdr? =0 = dy® + 2sinzdrdy — da® + sin® zda® =

= (dy + sinzdz)? — dz® = (dy + sinzdx — dz)(dy + sinzdr + dz) =0 =

dy = (1 —sinz)dz, :f> y=u1x+cosz+ ki,
dy = —(1 +sinx)dx y=—x+cosx+ ko

T+ cosx —y =k,
r—cosx +y = ko.

Detta motiverar variabelbytet

{{zm—i—cosx—y,

= —CosST+ Yy,

dar v(&,n) = u(z,y). Med detta blir §; =1 —sinz, § = -1, 5, = 1 +sinz, n, = 1.
Kedjeregeln:
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Uy = Vg€ + vy = (1 —sinz)ve + (1 + sinx)v,,

Uzy = (1 —sinz),ve + (1 —sinx)(ve)z + (1 +sinz),v, + (1 +sinz)(vy)e =
—cosx Ve + (1 —sinz)(veely + vneng) + cosz vy + (1 +sinx) (venbs + Vyylz) =
=cosz(vy —ve) + (1 —sinz)((1 — sinx)vee + (1 + sinx)vey )+
+(1 +sinz)((1 — sinz)ve, + (1 + sinz)vy,) =
= cos (v, — v¢) + 2(1 — sin® z)vg, + (1 — sin@)?vee + (1 + sinx)?v,, =
= (1 —sina)?vge + (1 + sinz)?v,, + 2cos® z ve, + cos z(v, — ve)

Uy = ve&y + Uytly = —Vg + Uy,

Uyy = —(Vge€y + vnetly) + Vendy + Vintly = vee — 2ven + U,

Uy = (—Ve +vy)p = —((1 —sinz)vee + (1 +sinx)vye ) + (1 —sinz)ve, + (1 +sinz) vy, =
= (sinz — 1)vee + (sinz + 1)v,, — 2sinz vg,.

Insattning:
0 = Upy — 28in TUyy — cOS® Ty, — COS TU, =

= (1 —sina)?vge + (1 4 sinz)?vy, + 2cos® z ve, + cos z(v, — ve)—
—2sinz((sine — 1)vee + (sina + 1)vy, — 2sinz vey)—
—cos® z(vee — 20gy) + V) — cosz(—ve +vy,) =
= ((1—sinx)*—2sin® z+2sin x—cos? 2)vge + (1 +sin)* —2sin® £ — 2 sin x —cos? ) vy, +
+(2cos? z + 4sin® x + 2 cos® z)vg, + (— cosz + cos x)ve + (cosx — cos x)v, =
= (1 —2sinz +sin® z — 2sin® z + 2sinx — cos? x)vee+
+(1 4 2sinz +sin z — 2sin® @ — 2sinz — cos? 2)vy,+

+4(sin? + cos? z)ve, +0+0 =

2 2 2

= (1 —sin® z — cos® x)vge + (1 — sin® @ — cos® x)v,y, + 4vg, = 0+ 0+ dvg,, =

= vy =0 = v, =1(n) = v(&,n) = (&) +¥(n).

t &r en primitiv till 1. Atergang till vara ursprungliga variabler ger oss 16sningen

u(z,y) = p(x+ cosz —y) + P(x — cosx + y).
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c)
YUpy — Uyy =0 = ydy? —da® =0 = (Vydy + dz)(y/ydy —dr) =0 =
Vydy = —dz, S §y3/2:—x45151, . 3z + 2y3/% = ky,
Vydy = dx §y3/2 =x+ ko 3z — 232 = k.
Detta motiverar variabelbytet

€ =3z +2y°/7,
n =3z —2y2,

dir v(&,m) = u(z,y). Detta betyder att &, = 3, &, = 3y'/2, n, = 3, n, = —3y'/2
Kedjeregeln:
Uy = Ve€y + Uy = 3ve + vy,

Ugpy = 3(3UEE + 3’1)775) + 3(3U§n + ann) = Qugg + 18v¢y + vy,
Uy = Ve&y + Vyl)y = 3y1/21)§ — 3y1/2vn7
Uyy = (3y1/2)yU£ + 3y1/2(vﬁ>y - (391/2)y“n - 3y1/2(vn)y =

_3 vy

3 _
o 23/ 21}5 + 391/2(”55@ + vneny) — Sy 1/2% - 391/2(”&7}&/ + Vi) =

2

3 _ 3 _
_ §y 1/2,06 4 3y1/2(3y1/27)§§ _ 3y1/2vn§> _ gy 1/21]77 _ 3y1/2(3y1/2,0€n _ 3y1/2,0nn) _

3 _ 3 _
=5y Y29¢ + 9y(vee — vge) — 2V Y20, — 9y(vey — vgn) =
3 -3
205 ¢ 205 "

= 9y (vee — 20¢y + Vyy) +

Inséttning:
3 3

0 = Yuaw — Uyy = Y(vee + 18vey + Ivyy) — (9y(vee — 2ven + vyy) + ﬁ“& - mvn) =

3 3 3

= 36yvey — ——=v¢ + ——=vy = 36yvey, — ——=(ve — V) =
&g 5 gyt en 2\/17(5 n)
1
= v¢y — ———(ve —v,) = 0.

Eftersom & = 3z + 2y%/2 = 32 + 2y,/y och n = 3z — 2y3/2 = 3z — 2y./y, sa &r

€~ =30+ 205~ (B~ 2yE) = Ayy§ = y/i= {(E-n) =

1

= v (vgfvn):()ﬁvgn*m(%*%):o-

1
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7.22
TUgg — YUgy + Uy =0 = xdy? + ydrdy =0 = dy(zdy + ydz) =0 =

Y=l g [yl = -Mnfe] 4k
dy=20 y=FK

N N (L,
y =k y=k.

Karakteristikerna ar alltsa y och xy. Detta motiverar variabelbytet

£ =y,

n=y,
dér v(&,n) = u(zx,y). Vidare ar ocksa &, =y, & = z, 1, =0, n, = 1. Kedjeregeln ger nu
att

Uy = 'Uﬁgw + vz = Yvg,
Uy = y(vfﬁgr + Uninx) = yzvﬁf’
Ugy = (Yve)y = ve + Y(veely + vneny) = ve + y(Tvee + ven) = TYVee + Yy + ve.

Insattning:
0 = TUpy — YUgy + Uy = xy2vgg — y(TYvee + Yuen + Ve) + YU = Yyvg, =

= vgy =0 = vy =P(n) = v(&n) =€) + V().
1 ar en primitiv till 1/; Detta betyder att

u(z,y) = p(zy) + ¥(y).
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Karakteristikhafte

Istéllet for att gora som héftet och parametrisera alla variabler kommer jag att bestdmma
karakteristikerna uttryckt i variablerna direkt. Alltsd om man har en foérsta ordningens
PDE pa formen

aug + buy = c,

sa kommer karakteristikerna att bestdmmas av att

dy b

dr ~ a’

dér a, b, och ¢ kan bero pa z, y, och u. Niar man sedan integrerar dy/dxr kommer
man att fa fram uttrycket for en karakteristik. Eftersom funktion &r konstant langs
dessa karakteristiker dr det naturlig att infora nya variabler som f6ljer karakteristikerna,

eftersom da kommer derivatorna langs karakteristikerna ta ut varandra i ekvationen, och
man far en PDE som &r enkel att 16sa.

up + 2u, = 0, N de 2
u(0,2) = max (1 — |z|,0) dt 1

Eftersom funktionen dr konstant lings x — 2¢ infor vi variablerna

E=x—2t,
n=t,
dir v(n, &) = wu(t,z). Man behdver inte tvunget gora detta variabelbyte; man kan
exempelvis byta plats pa £ och 1, eller bara inféra £ och behalla t. Kedjeregeln ger nu att
Ug = Vebz + Ve = Ve - L+ vy, - 0 = vg,

up = Ve + vty = Ve - (—2) + vy - 1 = —20¢ + vy,

Inséttning:
0 =u + 2uy = —20¢ + v, + 20 = v, = v(N,§) = p(§) = ult,z) = p(x —2t).
Notera att alla ve tar ut varandra. Begynnelsevillkoret ger att
u(0,t) = p(x) = max (1 — |z[,0) = u(t,z) = max (1 — |z — 2¢[,0).

Det bor vara tdmligen uppenbart att om vi byter 2 mot -2, kommer enda skillnaden vara
att var karakteristik blir 4+ 2¢, och saledes blir funktionen

u(t,z) = ¢(z + 2t) = max (1 — |z + 2¢|,0).

Nér det dr 42 i ekvationen motsvarar det en vag som fortskrider at héger, men nér det
ar -2 gar den istéllet at vénster. Se facit for bilder.
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Ut + CUuy = —U,
u(0,2) = max (1 — |z],0).
Vi loser detta problem genom att hitta karakteristikerna:

¢ ik — a—ct—k
dt_]_ r =c X Ccl = K.

Eftersom vi har funnit karakteristikerna infor vi dem lampligt valda variablerna:
§=t,
n=x — ct,

ur = Vet + vy = Ve - 1+ vy - (—¢) = vg — coy,

dir v(€,n) = u(t, ). Kedjeregeln:

Up = Ve&o 0N = Ve -0+ vy, - 1 =0y,

vilket vid inséttning ger oss
0 =wuy + cuy +u=ve — cvy +cvy +v=1ve + 0.
Denna ekvation kan jimforas med y'(z) + y(z) = 0, och den har lésningen

v(é,m) = e(n)e ™t = u(t,z) = p(z—ct)e ™,

t

redan hér kan vi se att 16sningen avtar med faktorn e~", men lata oss bestdmma ¢ ocksa.

u(0,7) = ¢(z) = max (1 — |2[,0) = u(t,z) = max (1 — |z — ct[,0)e".

U + Ccuy = —xUu,
u(0,z) = f(z).

Stéaller man upp karakteristikuttrycket kommer man mérka att det 4&r samma som
i foregaende uppgift, vilket betyder att vi direkt kan infora variablerna funktionen

v(&,m) = ult,x), dar
E=x—ct,
n=x.

Lagg mérke till att det inte dr samma variabler som i forra uppgiften, men det kommer
dnda att fungera. Jag valde speciellt i eftersom det &r ett = i ekvationen. Med kedjeregeln
far vi

up = ve&y + vy = ve - (—¢) + vy - 0 = —cug,

Uy = Ve&a +UpNe = Ve - L+ vy - 1 = vg + vy

PDE:n omvandlas nu till

0
0= + cuy + xu = —cve + c(ve +vy) + U =cvy + U = ca—v:—nv =
n
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1
= C/fldﬁzf/ndn = clnfo| = —sn’ +¢1(§) =
v an 2

= v(&,m) = e/ CIRO = o)) = u(t,2) = plx — et)e @,

och begynnelsevillkoret ger oss att

w(0,t) = SO(T/)e—af/(%) = f(z) = oplz) = f(x)ezz/(%) .

22 —2cat4c2t? 42

= u(t,z) = f(z — ct)e("”*Ct)Q/(Qc)e*w2/(26) = f(z —ct)e 2e T =

Comttet? .
= f(z — ct)e o flz— ct)eszCtz/z.

Uy + YUy = —’LLQ,
u(0,y) =y.
Vi betraktar

dy _y dy
de 1

= — =dx =f> Inly|=z+k = |yl =e"F = ke® —
Y

— y = tkoe® = ke® — ye * =k.

Med denna kunskap om karakteristikerna for ekvationen infoér vi variablerna
§=ye ",
n=x,

Uy = U&fz + UnNz = _ye_wvf + Up,

dir v(€,n) = u(x, y). Kedjeregeln:

Uy = Ve&y + Uty = € Tvg.

Inséttning:

O:u$+yuy+u2:fyefzvnganrye*‘”varvz:[y:n]:vn+v2 =

1 1

020 g
:>U£an:7:>uxay:77
G =re® = Y= aoe)
och med
(0,9) ! y = ¢(y) !
u 5 = —_—= = -
e(y) Yy
far vi att
1 1 y
wey) = —— = — = .
T+ T JJ+; xy +e
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Uy + e Fuy =0,
u(0,y) = 1757
Karakteristikerna ges av att

d - " .
Y_°¢ - y=—e"+k = y+e "=k,
dx 1

vilket motiverar variabelbytet v(§,n) = u(x,y), dir

E=y+e?,
n=uw.

Uy = Vey + Unllz = —€ "V + Uy,

Kedjeregeln talar om for oss att

Uy = Ve&y + vy = ve.
O=uz+e “uy=—e "ve+v,+e “ve =0, =
= v(&,n) =¢() = ulz,y) =py+e ™),

och 1 1
u(0,y) = +1)= = = -
1?2y -2+2 (y+1)2 -2y +1)+2
— o) = L = u(ry) 1
_ = u(x,y) = .
T oy T i+ (y—1)? Py e 1P
6

Uy — 22Uy = 3U,
{U(Q Y) =19
Vi tillampar samma algoritm, som nu blivit vélbekant:
dy _ 2
dx 1
Infor funktionen v(&,n) = u(z,y), dir
{E =a®+y,

— y=—a2’4+k = 2 +y=k

n=x.
Kedjeregeln:
Uy = Ve&z + UpNe = 220 + vy,
Uy = Ve&y + Unly = Vg.
Inséttning:

0 = u, — 2zuy — 3u = 2x0¢ + vy — 220 — 3V = v, — Vv =
= v(&n) = (&)’ = u(z,y) = p(a® +y)e** =

= u(0,y) = ¢(y) = = u(z,y) =

1+y? 14 (22 +y)?
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(1—-2uw)ugy +uy =0,
u(z,0) = x.

Denna #r inte linjir, men derivatorna ir fortfarande linjéra (alltsa det dr inga u?2, eller
uzUy till exempel), sa vi testar att forsoka hitta karakteristiker pa samma sétt som for

resterande uppgifter:
dy 1
de  1—2u’
Nu kan man fraga sig hur det &r tdnkt att man ska integrera ett uttryck innehallande
u med avseende pa x. Niar man ténker lite pa vad det dr som utmérker karakteristiker,
sa ar det ju att funktionen, u, #r konstant lings en karakteristik, och séttet vi hittar

karakteristiker dr ju genom att integrerar

dfyi 1
de  1—2u’

men om u ar konstant langs karakteristiken kommer

1—-2u
att vara en konstant(!) - och for att integrera en konstant dr det bara att slinga pa
variabeln och en integrationskonstant. Alltsa bor det vara sa att
dy 1 1) 1
-2 = —t =
dv ~ 1—-20 YT 1-2u

-z +k; = [1 — 2u fortfarande konstant] —-

= (I-2u)y=a+k = - (1-20)y=2+2u-1y=Fr

Om vi nu infor variablerna
£:$+(2U*1)y,
n=y,

med funktionen v(§,n) = u(z, y), kommer ekvationen att foérenklas till v,, = 0, eftersom
den dr homogen. For att komma fram till detta kan man antingen jamfoéra med hur det
blev fér uppgift 1, eller genom att anvinda kedjeregeln (dér vi behandlar (2u — 1) som
en konstant). Kedjeregeln:

Uy :U§§x+vn77x :'U§'1+U77'0:'U57
Uy = vely + vty = ve - (2u—1) + vy 1= (2u — Dve + vy
Inséttning i PDE:m ger oss att
0=(1—-2u)uz +uy =—2u—Lvg+ 2u—Dvg + v, =v, = v, =

= v(&n) =€) = ulz,y) =z + (2u—1)y).

Detta uttryck ser vildigt suspekt ut - med ritta - men vi rdknar pa dnda. Eftersom
villkoret u(z,0) har y = 0 kommer den békiga termen inuti ¢:s argument att férsvinna,
vilket tillater oss att 16sa ut ¢ explicit.

u(z,0) = p(z+ 2u—1)-0) = p(z) = =
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Detta ger oss nu en ekvation dér vi kan 16sa ut u.
u=px+Qu-1y)=z+Qu-ly=z+2yu—y =

r—y

1-2y°

Pa grund av den sdregna naturen av vart tillvigagangssiatt ar det rimligt att vilja
kontrollera detta svar, sa att det faktiskt 16ser PDE:n. Derivering ger

= u—2yu=(1-29)u=z-—y = u(z,y) =

1
Ug 1-2y°
och
" :—(1—2y)+2(x—y): 2z —1
! (1-2y)? (1—2y)?
T —y 1 20 — 1
1— 2u)u, =(1-2 =
= (-2t ( 1—2y>1—2y (1-2y)?

2y — 2 2r —1 1 2y — 1 1 1
(14 = (1+2 =(1-1) =0
1—-2y 1-2y) 1—-2y 1-2y/) 1—-2y 1—2y
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Kapitel H
H.1

Eftersom det &r jattedrygt att kontrollera 7000 axiom for att se om dessa méangder ar
linjdra rum vill man leta efter ett enklare siatt. Detta enklare sétt &r att kontrollera
om mingderna dr underrum till nagot kint linjiart rum. For a) och b) ér det R3, for
¢)-d) dr det matriser av olika storlekar, och for f)-h) handlar det om funktionsrummet.
Axiomen man behover kontrollera for att det ska vara ett underrum &r att méngderna
ar slutna under addition, och slutet under multiplikation med skaldr. Det géller ocksa
att alla linjdra rum maste innehalla ett nollelement, sa om en méangd inte gor det &r
det ett enkelt motexempel for att visa att det inte ar ett linjart rum. Jag kommer att
beteckna alla méangder i deluppgifterna med M. Dessutom kommer jag att anvinda mig
av skalidrerna A, p € R i deluppgifterna ocksa. Det som alltsa behéver kontrolleras &r att
omu,v E M = Au+puve M.

a)
Ta u = (x1,22,23) och v = (y1, Y2, y3), s& att u,v € M.
M+ pv = N@1, T2, T3) + (1(y1, Y2, ¥3) = (Az1 + py1, Ava + py2, A3 + pys) =
= Ar1+ py1 + Ao + pyo + Axz + pyz = A(wy + 22+ x3) + p(yr +y2 +y3) =
=A-0+p-0=0 = Au+puve M,

vilket visar att det dr ett underrum och saledes ett linjért rum.

b)
0=(0,0,0) € M eftersom 0+0+0# 1 = ¢j linjért rum.

c)

Jag orkar inte skriva upp rékningarna, men om man har tva m x n-matriser och tar nagra
godtyckliga skalidr ganger dem och sedan adderar dem, kommer man uppenbarligen att
fortfarande ha en m x m-matris, vilket betyder att det &r ett linjart rum. Basen &r bara
m - n matriser som har 0 6verallt utom ett element (se facit). Dimensionen blir da mn.
d)

Ta matriserna

0 0 0 1

Det géller att det A = det B, men det (A + B) =1 # 0. Det ér alltsa inte ett linjért rum.

o[y !

e)
Ta A, B € M. Vi kontrollerar vad transponatet av AA + uB blir.

(M 4+ uB)T = XAT + uBT = XA + uB,
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alltsa dr AA 4+ uB € M och méngden utgor ett linjart rum. Basen &r samma som i c¢),
men man behdver bara den 6vre trianguléira biten (eftersom matrisen ér symmetrisk),
och huvuddiagonalen (se facit igen for tydlighet). Dimensionen héir &r ett triangulirt tal.
Forsta raden bidrar med n, sedan bidrar den andra raden med n — 1, ner tills den n:e
raden bidrar med 1. Om man ligger ihop allt detta far man en aritmetisk summa

n

. . nn+1) n?+n
d = — = = .
imension E (n+1-k) 5 5
k=1
f)

For grad n > 1, kan vi ta polynomen p = 2™ och ¢ = —x", vars summa p + ¢ = 0 som &r
av grad 0. Alltsa kan det inte vara ett linjiart rum for grad storre dn 0. For grad 0 ar det
dock ett linjért rum (inses ldtt).

g)
Nollpolynomet po(z) = 0 uppfyller inte att p(0) = 1, alltsa &r det inte ett linjért rum.
h)
Ta p(x) och g(x) som uppfyller p(1) = ¢(1) = 0.
Ap(x) + pg(x) = Ap(1) +pg(l) =A-0+p-0=0.

Alltsa &r det ett linjért rum. For basen kan vi vara lite listiga och bilda polynom utifran
linjirkombinationer av (z — 1), (x — 1)2, ..., (x — 1)™. Alla linjir kombinationer kommer
att ha grad < n och &ven uppfylla att polynomet &r 0 i 2 = 1. Dimensionen &r n (vi kan
inte ha med en konstant term i basen eftersom den da hade behovt vara 0, vilket inte &r
tillatet.)

H.2

Beteckna alla méngderna med M, och lat dven a,b € R. Det behover alltsa kontrolleras
omu,v e M = au+bve M.

a)
Ta g,h € M. Vi tittar pa linjirkombinationen af(z) + bg(x).
af(0) +bg(0) + af(1) +bg(1) = a(f(0) + f(1)) + b(9(0) + g(1)) =a-0+b-0=0,

vilket visar att det dr ett linjart rum. Det finns inga egentliga krav pa funktionerna som
tillhér méngden, sa dimensionen &r oco.

b)
Nollfunktionen g(z) =0 ¢ M, eftersom ¢’(0) = 0 # 1. Det ér alltsa inte ett linjirt rum.
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c)
f!'—f=0 = f=ae”+be ",

vilket innebér att {e®,e~*} &r en bas till rummet och alltsa har det dimensionen 2.
Eftersom differentialekvationen &r linjir vet vi att den uppfyller att

(ag +bh)" — (ag + bh) = 0,
dér ¢" —g=0o0ch b —h=0.

d)
Ta g,h € M.

/Ol(ag(x) + bh(zx)) dx = UL/O1 g(z)dz + b/o1 h(z)dz =0,

alltsa #r det ett linjért rum. Aterigen finns det inga stora restriktioner pa funktionerna,
sa dimensionen &r co. Om man ténker lite kan man komma fram till att {sin krx}{2, &r
en ortogonal bas till méngden (jamfor med kapitel 3).

H.3

Den vanliga skaldrprodukten &r

u=(2,1414,i,1 —i) och v =(1,i,—1,i) =
lull = Vulu) = VIRE+L+iP + i +[1—iP = Vi+2+1+2=3,
ol = V(v[v) = VI +[il2 + | - 12 + i = V4 =2,
(wlv)=2-14+T+i-i+i-(-)+T—i-i=2+i+1+i+i—1=2+3i,
(v|u) = (u]v) =2 — 3i.

H.4

Nu ar skaldrprodukten

(u\v):/o u(z)v(x) dz.

(f|g):/0 (T+T'a:)(2+ia:2)dm:/0 (1—i2)(2 + ia?) do —

—/1(2+ix2—2ix+x3)dx— 2x+£x3—ix2+1m4 1—9—21'
Jo B 3 47 ], 4 37
—_ 9 2
915 =TTa =3+ 22
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H.5

En skalérprodukt ska, bland annat, vara linjir i det andra facket, alltsa, féljande samband
ska gélla (u| A\v1 + Agva) = Ar(u|v1) + A2(u]| v2). En annan sak som maste gélla dr att
(u|u) > 0, med likhet om och endast om u = 0.

a)
Lat f(z) = g1(z) = g2(z) = 1.

1
<f|gl+gz>=/ 1 (1+1)de=4#2=
0

1 1
:/12-12dx+/ 12~12dx=<f|91>+<f|92>-
0 0

b)

Vi véljer en funktion som &r udda kring mitten av intervallet, z = 1/2. En sadan ar

flx)=z—-1/2.

men f(x) # 0, alltsa dr skaldrprodukten ej giltig.

Att en funktion #r udda kring = 1/2 pa intervallet [0, 1] innebér att vi kan utvidga
funktionen fran intervallet [0,1/2] till intervallet [1/2,1] genom att siga att f(z) =
—f(1 —z) pa [1/2,1] (men x tillhor intervallet [0,1/2]). Alltsa kommer produkten
f@)f(1 —x) = f(z)(—f(z)) = —(f(z))? <0, vilket betyder att vi kan nd en motsigelse.
Utvidgningen var vildigt mérkligt forklarad, sa jag visar en bild som lite béttre illustrerar
vad jag menar. (Foérhoppningsvis &r ldsaren inte firgblind, men om sa skulle vara fallet
dr g(x) den positiva delen av grafen (intervallet [1/2,1]), och f(z) &r den negativa delen
(intervallet [0,1/2]).)

- N
0.4
@) f(x}:(x—%) (0<x<%) : o
o glx) = —f(1—x) E Iy 02 04/ 08 08 1
- (D perxed)) T |

0.4
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H.10
y(0) = h+ f(0) = /O; h(t)f(0 —t)dt = (h(t) | f(—1))
Cauchy-Schwarz olikhet séiger att
[(u| )] < [ull[]o]],

med likheten om och endast om w och v ér linjért beroende (parallella). Alltsa kommer
ly(0)| att bli maximal om h(t) och f(—t) &r linjart beroende. Eftersom h &r givet &r
f(=t) = ch(t), dir c fas av energivillkoret,

= r=—t = dx=—dt —o0

/_ |Ch(_t)|2dt: |f: o o0 s 2 oo_)_oo‘| :—62/ (h(-'l»'))2d.%‘:
- ldi i zt] =c / (h(t))*dt <1 = [eftersom vi vill maximera] =
o 1/2
— o= (/ (h(t))th> .
Alltsa ar D
f(t) =ch(—t), —oo <t <00, c= </ (h(t))2 dt) _
H.11

up = (17 1717 1)’ Uz = (17i7_17 _’L)a usz = (17 _17 1a _1)7 Ugq = (17_2,_1a2)

For att kontrollera att de &r parvis ortogonala behéver man berékna 6 skaldrprodukter
((3) = 6). Vektorerna &r ortogonala om (u; |u;) =0, j # i.

(ug]ug)=1-14+1-i+1-(-1)+1-(—i) =0,

(up|ug)=1-141-(-1)+1-1+1-(-1)=0,
(upfug) =1-141-(=i)+1-(-1)+1-i=0,
(uguz) =1 -1+7-(=1)+ (=1)- 1+ (=) - (1) =0,
(ug |ug) =T1-1+7-(=i)+ (=1)- (=1) + (—=4) -i =0,

(us|ug) =T-1+ (1) - (=) + T+ (=1) + (=1) i = 0.

Alla vektorer har lingden 2, och alltsa blir basen ey = ux/2 For att hitta koordinaterna
for u = (2+414,1+ 2i,4,1 — 4i), soker vi losningen till ekvationssystemet

A1e1 + Ageg + Azes + \geq = u

A+ Ao+ A3+ Mg =4+ 2,
\ N o _ .
i -|—’L)\2 )\3 Z>\4 2+4Z,
A — A+ A3 — Mg = 2,

Al — iAo — A3 +iNg =2 —8i.
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Légger man ihop alla ekvationer far man att 4\ =8 = \; = 2, resten kan man goéra
sjalv. Det man bor komma fram till &r

AL =2,
Ay =4, .
2 ) = u = 2e1 + 4es + 2iez — 2ey.
)\3 = 22,
Ay = —2

Om man vill kan man ocksa anvédnda projektionssatsen for att berékna koordinaterna i
den nya basen.

H.12

Vi tar tva monom f, och f,,, m # n, och kontrollerar om skaldrprodukten &r O.
Viktsfunktionen &r 1 i bada deluppgifterna.

a)

1
(fn|fm):/0 xnxmdx:m?éo =—> nej.
b)
(fulf )_/1 12 dp = ———— (1= (=1)""*1) % 0 om n+m-+1 udda —> nej
n m—_ll‘l" x_nerJrl om n+m udda ej.
H.13
Pv:(u|v)u_ Olu(x)v(x)dx _folxdx:%_l
b (w]u) fol u(z)u(z) dx fol dx 1 2
Py v|u)vifolv(x)u(z)dx _ folxdz :17/2 7§x
h (v|v) folv(x)v(x) dx [Ya2de  1/3 27
H.15

Vi kommer att behova virdet pa (n > 2)

o0
I, = / a"e™™ dr = [partialintegration] =

— 00

= —lx"_le_zz h —/OO —L_lxn_ze_””z dr =
2 ) 2

-1 [ —1
=0+ n 3 / "2~ dy = i 5 I, o,

—0o0
man inser ocksa litt att om n dr udda, sa kommer integranden z"e~*" vara udda och
alltsa dr I,, = 0 om n #r udda. Vidare géller det att Iy = /7. Vi kommer att behova

upp till och med 1y:

2—-1 s 4—1 3T
=vR h=tin=N =t =R
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I =13 =0.

For att berikna de tre forsta Hermitepolynomen anvinder vi oss av Gram-Schmidts
ortogonaliseringsprocess genom att utga fran monom. For det forsta kan vi vélja pp = 1.
Normering:

Gl = [ o)=Ly

alltsa ar py = p 0))1 -z = 1 (den var redan normerad.) Vi far sedan, med projektions-

(o [ o)) 7*
satsen, att
o0 —m2 00 2
p1 = T — (po| ) =x— fioop()(x)xeﬁ da .1*gj—w—z— =
P o) T e e
PoPo S po(@)po() &= =

eftersom vi har I; i tiljaren. Normering ger nu att

5 . ey 172
= —y p1(x 28 =
h= (/w@()) ﬁ>

oo —1/2 1/4
1 9 g2 _mltr
_$<ﬁ/;m$€ ) —(12>1/2—\/§.T.

Vidare &r (eftersom vi normerar polynomen i skaldrprodukten &r (p, |p,) = 1)

PR (po | 2?) . (p1|2?) -
(o | po) (p11p1)
) oo .2
- f_ po(x)x? eﬁ f_oopl(ac)x%ﬁ dx

po(w) —

T

_ V2 _ 1

o 2 x? _ve 3 z? — _71_ — _ =
=z / dzx A dr - V2x = 22 fg 0=z 5

Med normeringen far vi det tredje Hermltepolynomet:
~ . - B ~1/2
P2 2 / ~ g€ "
=—"—=(z"— = x dx =
2= Galm e~ 2)< PR )
1/1 (= 5 1, o \ 2
) —— _ - =g _
> (ﬁ L) x)
0o —1/2
=7t/ (2? — 1) (/ (z* — 2% + l)e*"”2 dm) =
2 . 4
oo oo 0o —-1/2
1 1
=t/ (2? - 2) </ ate ™ dy — / 22e™ dw + f/ e dx) =
2 —o0 —o0 4 —o0

g _1)<I4_12+110)‘1/2:ﬁ1/4(x2 2)(w_ﬁ+ﬁ)‘”2:

= (a2 -

2 4 4 2 A
1./3 1 1\ Y2 1
2 L3 11 _ 2 _1
=(z 2)<4 2+4> V2(z 5)-
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H.17

Om vi skriver
u—tv = (u— Pyu)+ (Pyu— tv)

kommer vi att fa tva termer som #r ortogonala, (u — P,u) L (P,u — tv), eftersom vi
subtraherar bort biten av u som &r parallell med v nér vi tar v — P,u, vilket limnar nagot
som &r vinkelréitt mot v. Den andra termen &r istéllet helt parallell med v, eftersom vi
har en skaldr ganger v och nagot projicerat pa v. Att dessa termer &r ortogonal innebér
att vi kan tillampa Pythagoras sats, vilket ger att

[lu = to]* = [Ju = Poull* + || Pou — tv] 2,

och
1
/ (u(z) — tv(z))* de = (u —tv|u — tv)* = |Ju — tv||* = ||u — Pyul|* + || Pyu — tv]|* >
0

> [Ju = Poul|* + [[tv — to]|* = [ju — Pyulf?,

med likhet om och endast om P,u =tv = u— P,u = (u—tv) L v. O

H.18

For att kunna anvédnda projektionssatsen som garanterar att vi minimerar normuttrycket
krivs det att vi projicerar pa en ortogonal bas, och i detta fall #r redan sin x och sin 2z
ortogonala i den aktuella skaldrprodukten ( fOﬂ sinzsin2xdr = 2 foﬂ sin z cosz dz =

2 [é sin® a:] = 0). Alltsa kan vi direkt fa fram konstanterna genom att anvinda projek-
tionssatsen:
™ .
sinz | x sinz z dz
a= ( |2) = s = [partialintegration] =

(sinz|sinz)  [Tsin®zdx

[~zcosaly — [y —1-coszdr  —m(—1)+ 0+ [sinz]] 2( +0)
= = = — (11 =
3 Jo (1= cos2z) da 3(m—0) T
(sin2z|x) Jy sin2z x dx - .
(sin2z|sin2z) [T sin’ 2 dr [partialintegration)]
[—7(;052;10} - Iy %-COSQJ:dx_—%.1+0+i[sin2x]g_g( Z—FO)— )
B 3 Jo (1 —cosdx) dx B H(r—0) T2 B

H.19
a)

Lattast dr att vélja funktioner som &r konstant 1 pa ett delintervall, och 0 pa resterande.
Alltsa det som star i facit.
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b)

Eftersom vi har valt en ortogonal bas kan vi direkt anvéinda projektionssatsen, som séger
att normuttrycket minimeras da vi véljer v = Pyu. Med beteckningarna i facit &ar (for
alla oy, géller det att (x| vr) = 1/2)

v = Pou = (1| u) " (p2|u) n (3| u) JrM%:

(orlen) ™ (pale2) ™ " (esles) > (palea)

1

f:l/Q u(z) - 1dx +f_01/2 u(z) - 1dx f01/2 u(z) - ldx +f11/2 u(x) - 1dx

172 ©1 12 P2+ 172 ¥3 172 Pq =

—1/2 0
:2/_1 (x2—x)dm-cpl(x)+2/_1/2(x2—:E)dx-cpg(x)—i—

1

1/2
+2/0 (22 — x) dx - p3(x) + 2/1/2(x2 —x)dz - pa(z) = ...

= ~~§<P1(x) + %902(90) - %ws(w) - %@4($)~

c)

Inséttning av v fran b) och uppdelning i fyra integraler for varje delintervall:

1 -1/2 4 0 1
u(a) —v(z)[* de = ?—x—-|*dzr + 2 —x— = |*do+
u(z) — ()] 3 3

-1

-1 —1/2

—|—/ |x2—x—|—f|2d$—|—/ |22 — 2 + ~|* dr =
0 6 1 6

/2
—1/2 4 0 1 1 1
:/ \xZ—x—f|2daj+/ \xQ—x—f|2dJ;+/ |22 —x + ~|*dx = ...
—1 3 _1/2 3 0 6
17
o= f6 iskt krivande] = ... = —.
[for numeriskt kravande] 180

H.20

Monomen 1, z, z* &r ej parvis ortogonala i La(z, [0, 1]) (notera viktsfunktionen w(z) = x),
och alltsa maste vi forst bilda en ortogonal bas med hjilp av Gram-Schmidt. Vi borjar
med att vilja po = 1. Projektionssatsen ger oss sedan att

2

1

l-z-x2d 1 2
pomgo ol o Vaede 182
(Po | po) Jo1-1-xdx 1/2 3

och
=2 Wol2®) o (pi]a®)
(po | po) (p1|p1)

_xz_fol z? - xdz Ol(x—g) 22 xdx _g)_
= . . =

Jol-1-zde Jo@=2)-(z—2) -ads 3



Markus Bolinder

— g2 1/4 fol(z4 — 3a%)du (x — g) _
1/2 fol(x?’ — 3224 3a)da 3
1 1/5—1/6 2 16, 2 6 3
O B N2 29 a4 2 b =
SR Sk vy vy ey T U A S A D B SR T

Vi kommer ocksa att behova

1 1
1/30 3 12 51 18 9
2 2 5 4 3 2
d — It = — =4+ —2)dx =
(P2 |p2) /o (@ 1/36x 10) var /0 (@ ) v 25x 2533 100x) o

1 12 51 3 9 1

6 25 100 25 200 600°
Sammanstillt har vi alltsa den ortogonala basen

=1 *xfg *x2—§m+i
bo =1, p1 = 33 P2 = 5 107
och normerna
(po | )*1 (p1 | )*1 (p2 | )*1
Po | Po =9 P1|P1 =~ 36 b2 | p2 = 600"

a)

I rummet vi dr intresserade av skriver vi ett forstagradspolynom i var ortogonala bas:

2
Plzapo—i—bpl:a—&—b(m—g).

Projektionssatsen ger att den bésta approximationen till 2* ges nir

4 1
1
a:(po|l‘):2/ Lot wdr=2-- =,
(po | po) 0 6
b(p1|x4)36/1(x—2) vt rde = 36(1 — 1) = 36 = =
(p1]p1) 0 3 T 9 63 7
Alltsa &r 1 3 9 1
Pl=>-1+2(z—2)=-(8c—
=3 12— 3) = (82— 3)
b)

Vi har redan bestimt ett forstagradspolynom, sa andragradspolynomet vi &r intresserade
av ar

6 3
P,=P oo+ =
2= Pite(a” —gr+g5).
dar
(pa | ) /12 6 3. 4 1 6 1 1 15
= = 600 — o+ =)zt zdr =600(= — — 4+ —) =600 — = —,
T 2 p2) (@ gedgg) et wde 5 3 ) 280 7
vilket ger oss att
1 15, , 6 3. 1. ,
P2—7(8x 3)+7(x 5x+10)—14(30x 20z + 3).
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H.27
a)

Sag att p har grad m < n. Eftersom ortogonalpolynomen utgér en bas kan vi skriva

p= Z ckpr = (pn|p) = (pn chpk> = [linjér i andra facket] =
k=0

k=0
m m
= Z%(Pn |pi) = ch -0=0,
k=0 k=0
eftersom py, dr ortogonalpolynom. O
b)
Vi skriver

m
b= Z CkDk>
k=0

och vi kan fa koefficienterna ¢, med projektionsformeln:

_ (o | p)
(x| pK)’
och eftersom (pg |p) =0 for k=0,1,2 = c¢o = ¢; = c2 = 0. Kravet att p ej dr identiskt
noll medfér att grad p > 3. O
H.28

Om vi later ¢ = arccosz kan vi skriva T, (z) = cos (narccosx) som T, (t) = cos (nt).
Betrakta

Tht1(t) + Tr1(t) = cos ((n + 1)t) + cos ((n — 1)t) = cos (nt +t) + cos (nt —t) =

= cosntcost —sinntsint 4+ cosntcost + sinntsint = 2 cosnt cost.

Vilket, om vi byter tillbaka till x, ger oss det rekursiva sambandet:
Tht1(x) + Th—1(z) = 2 cos (narccos x) cos (arccos x) = 22T, (x) =

= Tpt1(z) = 22T (x) — Th1 ().

For att visa att T), &r ett polynom av grad n anvédnds induktion. Basfallet &r nér n = 0
och n = 1, vilket ger oss Ty = cos (0 - arccosz) = 1, vilket &r ett polynom av grad 0,
samt T = cos (1 - arccos x) = x, vilket &r ett polynom av grad 1. Antag nu att T, dr ett
polynom av grad n, da géller det att grad T,,+1 = grad (22T, — T,—1) = n+ 1, eftersom
x Okar graden av T, med ett, och den andra termen har grad n— 1, vilket betyder att den
inte kan paverka hogstagradstermen. Det rekursiva sambandet gor det ocksa uppenbart
att alla T}, ar polynom. Detta visar att 7, dr ett polynom av grad n. O

For att visa ortogonaliteten tar vi T, och T,,, dir n # m, och betraktar

(T, | Tin) = [1 T ()T (z) w(z) de =
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1

1

= / cos (n arccos x) cos (m arccos x) T dx =
-1 — T

t = arccosx

= dt = —dx/\/1 — 22 =

z: —-1—-1 = 1¢t: m1—=0

0 ™
= / cos nt cosmt (—dt) = / cos nt cos mt dt = [partialintegration] =
T 0

=7
1 T 4 1 n [T

= [ cosntsinmt} —/ —nsinnt— sinmtdt = —/ sin nt sinmt dt =
m 0 m m 0

0

=0, meN
us

1 . n [T -1
——sinntcosmt| —— ncosnt— cosmt dt =
m 0 m

= [partialintegration] =
g m

n
m

=0, neN

2
— = (- )1=0=T=0,n#¢m — T, LT,. O
m m

H.30

Eftersom graden for p,p,, dr n + m kan vi skriva polynomet som linjadrkombinationen

n+m

PnPm = Z CkPk>
k=0

dar
(Pr | Pr)

och

(Pr | Pnpm) = / Pk (Pnpm)w dx = / (PePm)Pnw dx = (PkPm | Pn) =0
I I

om k +m < n (fran uppgift H.27), vilket betyder att ¢ = 0 for & < n —m, och alltsa &r

n+m

Pbm = Y ckpr. O

k=n—m

H.31

Fran H.30 vet vi att vi kan skriva produkten p,p;, som har grad n + 1 (p; har grad 1),
som en summa pa formen

n+1

PnP1 = Z QkPk = On—1Pn—1 T QnPn + Qnt1Pnt1 =
k=n—1

1 (67% Qp 1 1 Qp Qp—1
= DPn4+1 = PnpP1— Pn — Pn—1= b1 — Pn — Pn—1 =
Qp41 (07705 ] Q41

B |: 1 Qo Qp—1 o

p1— = anx + bn» -
Qptl Qi1 Qn+t1
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H.33

1
1
Il = [ ol = 5 5 0. n >,

1
1fullz = (/ |x"|2dx)

1/2
— 0, n — oo,

1 \'? 1
- (2n+1) T Vn+1

[|falloo = sup |fn] = sup |2"|=1—1, n — oco.
z€[0,1] z€[0,1]
0,0<z<1,
Punktvis géller det att f, = 2™ — f(z) = {1 - ?
, =1

H.36

Enligt en lamplig sats, som har med att vi ér i ett Hilbertrum att gora, géller det att,
om @y ér en ortonomerad foljd,

(oo} [ee]
ch@k konvergerar i H <= Z |cx|? konvergent.
k=1 k=1

Fran funktionsteorin erinrar vi ocksa att

1
Z T konvergent <= p > 1.
k=1

o0 o0 o0
Z@k — =1 = Z|Ck|2221,
k=1 k=1 k=1

som divergerar, alltsa konvergerar serien inte i H.
b)
— 1 1 — — 1
2
D e = == = D lal =3 1,
k=1 vk vk k=1 k=1 k
som divergerar, alltsa konvergerar serien inte i H.
c)
i 2 _ —
I D D It
k=1 k=1 k=1
som konvergerar, alltsa konvergerar serien i H.

d)

Z%@k = Ck:% = Z\%\ZZZ%,
k=1 k=1 k=1

som konvergerar, alltsa konvergerar serien i H.
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H.38

Lat u vara en egenvektor till A, med egenviirde A. Da géller det att

0 < (u|Au) = (u] ) = Mu|u) = MNu||* <= [|Jul|> >0, u#0] <= A>0. O

H.39
Lat u vara en egenvektor till A, med egenviirde A. Betrakta skaldrprodukten
(Au| Au) = (u|u) = [Au= ] = (Au|lu) = A Qu|u) = A\(u|u) =

= \Plull? = (u]w) = [[ull® = [[ull® >0, w0 = [\?|=1 = [A|=1. O

H.45

Lat p, vara ett ortogonalpolynom av grad m, och p ett polynom med grad p < n — 1.
Fran H.27 vet vi att (py, | p) = 0 och eftersom grad A(p) < grad p < n — 1, sa giller det
att (pn | A(p)) = 0, men eftersom A #r symmetrisk, &r

0= (pn | A(p)) = (Apn) | P),

dir p ar ett godtyckligt polynom med grad p < n — 1. Alltsa maste A(p,,) ocksa vara ett
ortogonalpolynom med grad A(p,) = n. Entydighet for baser i Hilbertrum medfér da
att A(pn) = Anpn, vilket visar att p,, dr egenfunktioner till A. O

H.47

Ta u,v € D 4, vilket innebér att v/(0) = u(1) = v(0) = v’(1) = 0. Symmetrisk innebér
att (u].Av) = (Au|v), och positivt semidefinit kriver att (u|.Au) > 0.

(u| Av) = /0 u(z)Av(z) de = /0 u(z)(—v" (z)) dz = [partialintegration] =

= [—@v’(x)] ' + /01 o ()0 (x) de = /01 o/ (2)v' () dx = [partialintegration] =

=0 M

= [u’(x)v(x)} L /01 u(x)v(x) de = /01 —u(z)v(z) dx =

=0
1 S —
= / Au(z)v(z)de = (Au|v). O

0
For semidefiniteten sétter vi v = v och utgar fran *, vilket ger oss att

1 1

(u] Au) = / @) (x) dx = / /(@) 2dz > 0. O
0 0

For att hitta egenvérden och egenfunktioner undersoker vi ekvationen

Au= X u = —u" = du, «/(0) =u(l) =0,
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eftersom vi har visat att operatorn dr positivt semidefinit racker det med att titta pa

egenvarden A > 0.
A=0 = v'" =0 = u(z) =az +9,

ochv/(0)=0 = a=0,u(l) =0 = b=0, alltsa d&r A = 0 inte fruktbart.
A>0 = v’ = -du = u(x) =acos(VAz)+ bsin (VAz),

hir ger u/(0) =0 att b = 0.

u(1) = acos(VA) =0 = [a #0] = )\k:g+kﬂ:>

1
= A\, =72 (k + 5)2, k € NU {0}.

Detta ger oss egenfunktionerna
1

ox(z) = cos (m(k + §)x)

H.50

a)

Vi identifierar operatorn med en operator pa Sturm-Liouville-form:
1

Au=—/1 - 22(\/1 - 22u) = —%(pul)' = w(z) = Nl

Alltsa ar skalarprodukten

b)
(u| Av) = /_1@Av(x)w(x) dzr =

1 1
:/ u(l‘)(f\/l*‘iﬂz(\/l7$2’Ul(m))/)%x2 dr = 7/71u(x)(\/17x2v'(:r))'dfc:

-1
= [—m 1-— x%’(x)} 1_1 —|—/11 w(2)V1 — 220 (z) do =

— [partialintegration] =
A%
— [partialintegration] = {—(@m >’v<x>}i1 - [ ll(u'(z)m)/v(x) =
~
- /_11 (—V1— 22/ (2))v(x) do = /_11 —V1-a? (\/1 a x%l(x))/U(x)ﬁ =
_ [ 11 Au(z)v(z)w(z) dz = (Au|v). O

De utintegrerade bitarna dr 0 eftersom v och v’ dr begrinsade.
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A
Alx) = —V1—22(V1—22(2)) = —/1 - 22(V1 —a?) =

—2x
vV 2————=zx=12z = M =1,
W1 — 22 '

A2z — 1) = =1 —22(\/1 — 22(22° = 1)) = =1 — 22(\/1 — 224x) =

—2x 4(1 — 2?%) — 422
—1_22(4 1—x2+4x)=—\/1—x2:
\/ (\/ 2v/1 — 22 1— 22

=42® — (4—42?) =4(22" - 1) = N =4.

(1) =—-vV1—-22(v/1-22(1)) =0=0-1 = N =0,
) = )
= 1—=x

d)

Vi har konstaterat att 1 och 2z2 — 1 &r egenfunktioner till operatorn, och vi vet fran

teorin att en bas av egenfunktioner dr parvis ortogonala, vilket betyder att
! t2g? -1

1
0:12x2—1:/ 1-(222 —1)——dzx = = dz.
(1] ) B ( )ﬁ_gj2 i

Integralen har alltsa viardet 0. Om man vill kan man ocksa gora variabelbytet = cost,
vilket forenklar integranden betydligt.

Egenfunktionerna &r Chebyshevpolynomen som dok upp i uppgift H.28. Ty =1, T} =z,
och Ty = 222 — 1.

H.51
a)

Au = —u"+2u' +u = l(—(pu')’—i—qu) = l(—pu”—p’u'—&—qu) = —Bu”—p—/u’—i—gu =
w w w wow
—p/w= -1,
= < —p/w=2, — w=p=gqochp =—-2p =
q/w=1

w(z) = q(x) =p(x) = Ce ™" = [C =1] =27,

Konstanten kommer dnda att forsvinna eftersom vi delar med w. Operatorn bor studeras
i Hilbertrummet som utgér intervallet [0, 1] med viktsfunktionen w(x) = e=2* (alltsa
L2 (U}, I))

b)

Vi avser att 16sa egenvérdesproblemet

Au = —u" +2u' +u = Iu
u(0) = u(1) = 0.

—u" +2u' +u= u = v’ —2u'+ (A\—1)u=0 = karakteristiska ekvationen =
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= -2+ A-1=0 = r=1+/1-(A-1)=1+£v2-\
Hér dyker tre olika fall upp: A <2, A =2, och A > 2. Om X < 2 far vi tva reella rétter
och alltsa blir var 16sningen en summa av tva exponentialtermer, men randvillkoren
gor att funktionen blir identiskt 0, vilket inte &r en giltig egenfunktion. Om A = 2
kommer vi att fa losningen u(x) = (ax +b)e”, aterigen gor randvillkoren att « = 0. Detta
lamnar endast alternativet att A > 2 (vi vet att det maste finnas co med losningar hér

eftersom vi har en Sturm-Liouville-operator), vilket ger tva komplexa rotter. Rétterna
arr=1+ivA—2=1=1w, vilket ger oss

u(x) = e”(acoswzx + bsinwz),
hér ger u(0) = 0 att a = 0. Nu har vi villkoret att
u(1) =0 = [p#0] = sinw=0 = wp =/ A —2=kr —
= M\ =2+ k%1% k€ N\ {0},

med egenfunktioner
or(x) = e® sin k.
H.52
1 1 1
(u] Av) = / u(r)Av(r)r? dr = / u(r) <—702(r2v'(r))’> r?dr =
0 0

1
= —/ u(r)(r?v'(r)) dr = [partialintegration] =
0

1
= [—u(r)r%’(r)}é +/ o/ (r)r?v’(r) dr = [partialintegration] =
0

—_—
- [r2u’(i)ov(r)](l) - /O 2 () o) dir — /0 1 <—T12(r2u’(r))’) o(r)r2dr =

:/0 Au(r)o(r)r? dr = (Au|v). O

De utintegrerade bitarna dr 0 eftersom w #r begrénsad néra 0, sa 0 - u(07) = 0, och
u(1) = 0 (motsvarande for v).

For att hitta egenvérden och egenfunktioner betraktar vi egenvirdesproblemet
Au=—L(ru)" =l = —(ru)” = A(ru),
u begrinsad néira 0, u(1) =0

= [v=ru] = {_UH = A,
v(0) =v(1) = 0.

Detta &r ett vilbekant problem, homogena Dirichletvillkor, som vi har 16st tidigare och
darfor téanker jag inte skriva ner rdkningarna, utan direkt hoppa till att problemet har
egenfunktionerna sin kmr och egenviirdena A, = k7%, k € N\ {0}. Detta &r dock for v,
och eftersom u = v/r far vi att egenfunktionerna ér

in k
on(r) = Smr Ak = k212, ke N\ {0}
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H.55

Skaldrprodukten vi anvinder Ar

(z,y) dzdy.

Ta u,v € Dy = u(0,y) = u(a,y) = uy(z,0) = uy(z,b) = v(0,y) = v(a,y) =
vy(z,0) = vy(x,b) = 0.

(u| Av) = / / —Av) dzdy = / / U(Vz + Vyy) dody =
b ra a b
=— / / Uy dxdy — / / Uvy, dyde = [partialintegration] =
o Jo o Jo

b a a b
_ / [0, )70 — / Tyvy da | dy — / [0, )= - / vy dy | do
0 \—\/0—" 0 0 0
~ —

b a a b
= / / Uy vy drdy + / / Uy vy dydx = [partialintegration] =
0 Jo o Jo

b a a b
:/ [ﬂrv}izg—/ Uy v dT dy+/ [ﬂyv]Zig—/ Uyyvdy | do =
0 \>—~— o 0 \~—— o
=0

b ra a rb b ra
—/ / ﬂmvdacdy—/ /ﬂyyvdydx:/ / (—Tyy — Uyy)vdedy =
0o Jo 0o Jo 0o Jo
b ra
:/ / (—Au)vdxdy = (Au|v). O
o Jo

For att visa att operatorn ar positivt semidefinit sétter vi v = v och utgar fran *:

b a a b b a
(u] Au) = / / Uzt drdy —|—/ / Uyty dydx = / / (Juz® + Juy|?) dody > 0. O
o Jo 0o Jo o Jo

For att losa egenviirdesproblemet anvénder vi oss av variabelseparation: u(z,y) =
X(2)Y (y), dir X(0) = X(a) =0 och Y'(0) =Y’(b) = 0.

X" Yy
—Au=xu = —X"Y - XY"=)\XY = —7—7:)\,

vi har hir inget variabelberoende, alltsa maste kvoterna vara konstanter, vilket betyder
att vi nu har tva nya delproblem

~ X = a, X(0) = X(a) =0,
¥ =B, Y'(0)=Y'(b) =0,

dir a+ S = \. Bada dessa delproblem bor kinnas igen som homogena Dirichletvillkor (f6r
X) och homogena Neumannvillkor (f6r V). Alltsa skulle vi kunna skriva ner 16sningarna
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direkt, men jag kan vara lite fullstdndig hér. Vi borjar med att notera att det handlar
om Sturm-Liouville-operatorer, vilket betyder att a, 5, A\ > 0, (vi behover alltsa inte
kontrollera negativa egenviirden eftersom operatorerna &r positivt semidefinita). Vi bérjar
med X:

a=0= -X"=0 = X(@z)=cx+d = [X(0)=X(a) =0 =

— X(2)=0 = a#0,
a>0 = X"=-aX = X(z)=ccos(Vazr)+dsin(Var) =

X(O):07 C:O,
— {X(CL)ZO = {CCOS(\/&G)+dSiD(\/aa):0 = [d#0] =

2 2
= sin (Vaa) =0 = Jaga =kr = ak:%, ke N\ {0},

dar )
Xk (x) = sin e
a

I y-led far vi forst
=0 = -Y'=0 = Y(y)=cy+d = [Y'(0)=Y'(b)) =0 = Y(y) =d,
vilket inte #r nollfunktionen, sa By = 0 &r ett giltigt egenvirde, med Yy (y) = 1.

B>0 = —Y"=BY = Y(y) = ccos (v/By) +dsin (\/By) —

. {Y/(o):g, . {dﬂzo, .

Y'(a) —ey/Bsin (VBb) + dy/F cos (vBb) = 0
) n?n?
= [6,8#0] = sin(\/Bb) =0 = VBib=n1 = B, =5, neN\{0}.
Eftersom cos0 = 1 kan vi sla ihop alla egenviirden och egenfunktioner i y-led till
nmy n?n?

Yn(y):COSTa 6n: b2 ~ nENU{O}

Sammanstéllt har vi nu egenfunkionerna
. krmz nmw
Phn(.9) = Xi(2)Ya(y) = sin == cos 52,

med egenvérdena

E2n? n?r? k2 n?
)\k,n:ak+5n:7+ b2 7r2(a2+b2>a

dér k € N\ {0} och n € NU {0}.

Om man kénner igen Dirichlet- och Neumannproblemet kan man direkt sédga att sin %
utgor en bas i x-led och cos *7¥ utgér en bas i y-led, vilket betyder att produkten
kommer att utgora en bas i 2, dir egenvirdena kommer att ges av summan av de
enskilda egenvirdena. Att gora pa detta sitt gor att rdkningarna gar mycket snabbare,

men det kan vara bra att ha gjort allting rigordst nagon gang.
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Kapitel S
S.1
For heltal n € N\ {0} géller det att I'(n) = (n — 1)!, sa I'(3) = 2! = 2. Vidare dr
=t
* a1 <1 dz = dt/(2V/)
F12:/ /2 1etdt:/ —e tdt = =
(1/2) 0 o Vit t: 0— o0
z: 00— o0

o0
:2/ e_”de:2-g:\/E
0

Slutligen &r I'(z 4+ 1) = 2I'(z) = I'(1/2) = —3T'(-1/2) = I'(-1/2) = —2I'(1/2) =
—2¢/m. Vérdet pa I'(1/2) star ocksa i formelsamlingen.

S.5

/Ow Z(y_)ydyzl, x>0 = H(x)/ol\;%dyzﬂ(x), reR =
1

= (ub * gb)(z) = 0(x) £ U«G:g,

dir U(s) och G(s) #r Laplacetransformen av uf och g6 respektive. Dessutom &r g(z) =
1/y/x = 71/2. 1 formelsamlingen finner vi att

G(s) = L(z71?0(x))(s) = raz?.

51/2

Detta betyder att vi har ekvationen

ra/2) 1 1 1 1 L(1/2)
s1/2 S () r(1/2) st/2 (T'(1/2))2 si/2
£} 1 _1/2 1 1
0(z) = ————a"V20(z) = 0 =——, x>0.
= u(x)f(z) (F(1/2))2x (x) e () = u(x) s x
S.6
Vi utgar fran monom och anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Det forsta
polynomet kan vi enkelt vilja till pg = 1, och for att fa det andra subtraherar vi

projektionen av x pa pg fran x.

(po| ) .
(Po |P0)

p1=x—

Vi berdknar skaldrprodukterna separat.

1 1
(polw):/lpo(x)xw(m)dx:/ Lz(l—a)*(1+2)" de =

-1
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/1(1+z1)(1z)°‘(1+:17)5d$
-1

1

:/1(1+x)(1—x)a(1—|—x)ﬁdx—/ 1-(1-2)*(1+2)Pde =

—1 -1
1
= /1 (1—2)*(1+2)* de - / (1 — 2)*(1 4 z)” dz = [den givna formeln] =
_ —1
=20tV B+ 1,(B+1) + 1) — 22T+ B(a+ 1,84+ 1) =
=202 B(a+1,8+2) -2 Bla+ 1,8+ 1) =
_gatftl (2F(a—|— DL(B+2) T(a+1I(B+ 1)) _
MNa+14+6+2) T(a+1+5+1)
THM1@Fw+4Xﬁ+UFw+1)Ha+DHﬁ+D>
; (a+B+2)[(a+B+2) T(a+p+2)

_ gatpp L@+ DI(B+1) (2 prl —1)2
= Ta+1+8+1) \"a+p+2

264+2—a—p—2 8 —«
=9vtAt+lp 1 1 = 20tf+ip 1 1) ——,
(et LA+ 1) —"57 (a+L8+D) s
och
1 1
toloo) = [ mola) o) w(e)de = [ 121 0)(1 4 2)? do =
—1 —1
=20t B0+ 1,8+1) =
(po|z) 20HAH1IB(a + 1, 5+1)a+3+2 _ B-a
(polpo)  20%FHIBla+1,8+1)  a+f+2
Detta ger oss nu det andra Jacobipolynomet:
' (po|po) " o+ B+2 a+p+2
S.7

Det giiller att
zrsmG Z‘] zn0

och Parsevals formel ger oss sambandet

T it 1
x einbein? do — Z In(r)Ip(r) = — d9 = Z [T (7

27 2 J_ .

:>Z|J —271':.[]
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S.11
Potensserien:
T\ Y 0 1 LE2 k 1)k v+2k
Tul@) = (5) 2RI (k+ v + 1) <_4> Z k'F k+ v+ )4k
a)

TV oo 1 22 \F
d(LA@) d (f)Ekdmﬁ@ﬁ;ﬁ<—?)

dzr v dzx g
i 2 k i i 2.’,['/4 £2 k—1 B
Pt k+u+U ?kﬂka+u+U 4 B

T [e%e) 1 .’1,'2 k—1
T v ; (k—1D)T(k+v+1) (‘4) ’

dér k borjar pa 1 eftersom den forsta termen &r konstant och férsvinner vid derivering.
Om vi nu byter indexering i serien genom att ersétta k — 1 med k (eller ekvivalent k
med k + 1), kommer serien att borja med k = 0. Detta ger oss

L L BT (k+ 1+ v +1) 4 )

__L()““ ! S N PTG
v \2 — kIT(k+1+v+1) 4 ) v

b)
2 .
4 (N __Feld) gy et (VT
de \ z1/2 ) gl/2 3/2\T) = d NG =
2z d (sinz [2x x cosx — sinx \/5 372807 — v cosw
= — _ — e T Zr ittt
™ dx T T 72 T 3
c)
d J()(x) Jl(aj)
dm( 0 )T 0 T Ji(z) = =Ji(z). O
d)

d " d l)k‘ v+1+42k
. (2" s (2)) = e 2y+1 Z EID(k + v + 2)4k

d )k 2u+2+4+2k 2V—|—2]€+2) 2v+2k+1
T dzr 2v+1zkvrk+u+24k 2v+1Z k'rk+u+2)4k
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V+k+1) 2v+2k+1 1 1)k 2v+2k+1

:2V+1Zk' k+v+ O)D(k+v+1)4F _2vzk'r (k+v+1)dF

m21/-‘,—1 e (—1)k$2k - V+1m 1)k($‘2)k
> k!F(k+u+1)4k k'F k+uv+1)4k

22\ "
u+1( ) Z}M( 4) :$”+1J,,(x). O

S.12

Eftersom
1r sin 0 Z J zn9

vet vi att (om vi inte bekymrar oss om konvergens)
P (efrsinf) = 20 i Jn(r)em? | = i 2J/ (r)e™? = 2isin g’ =
or or \ ~ ~ "

; o0 o0
— 9,8 T girsing _ ibirsing _ —if jirsing _ if Z Jn(r)ei™? — =10 Z Jn(r)ei? =

_ i Jn(r)ei(n+1)0 . i Jn(T)ei(n71)9 _ i Jn_l(T)einO . i Jn+1(r)6in67

eftersom serierna 16per 6ver alla heltal kan vi byta index utan nagra problem (i den
forsta ersétts n + 1 med n, och i den andra ersétts n — 1 med n).

Z Jn_1(r)em™? — Z i1 (r)em? = Z (Jn1(r) = Jugr (1) e —
= Z 2J),(r)e™’ = Z (Ju1(r) = Juga(r)) €™ = [entydighet] —>

= 2J,(r) = Ju—1(r) = Juga(r). O

S.13

Fran formelbladet vet vi att Bessels differentialekvation,

1 V2
r T

aJ,(VAr) 4+ bY, (VAr), X >0,
y(r) = ar” +br=v, A=0, v#0,
a+blnr, A=v=0.

har den allménna l6sningen

Principen for deluppgifterna ér sedan att identifiera vad A och v har for vérden.
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2 1 1 02

Py +ry=0 = y"—&-;y'%—(()— )y = 0.

2
r
Vi ser att A = v = 0, vilket ger oss l6sningen y(r) = a + blnr. Den hir hade man ocksa
kunnat 16sa som en separabel differentialekvation, eller med integrerande faktor.

b)

1 12
Py try—y=0 = '+ -y +(0- 5y =0

Nu kan vi identifiera att A = 0, och att v = £1, vilket ger oss 16sningen y(r) = ar + g.

c)
2.1 2 1" 1 / 02
oy —i—ry—l—ry:Ozy—i—;y—l—(l—ﬁ)y:O.

Hérur finner vi att A = 1, och v = 0, vilket betyder att y(r) = aJo(r) + bYy(r).

S.14
a)

Au = —l(mu')’ _

. —E(pu’)’ = w(z) =z

Vi identifierar operatorn pa Sturm-Liouville-form och ldser av viktsfunktionen, vilket
betyder att vi enkelt kan skriva upp den korrekta skaldrprodukten:

2 2
(wlo) = [ W@l wia)do = [ w@o(e)ada

b)

1

1
A _ IAVYA - _ " N !
u= x(xu) x(xu +u')=—-u

—lu':)\u = u”—i—lu'—i—)\u:O.
x x
Identifiering med Bessels differentialekvation visar att v = 0 och dérfor &r
u(x) = aJo(VAz) + bYy(VAx).

Eftersom Y ér obegrdnsad néra x = 0 och, vi har kravet att u ska vara begridnsad vid 0,
maste vi valja b = 0.

u(z) = aJo(VAz) = u/(z) = aVAI{(VIz) =

— W (2)=0 = aVAJH(2VN) = 0.

Eftersom vi soker icke-triviala 1osningar &r a # 0, men vi ser att A = 0 fungerar. Vilket
betyder att det forsta egenvirdet dr Ao = 0, med egenfunktionen pg(x) = 1 (eftersom
Jo(0) = 1). For resterande egenviirden maste vi viinda oss till tabellen av nollstéllen till
derivatan av Besselfunktioner. Det forsta nollstéillet for derivatan dr da argumentet &r 0,
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men vi har redan egenvirdet \g = 0, och dérfor dr endast de positiva nollstéllena till J)
relevanta.

2
aVATE2VA) =0 = [a, A # 0] = 2\/7260,/% = A\ = (6(;”“) ,

dér Box = 41, & € N\ {0} (alltsa alla positiva nollstéllen till .Jj). Egenfunktionerna
till A blir d& ¢y (z) = Jo(380,k2)-

c)
Gor sjalv.
d)

Enligt ldmpliga satser utgor egenfunktionerna en ortogonal bas, vilket betyder att vi kan
bestdmma utvecklingen med projektionssatsen.

(o) (o)

1

z=cot+ Y crpr(x) =co+ ZCkJO(iﬁo,kx)a
k=1 k=1

diir Fourierkoefficienterna ges av projektionssatsen (glom inte bort viktsfunktionen):

_ (eolw) _ fylowowds _8/3 4
(0| ¥0) fozl-l-xda: 4/2 3

_ (pr | 2) _ fozwk(x)-x~xdx - f02 Jo(3Bo, k) dx .
(ok [ or) f02 k() - pr(z) zde fo z(Jo(3B0,k2))? d

S.15

Vi betraktar problemet i poldra koordinater: u = u(r, ), och skriver Laplaceoperatorn i
polédra koordinater.

—Au:—urr—%ur—%zugg:)\u, 0<r<1,0<0<m/3,
u(1,0) =0, u begr. nira 0, 0<0<m/3,
u(r,0) = u(r, ) =0, 0<r<l

Vi separerar variablerna: u(r, 6) = R(r)©(0), vilket ger ger oss randvillkoren att R(1) = 0,
samt att ©(0) = O(n/3) = 0. Inséttning i PDE:n ger att

*R"(T)@((’)*%R’(ﬂ@(@)f%R(T)@”(e) CARMO(l) — LR 167

vi har inget #-beroende i denna ekvation, sa vi vet att

@I/
e

:Cl/,,

som tillsammans med vara homogena Dirichletvillkor i 6-led &r ett vdlbekant problem. Vi
vet att minus andra derivatan med homogena Dirichletvillkor dr positivt definit och har
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egenfunktioner i form av sinus (om man vill kan man l16sa det nya egenvirdesproblemt
for # med ©(0) = ©(n/3) = 0). Alltsa &r 16sningen i 6-led

0,(0) = sin 7 — sin 3néb,
m /

med egenviirdena «,, = (3n)%, n € N\ {0}. Detta betyder att vi kan ersitta —©"/0 i
var ursprungliga ekvation med «,, = (3n)?.

R' 1R 16" R' 1R  (3n)
+ —_—

2
= R”+iR’+(A—@?)R:O,

vilket vi kéinner igen som Bessels differentialekvation med v = 3n, och alltsa har vi, i
r-led, 16sningen

R(r) = aJsn(VAr) 4 b3, (VAr).

Eftersom var funktion ska vara begrinsad néra r = 0 sitter vi b = 0 och det andra
randvillkoret ger da att (a # 0)

R(1)=0 = J3,(VA) =0 = /Auj = Q3 = Anp = Q3 s

vilket dr det k:e nollstillet till den 3n:e Besselfunktionen. Sammanstéllt har vi alltsa
16sningen

U= nk(r,0) = Ri(r)0,(0) = J3p(asn kr)sindnd, n,k € N\ {0}

S.16
| | fm |2 sinx
J0+1/2 Jl/g [SlO] = % aSIHCE = - s
. s T
ji(x) = %J1+1/2($) = %Jzzm(%) =[S.11b)] =
B 77\/7 3/251nx—xcosx_sinx—xcosx
2z n ’
=\ 2z J2+1/2 =\ 2z J5/2
och

2,.3/2sinz—xcosx
d <J3/2(.13)> _ _J5/2(Z‘) xB/Qi \/;ZC / zaco

dz 23/2 23/2 = 5= — dr 23/2

:_\/7 3/2 d (sinx —xcosx _
™ dx x3

\/5 3/20%(cos T — cosz + wsinx) — 3a°(sinx — x cos x)
=—/—x
T

26
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2 ztsinz — 3z%sinz + 3z3 cos z 2 z?sinz — 3sinz + 3z cosz
— . [Z23/2 — . [Z3/2 _
T s

20 xt

2 3sinz — 3xcosx — x2sinzx
\/ T £5/2 3

) T 7 [23sinz —3xcosx — x’sinw
= Jo(z) = %J5/2($)= o\ = 572 =

2

3sinz — 3wcosx — 2?sinx (3 —2?)sinz — 3z cosw

3 x3
S.18
Fran formelbladet vet vi att differentialekvationen
2 0+1
y//+y/+()\_ ( > )>y:0
r r

har den allménna l6sningen

aje(VAr) + bye(VAr), A>0,

y(r) = art + br= 1 A=0, (#—1/2,
etblnr, A=0, {=—1/2.

Principen for deluppgifterna ér sedan att identifiera vad A och £ har for virden.

a)
2 0-(0+1
r2y 2y =0 = y”—l—ry'—l—(O—(T;_))y:O

Vi ser att A = £ = 0 (¢ = —1 fungerar ocksa, men man far samma svar). Alltsa &r
y(r) = ar® + 57"t = a + % (med ¢ = —1 far man y(r) = ar~' + b~ (D=1 = 2+0b).
Denna differentialekvation gar, precis som S.13 a), att l6sa med integrerande faktor eller
som en separabel.

b)

2 1-(1+1
2y +2ry — 2y =0 = y"+Ty’+(0—(Tz+)>y:0.

Detta indikerar att A = 0 och att £ = 1, vilket ger oss 16sningen y(r) = art +br— 171 =
ar + T%.
c)

2 0-(0+1
Py oyt =0 =y 4y (1—(+)> = 0.

r2

Nu ér A =1 och £ =0 (eller £ = —1), vilket betyder att

. sinr cosT
y(r) = ajo(r) + byo(r) = aT —b a
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Man tycka att £ = —1 bor ge en annan 16sning, men det visar sig att en linjadrkombination
av jo och yg &r linjart beroende med j_; och y_;. Med rékneregler fran till exempel S.11
kan man rikna sig fram till att

cosTr och y,l(T') _ smr.
r

Alltsa ar y_1 = jg och j_1 = —y_;.

S.20
a)

Eftersom problemet ér vinkeloberoende ér u = u(r), och Au = 0 i Laplaceoperatorn {or
sfariska koordinater. Att vi arbetar i enhetsklotet betyder att 0 < r < 1 och vi har det
homogena Dirichletvillkoret u(1) = 0. Slutligen vill vi ocksa att var funktion ska vara
begrinsad vi r = 0. Vi skall alltsa 16sa egenvéirdesproblemet

r

Au=—-Au=—u"—2u' =X u, 0<r<l,
u(1) =0, u begr. néra 0.

Eftersom vi kdnner oss lata identifierar vi
1 2 / " 2 !
—u'——u =M = u +-u +Iu=0
r r

med differentialekvationen

2 1
u//+ru/+()\_£(£‘~‘))u:0

r2
och ser att £ = 0, vilket ger oss 16sningen

sin vV Ar B bcos Vr
VAr Var

Eftersom u dr begrinsad vi r = 0 maste b = 0 och u(1) = 0 ger att

u(r) = ajo(VAr) + yo(VAr) = a

asnVA=0 = [a#£0] = VA, =kr = A\, = k*n2, ke N\ {0}

Vi har alltsa egenfunktionerna
sin kmr

(r) = krmr

med egenvirdena
A = k*1?, k€ N\ {0}.

b)

Egenfunktionerna vi fann i a) utgér en ortogonal bas i Lo (r?, (0, 1]), (2 &r viktsfunktionen
w(r)), vilket betyder att vi kan Fourierutveckla funktionen med hjilp av projektionssatsen.
Vi kan forst notera att

W(z,y,2) =1 <= 1(r) =1,
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och nu skriver vi

1= chgok Z kblI;i:Ta

dar
1 sin knr 2 1.
1 sin -1-redr rsin kmr dr
= (1) = fol R 5 = kﬂfol — = [partialintegration] =
(orlpr) [ (snknr)® 2 gy Jy sin® kzr dr

1 1 1
o [-& coskm’]o — Jy =1+ & coskmrdr _

3 fol(l — cos 2k7r) dr

_E coskm — 0+ [kzlﬂz sinlmr]é 1 & el
= 2km =2kn(——(-1)"+0)=2(-1) —
1-0 km
iQ k+1sm krmr
— kmr

117



Markus Bolinder

Kapitel D
D.1

String betyder att det &r endast en rumsvariabel (u = u(x,t)), och det handlar om
vagekvationen eftersom vi pratar om svingningar (och stringar). Vidare ér det homogena
Dirichletvillkor (u(0,t) = u(L,t) = 0) eftersom den &r fast inspénd. Det ségs ingenting
om strangens initiala form, eller hastighet, sa vi ansétter godtyckliga funktioner till
begynnelsevillkoren, sig u(z,0) = g(z) och ui(x,0) = h(z). Den punktformiga massan
som &r fast i stringen kan representeras med en deltadistribution i punkten x = a,
som verkar med tyngdkraften. Alltsa dr f = —mogd(z — a) 1 hogerledet. Detta ger oss
problemet

utt—c2um:—%5(x—a), O<z<L, t>0,

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = g(x), u(x,0) =h(z), 0<z<L.

D.4
a)
Produktregeln séiger att
(90) =g’ + g8 <= g(x)d'(z) = (9(2)(z))" — ¢'(x)d(z) =
= (9(0)3(2))" = ¢'(0)d = g(0)d'(x) — g'(0)3(z). O

b)
Pa samma sitt som ovan géller det att
9(x)d" (x) = (9(x)0"(x))" — ¢'(x)d"(x) =
= (9(0)'(z) — g'(0)d(x))" = (¢'(0)d"(x) — g (0)d(x)) =
= 9(0)0"(z) — g'(0)d'(z) — ¢'(0)¢"(x) + g" (0)d () =
= 9(0)8"(z) — 29'(0)0"(z) + g"(0)d(x). O

D.5

Vi anviinder forenklingsreglerna i D.4 och dven att f(2)d, = f(a)d, samt att [ f(¢)d, dt =
f(a)..

a)
em61 = 6(51.
b)
28 =0-8—-1-6=-6.
c)

cos (x)d" = cos0- ¢ — (—sin0)d = ¢'.
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d)
220" =0%-0"-2-2-0-68'+2-6 = 26.
e)
[ ottt = 1at = g
D.6
a)
fx)=e"0(x) = f'(z) = —e%0(x) + e “0(x) = e %5(x) — e “O(x) =
=0(z) — f(z) = f"(2) =0d"(2) — f'(x) = 0'(x) — &(z) + e "0().
b)

Vi borjar med att forst berdkna derivatan av g(x) = |z|. Man kan skriva om absolutbe-
loppet i termer av stegfunktioner:

|z] = —2(1 — 0(z)) + 20(x) = z(20(x) — 1).

Vi kan nu berdkna ¢’ med produktregeln:
g (z) =20(x) — 1+ x-20(z) = 20(x) — 1 (rimligt) = ¢"(z) = 25(x).
Med detta kan vi berékna f’ och f”.
fa) = et = e = ) = —g/(@)e 9 —

— (@) = —g"(@)e 1) 4 (g ()9,

Inséttning av g, ¢/, och g”:
F(@) = (1= 20(@))e ),
f(x) = =26(x)e” " + (20(z) — 1)%e 1"l =

= [(20(z) — 1)*> =1 for alla z # 0] = e~ 17l — 25 (z).

D.8

(z%0(x — 1)) = 220(x — 1) + 226(2x — 1) = 220(x) + 6(x — 1).
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b)
Det giiller att
fl@) =g(@)0(z —a) = f'(z) =g'(x)0(x - a) + g(x)d(z — a) =
=g (2)f(x - a) + g(a)d(z — a).
Alltsa, om man vill integrera ¢’ (x)8(z — a) maste man kompensera for deltadistributionen
som dyker upp nir man deriverar sedan. Man vill alltsa vélja en primitiv sa att funktionen

ar 0, da = a. Detta astadkommer genom att vilja den primitiva funktionen (g(z) —
g9(a)8(x — a), till integranden ¢'(z)0(x — a). Med denna kunskap kan vi enkelt 16sa

uppgiften.
22 1
2(x—1)de=——-=]0z—-1)+C.
2 2
D.9
Problemstéillningen blir samma som i D.1, men istéllet fér f = —mpgd(z — a) kommer

den hir att bli F'§(z —a). Eftersom vi tittar pa den stationira utbéjningen kan vi ignorera
begynnelsevillkoren och sétta alla tidsderivator till O.
2 F 2 S "
Ut — CUgy = —0(x—a) = |up =0, ¢ =—, u=u(zr)| = —5Su"(x) =Fé(z—a),
p p

dér vi har randvillkoren u(0) = u(1) = 0 eftersom stringen &r fast inspédnd och har
lingden 1. Detta &r en ordinér differentialekvation, som vi enkelt kan 16sa.

u”:—géa = u':—gea—i—A —

F
= [diskussionen i D.8 b)] = u(x) = —g(x —a)f, + Az + B.
Eftersom a € (0,1) kommer §(0—a) = 0 och §(1—a) = 1, vilket ger oss ekvationssystemet
u(0) = 0, B =0, A=£(1-a),
—s(l-a)+A+B=0 B=0
F
= u(x) = §((1 —a)r — (z —a)f(x — a)).

D.10
Att koncentrationen ér liten for stora z kan tolkas som att lim,_ 4o u(z) = 0.
(14220 =ké(x) = (1+23) = —kf(z) + A =
= u(z) = Aarctanx + B — karctanz 0(x).

Vi behover inte kompensera med den primitiva funktionen framfor 6 eftersom arctan 0 = 0.
Vara restriktioner pa funktionen ger nu foljande ekvationssystem:

lmesu@) =0, [-gA+m=0  _ [4=t,

= u(x) = garctanx + I%r — karctanz 0(z) = —k(arctanx (6(z) — %) - %)
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D.12

Detta &r en linjdr, forsta ordningens, ordinér differentialekvation, vilket betyder att vi
kan 16sa den med en integrerande faktor.

W42+ 1u=8 = pz)=elCrrDdr — g#tre
/
= (ex2+"”u) =" T = 0 — (204 1)%6 =6 — 5 =

— U= 6= 04+ A — u(z) = (A— 0(a))e " + e T3 (@) =

=(A—0(z))e " +5(z).

D.15

Vi anvénder sats D.5, som séger att den allmidnna 16sningen till ekvationer av denna typ
ges av en linjar kombination av deltadistributioner och dess derivator upp till ett mindre
dn ordningen av funktionens nollstélle. Alltsa i x™U, har " ett nollstélle av ordning n i
x = 0, vilket betyder att den allménna l6sningen till z"U =0 ar U = ZZ;& ™).

a)
Vi kan direkt anvénda satsen, vilket ger svaret U = c¢d(x). Eftersom nollstéllet &r av
ordning 1 har vi bara en term i 16sningen.

b)

Samma som a), men translaterad ett steg at hoger, U = ¢d(x — 1).

c)

Aven hir har funktionen framfor ett enkelt nollstille, men nu i = In2, alltsa &r
U =céx—1n2).

d)

Har har vi tva nollstéllen som bada ér enkla (x = —1 och « = 1), vilket betyder att var
losningen kommer att besta av tva termer: U = ad(x + 1) + bd(x — 1).

e)
Nu har vi oéindligt manga nollstéllen som alla ér enkla (z = km, k € Z), vilket ger oss att

o0

U= Z cpd(x — k).

k=—o0

f)
23 har ett nollstélle ordning 3, vilket ger oss att U = cod(z) + 10" (z) + 20" (z).
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D.17

Om vi lamnar alla oegentligheter bakom oss och anvinder oss av integralnotationen
for att skriva hur distributioner agerar pa testfunktioner och sedan utfér variabelbyten
som vanligt kommer dessa uppgifter att, rent riknemissigt, bli enkla. I b)-d) dr ¢ en
godtycklig testfunktion.

a)
_f1, —2z+1>0, Lae<l/2, _ 5
V)= {0, “owtil<0 {07 x>1/2 t e
b)
5(2x)[¢) = / _d@a)pl) da = [ : _too i j ot _tii - ool N
- /_Z 5(t)p(t/2) % = %¢(0/2) = %w(o) = %5(@[@]-
c)
6(—2z+1)[¢p] = /700 0(=22+ Do(x) dr = lxt: :—zx—j_olo Z Cim :Oo_if/—QOO] N
=/oom5(t)%0 <I2—t> _Tdt _ ;/Zw)@(l;t) dt =
:% (120) = %gp(l/?) 151/2( )]
d)

/ 5 (20) () di: = t=2x = dx=dt/2 B
:1: T T —00—300 = t: —00 00|

/ 8 (t)p(t/2) dt = [partialintegration] = —% /jo 5(t)(p(t/2)) dt =

:_7/ 50t) - Lo (t/2) dt —i/_oo 540/ (£/2) dt —

1, 1 1
=—-¢'(0/2) = —=¢'(0) = =¢' .
17(0/2) = =2¢'(0) = 28" (x)[¢]
Den utintegrerade biten i partialintegrationen forsvinner eftersom testfunktioner har

kompakt stéd, och vidare géller det att ¢'[¢] = —¢’(0), vilket forklarar den sista likheten.

D.18

Deltadistributionen &r enhet vid faltning, alltsa (0 % f)(x) = f(z), och eftersom man kan
flytta derivator samt translatering i faltningar géller det att (6£k * f)(x) = f®)(x - a).

122



Markus Bolinder

8 x (e7"0(x)) = (e "0(x)) = [D.6 a)] = §(x) — e “0(x).

01 * sin2x = sin (2(z — 1)) = sin (2z — 2).

D.22
8 (x — g) =co+ ch cos kz,
k=1
dér | .
—— Mo — Ve = = AN
CQ—W/O(S(J; 2)claz: W{é(m 2)}0 0,

eftersom deltadistributionen har kompakt stéd och &r 0 utanfor z = 0.

ck = 2 /7T 8 (x — g)cos kxdx = [f(z)d, = f(a)d, — f'(a)d,] =
™ Jo

= g/ (cos k—ﬂy(x ~O- (—ksink—ﬂ-)é(x - ﬂ-)) dx =
; 2 2 2

T 2
2 k k T2 k 2 k
= {cos %6(3@ - g) k sin g@(x - g)]o = (0 + ksing — O) = ;ksin %,
dér den forsta 0:an uppstar av samma anledning som nér ¢y blev 0. Detta betyder att
, T 2 & . km
o' (x — 5) = ;ksm?coslm.

D.23

I S.20 utgor egenfunktionerna ¢y (x) = sin (knr)/r, k € N\ {0}, en ortogonal bas i
Lo(r?,]0,1]), dér viktsfunktionen alltsa dr w(r) = r2. Vi kan alltsa skriva

1 > . sinkwr
5(r—§):kz_lckg0k(r):;ck ,

r

dér Fourierkoefficienterna ¢y, fas av projektionsformeln:

(¢ ]d(r—3)) _ fol or(r)o(r — L)r2dr _ f01 rsinkmr§(r — %) dr _

C =

(er [ o) fol (pr(r)2r2dr fol sin? krr dr
_ %sin%’T _ %sin%7r :sinkj.
i fol(l — cos2kmr)dr  3(1—0) 2
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Integralen av cos 2kzr blir 0 eftersom man integrerar 6ver ett helt antal perioder. Néar vi
nu har Fourierkoefficienterna explicit kan vi skriva

o0

sor— L Z km smkwr.

D.24

Det handlar om diffusion, sa vi vander oss till diffusionsekvationen. Eftersom roret ar
smalt kan vi siga att u = u(x,t). Att réret &r slutet i &ndarna betyder att d&mnet ej
kan passera genom randen, vilket innebédr homogena Neumannvillkor. Vidare sker ingen
produktion inuti roéret efter t = 0, och ampullen med massan M kan representeras av en
deltadistribution i begynnelsevillkoret: u(x,0) = My, /5. Detta ger oss problemet

— Dug, =0, O<z<L,t>0,
uz(0,t) = uz(L,t) =0, t>0,
u(r,0) = Méyp,2(x), 0<z<L.

Vi har homogena Neumannvillkor, sa vi ansdtter en 16sning i form av en cosinusserie
u(z,t) = up(t) + Zu (t) cos b
=ug k 7

Inséttning ger att

0 = s — Duuse — uh() + 3 (] ke N -
= uy Ugpe = ug(t) + Z(uk(t) +D Iz ug(t)) cos T = [entydighet] —
k=1

2.2
up(t) = cpe” o

{u (t) =0, {uO@) = o,
e 2 = ' -
(=0

> kmx
= u(z,0) =¢o + ];ck c0s —— = Méyp2(x),

dér vi far Fourierkoefficienterna fran halvperiodsutvecklingarna:

1 [F M
== Mo dr = —
7| Mbuata) e =
krx 2M k
/M(SL/Q cos—d Tcos%.

Detta ger oss 16sningen

u(x,t) =

=5

> k 2,2 k
<1 + 2;@5 gefD vz ¢ cos ?) .
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D.25
a)
o(@)d t/yaés yo(x,y,2) dvdydz =
/R25 (0, y, )dydz—/6 (0,0, 2) dz = (0,0,0).
b)
:// R35(w)5(y)¢(x,y,z) drdydz =
/R25 0.y, )dyd'z:/RSD(QO,z)dz.
c)
///Rs P(z,y, 2) dodydz = //R2 ©(0,y, 2) dydz.
D.27

Problemet har sfirisk symmetri, sa vi kan séka en losning pa formen u = u(r). Laplaceo-
peratorn i sfiariska koordinater, dér vi sétter alla vinkelderivator till 0, &r

1 1
Ay = — rr — U= = H-
u r(ru) + " 0 (ru)

Vi vill alltsa 16sa problemet

%(ru)” =6(r—2) = (ru)"=ré(r—2)=25(r—2) = (ru) =20(r—2)+ A =

= ru=2(r—2)0(r—-2)+ Ar+B = u(r)=2(1—7)9(r—2)+A+$.

u(1) =1, 0+A+B=1, A =3,
—— 9 B —

u(3) =3 s+tA+5 =3 B=-2
_— u(r) :2(1—%)9(T—2)+3—*

D.29

Losning finns redan.
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D.30

Vi utnyttjar transformtabellen och rdkneregler som aterfinns i formelsamlingen.

a)

b)

d)
eiQt _ e—i?t 1 . 1 .
: 2t:7:7 ZQt.l_i —7,2t.1.
i 2% 2° 2i°
f | FY
1 21 (w)
et 1 | 276(w — 2)
e .1 | 278(w + 2)

F(sin2t) = l27r5(w72)— l27r(‘5(w+2) ; (5(w—2) —0(w+2)).

f
(w

~
\/

fo| F(
1 2mé
t

i(276(w)) = 2mid’ (w)
2 i(2mid' (w)) = —2m0" (w)
(t+ 12 | i(2mid (w)) = e (~2n8" ()
F((t+1)?) = —27¢=8" (w) = [DA b)] = ~27(e 8" (w) -
=27(—6" (w) + 28 (w) + 6(w)).

~+

2ie’¢’ (w) +i2e"3(w)) =

£)

Funktionen &dr ej tempererad (integralen divergerar).
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D.31
Vi gor som i D.30 - fast bakldnges.

a)
fol F
1 2mo(w)
et 1| 2n6(w—1)
—1 _ 1 it
F 7 (0(w—-1)) = 7€
b)
f] F(f)
1 270 (w)
t | i@2rd(w—1)) = 2mid (w)
te~ 2t 2738 (w + 2)
F (w0 2) = 5t
c)
f 1 F()
5B | 1
FH2)=20
d)
sin 2w = [D.30 d)] = ?e%w 11— Q%_e*%’ 1.
f | F()
5(t) 1
S(t+2) | e .1
S(t—2) | e 2.1
F(sin2w) = %5(15 +2)- %5@ _9) = %(5_2 —5).
e)
(wH+ 1) =w? + 2w+ 1.
| F(f)
5(1) 1
o' (t) w1

F U (w+1)2) = —0" + 26" +6 = —6" — 2i6 + 6.
1
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D.34

Vid Fouriertransformationen &vergar faltning till en produkt.
FU)=U,
—.’L‘2 ~ _ 2
glx)=¢e — §(&) = Vme ¢ /4,
sinz = [samma princip som i D.30 d)] = 2(5(5 —1)=6(E+1)).
i
Med detta far vi att

Uxg(r)=sinz AN U§:§(5(€—1)—5(§+1)) =

— 0= F6 - 1) =36 + 1) Szl = S Tole - 1) - ale + 1) 25
f_—_; U(zx) = e\l//; sin .
D.36
a)
)]
5(t) 1
St—1) [ e®-1
LO(E—1)=e€""°
b)
f L)
5(¢) 1
&' (t) s
F(t+2) | e*-s
L(5'(t+2)) = se**.
c)

Gar ¢j att Laplacetransformera.
d)

Gar ej att Laplacetransformera.

e)

Gar ¢j att Laplacetransformera.
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f)

dock for att denna Laplacetransform ska existera maste integralen vara konvergent, och
alltsa maste strimlan vi befinner oss i vara Re(s) > 1.

D.41

Lemma D.3 (speglingslemmat), som aterfinns pa sida 391 i boken, gor att man direkt
kan skriva ner svaret till dessa uppgifter.

a)

Lat den udda speglingen/utvidgningen av funktionen u betecknas med v

u’(x) —iu(z) =0, > 0,
u(0) =1

< V"(z) —iv(z) = 2u(0)d'(x), z € R < v"'(z) —iv(z) = 2§'(z), = € R.

b)

Lat den jamna speglingen/utvidgningen av funktionen u betecknas med v

{u”(m) —iu(x) =0, x>0,
u(0) =1

< V"'(z) —iv(z) = 24/(0)d(x), z € R < v (z) —iv(z) =26(z), x € R.
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