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Forord

Det bor ndmnas att dvningsboken som jag har till mitt forfogande &dr den férsta upplagan,
och jag dr medveten om att det finns en andra upplaga - som bland annat innehaller ett
kapitel 16 med blandade uppgifter. Detta betyder att om nagot verkar helknas med en
uppgift, sa kan det ha att gbra med att det &r baserat pa den forsta upplagan. Vidare
kan det givetvis forekomma fel, och om man tror sig ha hittat ett fel i en uppgift/losning,
bor man forst kontrollera att det verkligen é&r fel, och sedan kan man poéngtera det om
man moter mig pa stan (osannolikt, men mojligt). Séttet jag har skrivit losningarna pa
bygger pa att man har koll pa kapitel som foregar det aktuella. Detta forklarar varfor jag
vildigt detaljerat hdanvisar till, exempelvis, konjugatregeln i kapitel 2, men sedan néstan
aldrig kommenterar nir den anvénds i efterfoljande kapitel.

Mina lésningar dr inte nédvindigtvis ”tentakvalitet” (dven om de oftast &r det), speciellt
generaliserade integraler gor jag ganska handviftande nidr man egentligen bor skriva det
som ett grinsvirde, men jag anser dock att det svara med de generaliserade integralerna
ar inte att man kan skriva limx _, ., eller nagot i den stilen, utan mer hur man faktiskt
bemoter integralen och bestdmmer en primitiv. Vad detta betyder ar att syftet med
I6sningarna dr mer som ett hjalpmedel for hur man kan 16sa en uppgift, och inte ett
exakt recept pa hur man ska presentera sin 16sning. Jag kdnner mig ocksa tvungen att
poéngtera detta for att undvika juridiska implikationer om folk skulle referera till dessa
16sningar for hur nagot "bor” vara. Jag forklarar d&ven en del 1 uppgifter hur jag tanker
med l6sningarna, vilket inkluderar en del som jag har skrivit hir ocksa.

Pa en del uppgifter star det ”"Inses létt.”, vilket &r en kombination av att jag inte orkar
skriva en 16sning, att de faktiskt inses litt, och att det dr enklare att bara anvénda en
grafritare eller dylikt for att 16sa uppgiften/fa en biittre insikt i hur man 16ser uppgiften.
Personligen anser jag mig ha rétt till lite dispens géllande att jag har skippat att skriva
16sningar till en del uppgifter - 340 sidor i KTEX skrivs ndmligen inte &ver en natt. Utéver
detta kan det ocksa ndmnas att jag i bérjan av dem forsta kapitlen skriver upp vissa
ekvationer och sedan refererar till dem i uppgifterna, vilket jag sedan slutar med. Det
beror inte pa att det inte finns typiska ekvationer/formler for resterande kapitel, utan
dels pa att antalet relevanta formler dr proportionellt med kapitelnumret, och dels pa att
jag inte orkade. Dock kan man hitta lite utforligare forklaringar om vissa ekvationer i
den forsta uppgiften pa ett nytt avsnitt (exempelvis pratas det lite om partialintegration
nér uppgifterna pa det boérjar i kapitel 12).

I allménhet tror jag att det mérks att jag mot slutet mest bara ville bli klar med detta
Sisyfosarbete. Jag tanker dock bortforklara att 16sningarna blir lite mer kortfattade pa
det jag skrev ovan om att man forvintas ha kunskap fran tidigare kapitel, vilket betyder
att l6sningarna inte behover vara lika utforliga. Forhoppningsvis har detta férord varit
lasvért, och kom ihag: With great access to extensive solutions for exercises in Calculus in
one variable comes great responsibility. Man lir sig inget pa att bara skriva av 1osningar!
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Kapitel 1

1.1

Inses ldtt.

1.2
a)

Inses latt.

b)
Eftersom talet har en periodisk decimaldel ar talet rationellt. Lat
2
x=0,272727... < 100x = 27,272727... <= 100z —x =27 < = = 9—; = %
c)
Eftersom decimaldelen upprepar sig ar detta ocksa ett rationellt tal.

x =5,199999... <= 10z = 51,99999... och 100z = 519,99999... <=

<= 100x — 10x = 519,99999... — 51,99999... = 519 — 51 = 468 <—
468 26

9  5°

Detta kunde man dven komma fram till genom att visa att

0,9999999... = 1,

<= 90z =468 <= zx =

vilket betyder att
0,199999... = 0, 2.

1.3

Tecknet C betecknar att en méngd &r en delméngd till en annan, det vill séiga om en
méngds alla element ingar i en annan méngd sa ar det en delmingd. Exempelvis kan
talméngderna rangordnas sahir N C Z C Q C R C C. Man hade kunnat byta ut C med
C (&kta delméngd) eftersom méngderna inte &r av samma storlek som den méngd de &r
delméngd till.

Vad det géller uppgiften, kan man gora nagra omskrivningar:
My ={zeR;x* =1} ={zr e Rz = +1} = {1, 1},
My ={z € R;z = 0},
Ms ={z e Rz > 1},
My ={z € R;z? >0} = {z € R;|z| >0} =R.
Absolutbeloppet i M, kommer fran att z2 #r ickenegativt for reella tal. Med var nyvunna,
eller paminda, kunskap om delméngder kan vi nu bilda féljande relationer:
My C My,
M3 C My C My.
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1.4
A: 22 <16 <= —4d<z<4,
B: x> —4,
C: —4d<zx<4.

Eftersom A och C beskriver samma utsaga gar det att bilda A fran C eller vice versa, det
ar alltsa en ekvivalens mellan dem. Om x > —4 maste inte £ < 4, men om —4 < z < 4
maste x atminstone vara storre &n —4, vilket betyder att A och C implicerar B. Detta
ger

A «— C = B,

vilket ocksa kan skrivas

A= B,C = B, A <= C.

1.5

A: a=0b,
B: a®> =1,
C: ab=0V% a, beR.
Eftersom A beskriver en direkt likhet mellan a och b dr det ganska uppenbart att de
kommer implicera de andra utsagorna,
a=b = ab=0bb = ab=1V,

a=b = aa=ba = a’=bb = a® =17,

men vad det giller B och C &r det inte tvunget nagra implikationer. Detta beror pa
definitionsméngden, a och b kan vara godtyckliga reella tal, vilket inkluderar 0 och
negativa tal. B medfor att att absolutbeloppet av a och b ar lika, men de kan ha olika
tecken. Vidare &r likheten i C' uppfylld om b = 0, oavsett a, och ddrmed medfér den inte
nagon av de andra utsagorna heller.

A = BochA = C.

b)
A: a=hb,
B: da®> =1,
C: ab=1V?

D: va=vb,
a, be M ={z eR;z > 0}.

Enligt ovan var problemet i a) just att a och b inte enbart var positiva, vilket har &ndrats
pa hér, och alltsa kan man ta roten ur och dela hej vilt utan att stéta pa problem. Detta
betyder att alla utsagor &r ekvivalenta,

A< B «<— C < D.
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1.6

1
A: —>0 < >0,
X

B: |z] >0 < z #0,
C: z#0,
D: —2<0 < >0, z€R.
Detta visar att A och D &r ekvivalenta samt att B och C &r ekvivalenta. Dessutom &r

x # 0 om x > 0, vilket betyder att A och D medfér B och C.

A<+ D — B < C.

1.7

1
A: 22 =324+2=0 <= (z—-1)(z-2)=0 < 1:_27

-2=1 T >2 z=3
B:|x—2|:1<:>{x ’ - <:>{

r—2=-1, =<2
C: z>1,
D:Inz+lnz®=0, >0 2°>0 < x>0,

dér lamplig metod for att 16sa andragradare har anvénts for A, och villkoren for D ges av
definitionsméngden for den naturliga logaritmen. Man kan gora ytterligare omskrivningar
for att 16sa ekvationen i D:

Inz+nz?=0 = Imz+3hz=0 = 4lnzr=0 = hhz=0 = z=¢"=1,

och ett snabbt test av losningen visar att det &r en dkta 16sning. Anledningen till
implikationerna &r just eftersom logaritmekvationer kan ge upphov till falska 16sningar
och man bor darfor kontrollera sitt svar, vidare har jag valt att anvinda den logaritmlag
som inte gor nagra inskrédnkningar i definitionsméngden hér (Inz® = alnz), men om
man hade anvant lagen som sdger att addition av logaritmer ger multiplikation inuti
logaritmen (Inz® + In z” = In 2**#) hade man #indrat definitionsméngden eftersom man
hade fatt z# inuti logaritmen, vilket betyder att  kan vara allt utom 0, men det stimmer
ju inte enligt omskrivningen som gjordes ovan. Efter denna utliggning kan vi sammanfatta
utsagorna i deras forenklade form

Sy
——
8 8
I
— w

C: zxz>1,
D: x=1,
varpa vi ser att D implicerar samtliga utsagor samt att A och B implicerar C,

A= C B=C, D= A D = BochD = C.
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1.8
A: x>0,
B: Inx>0 < xzeozl,
C: e >0 < zeR,
D:|z-2/<1l <= —-1<2-2<1 <= 1<z<3.

I B behdver man egentligen ta hinsyn till definitionsméngden (z > 0), men den uppfylls
juav xz > 1, sa det dr okej, och C foljer av att exponentialfunktionen &r positiv for
alla reella tal. Efter en stunds betraktande kommer man fram till att samtliga utsagor
implicerar C'; B och D implicerar A samt att D implicerar B, det vill siga

A= C B=CD=C B=—=A D—=— AochD = B.

1.9
A: jz| >0 < z#0,
B: e">1 < x2>Inl=0,
C: cosx <0 < zeR,
D:In(14+2%)>0 <= 1+22>1 <= 22>0 < |2|>0 <= 2 #£0.

Anledningen till att man bara kan applicera logaritmen och exponentialfunktionen i B
respektive D ar att det man inte paverkar definitionsméngden och dessutom ar bada
funktionerna stréngt vixande, sa olikheten &ndras inte heller. Vardeméngden f6r cosinus
dr [—1, 1], sa olikheten uppfylls av alla reella tal.

Vi har alltsa relationerna B — A <= D =— ( som gor att vi kan uttala oss
om vilka implikationer/ekvivalenser som dr sanna, varur vi kan ta reda pa de sanna
implikationerna.

1.10
Lat = och y beteckna antalet pojkar respektive flickor.
A: y=5,
B: x <4,
C: x>3,
D: y<5,
E: y>2

Dessutom géller det att x +y =10 = = = 10 — y, vilket gor att B och C kan skrivas
om med v,
B: 10—-y<4 < y>6,

C: 10—-y>3 < y<T.

Hérur ser vi att A medfér C, D och E, B implicerar F, samt att C' foljer fran D, vilket
uttryckt mer matematiskt blir

A= (C A= D, A= E,B=— FochD = C.
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1.11

Utga fran definitionerna av de geometriska figurerna. Kvadrat dr mest restriktiv och
kan klassificeras som alla former, diarefter kommer rektangeln som uppfyller samtliga
krav utom att sidorna &r lika langa - alltsa &r det inte en romb eller en kvadrat. Vidare
uppfyller romben kraven for en parallellogram och ett parallelltrapets. Slutligen &r
ett parallelltrapets minst krivande av former med fyra kanter och darfor klassas en
parallellogram &ven som en sadan.

F — A F = B,F = C,E = D, D= A,

D — C,B— A, B— CochA = B.
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Kapitel 2

Foljande relationer kan vara till nytta:
(= y)(z+y) =" -y (1)

(x +y)? = 2% + 22y +y? och (z —y)* = 2% — 2zy + > (2)

ar konjugatregeln och ar kvadreringsreglerna. Jag kommer emellanat att referera
till dessa i vissa av uppgifterna nir de anvénds, men inte alltid.

2.1
a)
(x+3)(z—3)—(z+3)?=2>-9— (2> +62+9) = -9 —6x—9=—62 — 18,

alternativt

(x+3)(z—3)—(z+3)*=(x+3)(z -3 —(z+3)) = (x+3)(—6) = —6z — 18.

b)
(x+3)(z—3)— (-3 =(x—-3)(2+3—(x—3)) =(xr—3)-6 =62 — 18.

(3z +5)% — 3z —5)* = ((3x +5) — 3z — 5))((3x +5) + (3x — 5)) =
=Bzr+5-3z+5)(3x+5+3x—5)=10-6x = 60z

2.2

Om man genomfor algebran finner man svaret (a® — 3a%b + 3ab? — b®). Monstret som
man kanske ser dr det som dyker upp i Pascals triangel - en snabb s6kning med lamplig
sokmotor ger en nog tillrackligt med information om man inte kdnner Pascal och hans
triangel. Koeflicienterna i binomialutvecklingen dr alltsa samma som dyker upp pa
motsvarande rad i Pascals triangel. Detta kommer att bli tydligare i kapitel fyra.
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2.3

Eftersom a # b ar det ekvivalent att bevisa likheten efter en multiplikation av a — b.
Dérefter dr det bara att tillimpa konjugatregeln, (1)), ett antal ganger.

(a = b)(a +b)(a® + %) (a" + ") (a® + %) (a'® + ') =
_ (a2_b2)(a2+b2)(a4+b4)(a8+b8)(a16+b16) _ (a4—b4)(a4+b4)(a8—|—b8)(a16+b16) _
— (as _ bS)(as + bS)(alfS —|—b16) — (alﬁ _ b16)(a16 + blﬁ) _ a32 4 b32 —

a32—b32
= (a+b)(a®+b*)(a* +b*)(a® + %) (a'® +b'0) = 3
a_
O
2.4
Inses 1att.
2.5
a)
1 (15 1)_2 15 7 -20 10
7 ‘14 2 14 14 14 14 7
b)
5 3,L,_10 9 4_-3_ 1
6 ‘4 37712 12 12 12 4
2.6
a)
Lol 1 111 1y 19645659
60 108 72 12'5 9 6/ 12 5.-9.6 o
_ 54430-45 39 13
T 12.270 0 3-4-270  1080°
b)
§_§+l_ﬂ_5'2'3+i_27_3O+4_i
4 6 9 4-9 6-2-3 9-4 36 36
c)

Lot 1 1t 1 1 1 3.5.7-3-745.7-3%.5
35 25 63 245 5.7 52 32.7 5.72 32.52.72 a
315 —441+175—45 4

11025 ©11025°

10
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2.7

Det giiller att

b)

d)

2.8

b)

2.9

3 _ad

g_b c
a 4
z2_2. 229
1 2(1
5_a a_d
472 48

14a
dda 2
axz _ Mo 6la+2) _, o o,

_7
6a+12

ﬁia 1 1

a?+3a a+3 ala+3) (a+3)?%

%—%_3'?5:;2_9—&02 3z _[1]_(3—x)(3+x):x+3
11 3= 15z 3-uz 53 -2) 5

1+ 2 22 +1
1_1 2
z y<y—x> (@y)®  —@—yzy _  ay
ey )@ - T w-gery) oty
vro_wy e iyt
sHL-2 wy T+1-2 P4y’ -2ay
(@—ylz+y) _z+y

I
=
2
=
=
|

(z —y)? T —y

11
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b)
16z 4 (2736)4_ 4 ((zl)?_ 2)((@) + 2)
81 _ 3 vy _ U3 Yy 3 vy _
2z 2z 2z
3Ty 3Ty 3Ty
X X $2
2 4y 9 3
c)
1 1 1 1
sty _ (@-De+l) zmten _(@-D+(@+l) 2z
i @D+l ooy @) -(@ 2

2.10

a)

Lat den ekvivalenta resistansen betecknas med R.
l77+1+173'4+2'4+2'3712+8+67§7E:>ng9
R 3 4 2.3-4 B 24 24 12 13

b)

Lat den ekvivalenta resistansen, aterigen, betecknas med R.

1 1 1 1 1 1 5-3 15
S=—4 - = o =o - = =— = R=—2Q
3 R+5 R 3 5 15 15 2
2.11
111 11 1 _a-J
a b f b f a  af’
med a = 600 mm och f =100 mm blir
b af _ 600 - 100 190 mm.
a—f 600—100
2.12
1 11 1 3
1 T — 2 -5 " &
1+1+T11 1+§ 1+5 3 9

Notera att det dr Fibonaccitalen som dyker upp. Man kanske da inser att om kedjebraket
hade fortsatt for evigt att man hade néirmat sig det gyllene snittet (egentligen ett delat pa det
gyllene snittet, men det dr ju typ samma sak), eftersom det dr griansvirdet av kvoten mellan
tva intilliggande Fibonaccital. Uttryckt mer matematiskt kan man fa fram det gyllene snittet
pa foljande vis.

1 1

1+— 1 "1tz
+1+1+11%

-1+

= z(l4+z)=1 = 2°+2-1=0 = z= .

xr =

dar den negativa roten har forkastats eftersom gransvérdet dr positivt.

12
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2.13
3+vh _3+vh 2-vV5 _ (3+V5)(2-V5) _ 6-3V5+2V/5-5
2+v56 246 2—V5 4-5 - —1 -
=-(1-v5)=v5-1.
2.14
a)
1+2\/§_1+2\/§_3+\/§_(1+2\/§)(3+\@)_7+7\/§_1+\/§
3-v2  3-Vv2 3+v2 92 T '
b)
1 B 1 VI3-v1l  V13-V11 V13- V11
VIB+VIT VB+VID VI3-vI B-11 2
c)
2 _ 2 .\/m—i—l—\/x—l_
Vitl+vVrz—1 Ve+tl+vVz—-1 Voe+l—-Vor—1
:2(\/35—1—1—\/3:—1):2(\/x+1—\/x—1):\/m_\/m.
(x4+1)—(x—1) 2
2.15
a)
V12— V3 =V3(V4-1)=V3.
b)
VA2 V6T
oo T
c)
V3-V12=v3-V3-Vi=6.
d)

VIB+V8  V3224V22.2  3V2+2V2
5 5 - 5 =2

324+42-3-4=v25—-T7T=5-T=-2.

13
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f)
V52 4122 = V169 = V132 = 13.
2.16
a)
V162++v98  V2-924+V2.T2 947 8
VB0+v2 V2. 52442 b+l 3
b)
(=4 [—4]
2z~ 1
c)
(\/ﬁf%)2:(%(\/%71))2:%(64)2:%.
d)

(Vo + Vo) + Ve + o) (Ve +vy) - Vaty) = [[)] = Ve + o)’ — (@ +y) = (@) =
— 2?4 2VT i +y — T —y = 2,/TY.

2.17
V216 63 6v/2v/3
= = :2\/§7
32 3vV2  3V2
. 2 93
\/@:27 4223 :6\/522\@,
3 3 3 3
V12 =+/3.4=2V3.
2.18
a)
34.32 = 36,
b)
27.973 = 24,
c)
42 . 4—5 . 4 — 42—5+1 — 4—2'
d)
37 7 -3 4
3*3 :3 3 :3 .
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f)

2.19

d)

3°.10°-372.10> =32.10% = 9- 10%.

28 . 56

26 . 55

24.10%

=28"6.50-5—-4.5=290.

2%.10%

2105  10-2-10%

23

i

8

10 5

p=0:2 . pL7 . p=2.5 _ p=0.2+1,7-25 _ p-1

(a3)_0’5 ] (a—5)—0,3 — 3 (=05) | =5 (=03) _ ,—15+15 _ 0 _ |

a

a

— _ . 1—(=3,2) _ 4,2
= =a =a’".
a—3,7 . CLO’S a—3,2
. »—1,6 ,,.0,2 1-1,640,2
xTr-x X - x - 0,4—(—1,4) _
—1,4 - —1,4 =T =z
T T

15
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2.21
a)
32.20 3220 2
63  (3-2)3 3
b)
1\ ~1/2 A\ /2 X
L I 5 R VN
(1) () —omeviee
c)
(V64)2/3 = (641/2)2/3 = 6475 = (43)1/3 =435 = 4.
d)
1 —1
Q-2
3 1
e)
2(2") = 28 — 256.
f)

(2%)° =273 =20 = 64.

Skillnaden fran e)-uppgiften dr var parentesen ér placerad, vilket paverkar ordningen.

2.22

a)
_ 1

b)
(4)”2_ﬂ_2
9 Vo3

c)
N2 1 1
(9) S (Ve 2T

d)

16
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e)
(VB)Y? = (81/2)2/3 = g¥'% = (2%)1/* =2,
f)
o7 _4/37 93 4/37 9 3'%7 2 47%f§
s) ~\) “\3) “\3) "¥ar
2.23
a)
3,3, ,-2,1
% = @H8208 = g0,
b)
aa _a-al s s
R .
c)
V7 VoL (22)2/3 = (/B2 g6 g8 = g 1/6-1/644/3 _ p4/3)
d)
3. ,1/2\1/4
4# - (a( : al)/l/)S/ =aBt2) 508 = g5ts = ¢
/1 /a a—
e)
VERVE ety e
VI abyb Ty Y o
f)
3\ 2 3 1/4 2 3 2
ab | - — (b —2L = (o -
- CREDRE (b3/2)1/2
3/2 3/2+2p2
2,2 @ _a = aT/2p273/8 = (T/2p13/8
@b W32 T s ’ S
2.24

Borja med att forenkla hogerledet.
(26 . 55)3 218 26-3+18 . 55~3 236 . 515
(24.52)4 57 24452447 216515

= 936-16 _ 920 _ (92)10 _ 425 _ (42)5 — (47)5 = g =2,

17
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2.25
a)

2 —1=[([1)] = (z = (= +1).
b)

2 +2r+1=[12)] = (x + 1)
c)

23 —dr = x(x? —4) = [({1I)] = z(z - 2)(z +2)

d)

2 —2x+1=[2)] = (z —1)%
e)

ot 2% = 2% (2% 4 1).

f)

2? —dr+4=[2)] = (v —2)%
g)

a® —ab® = a(a® — %) = [(1)] = a(a — b)(a + b).
h)
a®b 4 2ab* + b* = b(a® + 2ab + b*) = [([2)] = b(a + b).
i)
a3b — 2a%b? + ab® = ab(a® — 2ab + bv*) = [(2)] = ab(a — b)*.
2.26
a)
(x+2)—4(z+2)=(z+2)(z—4).

b)

22(2%—9)+2% -9 = 22 (2> —9)+1-(2*—9) = (22 +1)(2?—9) = [(1)] = (*+1)(2—3)(x+3).

c)
ot =16 = [(1)] = (2* — 4)(@* +4) = [[1)] = (z = 2)(z +2)(a* +4).

18
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d)
(a+b)(a—b)+a*—ab= (a+b)(a—b)+ala—b)=(a—b)(a+b+a)=(a—0b)(2a+D).
e)
(@a=b)?—4=[[U)]=((a-b)-2)((a=b)+2)=(a—b-2)(a~b+2).
f)

at =200 + b = [[@)] = (* = 0*)* = [()] = ((a — 0)(a+b))* = (a — b)*(a +D)*.

2.27
a)
w? —Tetay —Ty=x(@+y) -7z +y) = (- T)(@+y).
b)
a®—a*+a?—1=a*a®>-1)+(a*-1) = (@ +1)(a®*—1) = [(1)] = (a*+1)(a—1)(a+1).

c)
a?y+22° —y—2=a(y+2)~ (y+2) = (@ -1y +2) = [()] = (@~ V(= +1)(y +2).
d)
72° + Toy* — 1423y? = Ta(a* + y* — 20%°) = [[2)] =
= Ta(2® —y*)* = [([1)] = Te(z - y)* (= +v)*.
e)
a® =+ =[] =(a—(b+e)la+(b+c)=(a-b-c)a+b+c).
f)
(@® + )% = (22y)* = [(1)] =
= (@ +y* = 2zy)(«® + v + 229) = ()] = (= — v)*(x +v)*.
g)

(@ +y* = 2°)° —da®y® = (2® +y* - 2°)° - (22y)* = [()] =
= (2% 492 = 2% = 2zy)((2® +y? — 22+ 2zy) = (22 =22y +y? —2%) (22 + 22y +9°> —2°) =
=[@)] =z -9 =) ((x+y)? -2 =) =
= ((z=y)=2)(z—y)+2)((z+y)—2)((z+y)+2) = (z—y—2)(x—y+2)(z+y—2)(x+y+2).

19



Markus Bolinder

2.28

I foljande uppgifter anvéands upprepade ganger, men jag kommer inte referera till det.
Kvadratkompletteringen gar ju ut pa att anvinda kvadreringsreglerna.

a)
2?4 br+T7=2"4+2-3-0+9-2=(2*+2-3-24+3%) -2=(r+3)* -2
b)
7 N [T\ 7., 49 52 7., 3
2 _ 13 =22_92.1. Y (L 13=(p—"2_22 122 _(p_2,.°
z*—Tex+13=2x 5 2+ 3 2-1—3(33 2) TR (x 2)+4
c)
2?2+ 18z +81=2+2-9-2+9% = (z +9)%
d)
2 2
5 5 5 5 25
2 —2249.2. 2) —(2) = oy 22
¥ +br=a"+2 5 x+(2> (2> (:r+2) T
e)

2 +17.

Uttrycket dr redan kvadratkompletterat eftersom det endast innehaller kvadrater och
konstanter.

2.29
a 2 /a2 2 a
2 — 2 P—— —_ — — = 72—7: 2 2 2
v ar =" 423 x(z) (2) (33—%—2) 1 (x4+b)*+c —= {C——a4
2.30
a)
422 —4 42 —-1) 2@ -1)(z+1)
20+2  2@+1) z+1 =2z =)
b)
-1 (z—-1)(z+1) z+1
2-2zx+1  (x-12 -1
c)
11 P Pt —y® 0 .
x? oy (ay)? (zy)? (xy)?
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2.31
a)

2 n r 1 2 n T _ 1 _
3r+9  22-9 22-6 3(x+3) (z+3)(z—-3) 2x-3)
22w —-3)+x-3-2-3(x+3) 4r—-12+6r—-3x—-9
B 3:-2(x—1)(z+1)  6(z—3)(z+3)

B Tr —21 B 7(x —3) B 7
6z —3)(x+3) 6(x—3)(z+3) 6(x+3)
b)
5 8  3x+7 5@@+1)+8x-1)-@Be+T)
r—1 z+1 22-1 x2 -1 B
_br+5+8—-8-3x—-7  10x—-10 10(zx—-1) 10
B (z+1)(z—1) S+ D@-1) (z+D@E-1) z+1
2.32
a)
3r—y 2y 3 —y—2r—-y) -2y zx—y 1
a2 —2azy+y? w—y (v—y? (z —y)? C(r-y)? a—y
b)
a L 20 a n 2b B
a? +4ab+4b2 a2 —4b2  (a+2b)2  (a—2b)(a+2b)
_ala—2b) 4+ 2b(a+2b)  a® —2ab+ 2ab+ 46> a? + 4b?
(a—2b)(a+2b)2  (a—2b)(a+2b)2  (a—2b)(a+2b)2
2.33
1 N 1 N 1 (=3 +(x-2)+(x—-1)
(z—1)(z-2) (-1)(-3) -2@x-3)  (z-D-2)(z-3)
3z —6 3

C@-N@-2)(e-3)  (z-1)(@-3)
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2.34

22 4+3z—-3

2 +32 -2 4+ 2w —1P+a+1
—23(2® x4+ 1)
32t =325 — 22+ 22— 1
—3x(2® +x+1)
—32° — 42—z —1
—(=3)(@®* +x+1)
—4x? + 22+ 2

Héarur avlases foljande

kvot: 22 4+ 3z — 3; rest: — 4z? + 2z + 2.

b)
Pyt +r+1
0 — 1z—1
—2%(x — 1)
0 — 1
—zt(z —1)
z? — 1
—23(x —1)
z — 1
—2%(x —1)
z2 1
—z(x—1)
rz—1
—1-(z—-1)
0

Ur detta finner vi
kvot: z° 4+ z* 4+ 2% + 22 + = + 1; rest: 0.

Att resultatet blir som det blir kan identifieras med geometriska serier/summor.
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2 — 2z +3
ot + 227 + 25| 2% +4x +5
—2?(2? + 4z +5)
—22% — 527+ 25
—2z(2% + 4z + 5)
327 + 10z + 25
—3(z® + 42 + 5)
—2x 410

Héarur avlises foljande

kvot: 22 — 2z + 3; rest: — 2z + 10.

2.35
a)

2?2 —4=(z—-2)(z+2).
b)

422+ 1=(x+1)>%
c)

2 —r=a@®—1)=z(x-1)(z+1).

d)

Hitta nollstéllen pa lampligt sétt.

/ 2
3 3 3 9 8
2— = = — — — = — —_— = =
T 3r+2=0 = =z 2:I: (2> 2 2:t 11
1

3 1 3 1 r =
27V17 2 2:{3;:2 =

— 22 -3x+2=(z—1)(z —2).

e)

Nollstéllen man bor hitta dr xzy = —2, 2o = 1, alltsa kan polynomet skrivas
2—x—2*=a(r —x)(r — x2) = a(z + 2)(x — 1),

didr a = —1 (koefficienten framfér termen med hogst grad).

2z —a2°=—(z+2)(x—1).
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f)

at =23 4 ? = 2% (2? — 20 + 1) = 2% (x — 1)2.

2.36
a)
2?2 —1=(z—1)(x+1).
b)
Polynomet har inga reella rotter, och kan dérfor inte faktoriseras mer.

z2 + 1.

)

Polynomet har en rot i x = 1, vilket betyder att det kan faktoriseras med hjilp av
polynomdivision.

24+l
3 — 1z—1

—z%(z —1)

Vi har alltsa att
1= (x—-1)(2*+2+1),

och den andra faktorn har inga reella rotter.
d)
Rot i x = —1. Polynomdivision.

2—x+1

—2%(z 4+ 1)
7 1 1
—(=z)(z+1)

z+1

—1-(z+1)

0

Detta betyder att
P rl=(z4+1)(2? —2+1),

dér den andra faktorn aterigen inte har nagra reella rétter.
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2t 1= 2% - D(@?+1) = (z—1)(z+1)(z* + 1).

f)

244271 = 2(23+27) och #3427 har en rot i 2 = —3, vilket aterigen gér polynomdivision
lampligt.

22 —3z+4+9
P+ lets

X

—2%(x +3)

322 + 27

—(=3z)(x +3)
9x + 27

-9 (z+3)

0

z* + 272 = z(z + 3) (2 — 3z +9).

g)

2% — 64 = (23 — 8)(2® + 8), dessa tva faktorer hanteras littast separat, den forsta har en
rot i x = 2; den andra i x = —2. For den forsta faktorn fas

2+ 2z +4

I — gl v —2

—z%(x —2)

27 — 8

—2x(x —2)
4o — 8
—4-(z—2)
0

och fér den andra blir rédkningarna i stort sett analoga

22— 22 +4
z° + 8l x+2

—2%(x +2)

227 + 8

—(—2z)(z 4+ 2)
4+ 8

—4 - (x4 2)
0

Sammanstallt har vi att

25 — 64 = (x — 2)(2® + 2z + 4)(x + 2)(2® — 2z + 4).
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2.37
2+ 2% 4+ 2 —92+6
z° — 1022 + 150 — 62— 1
—at(x —1)
¥ — 102% + 152 — 6
—23(x — 1)
23 —102% + 152 — 6
—2%(x — 1)
—927 + 152 — 6
—(=9z)(x — 1)
6x —6
—6(x —1)
0

Detta visar att
2° —102% + 152 — 6 = (x — 1)(z* + 2® + 2° — 92 + 6),

men z = 1 &r fortfarande en rot till polynomet, vilket betyder att polynomdivisionen
fortsétter.

22 +222 432 -6
2 + m2—9x+6ﬁ

—23(x — 1)

225 + 22— 92 +6
—222(z — 1)

327 -9z +6
—3x(x—1)

—6x —6
—(=6)(z—1)

0

Nu har vi att
25 —102% 4+ 152 — 6 = (x — 1)*(2® + 22 + 3z — 6),

dock &r x = —1 dnnu en 16sning, och vi har fa alternativ, féorutom att polynomdividera
lite mera.

22 +32+6

22 +222 +3x—6/r—1
—2%(x — 1)
327 +32 -6
—3z(x—1)
6x — 6
—6(z —1)
0
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Slutligen landar vi med faktoriseringen
2% —102? 4+ 152 — 6 = (x — 1)*(2* + 3z + 6)

eftersom andragradaren inte har nagra reella rotter. Vidare kan vi konstatera att nollstéllet
2 = 1 har en multiplicitet av 3 (potensen pa faktorn).

Alternativt hade man kunnat gora en kvalificerad gissning att, eftersom tredjegradspo-
lynom &r svara att l6sa och att vi borjade med ett femtegradspolynom, att nollstéllet
troligen har en multiplicitet av 3 och da kunde man utfort polynomdivisionen med
(x —1)3 = 23 — 322 4+ 3z — 1 direkt istéllet.
22432 +6
z° — 1022 4+ 152 — 6] #° — 327 + 3z — 1

—2?(2® = 322 + 32 — 1)

32" —32° — 927 + 152 — 6

—3z(2® — 32% + 3z — 1)

67" — 1827 + 18z — 6

—6(2® — 32% + 32 — 1)

0

2.38

Eftersom man inte vill anvinda den slutna formeln for ett tredjegradspolynom, borjar
man med att gissa en rot. Till sin hjilp kan man anvénda en sats, ndmligen rational
root theorem (man kan sikert soka sig till ytterligare information). Satsen séger bland
annat att om ett heltal &r en rot till ett polynom sa maste det vara en faktor av den
konstanta termen, detta kan ses av att ett polynom gar att skriva som produkten mellan
alla nollstéllen.

2" Fa, 2" L Fartag = (7 — ) (@ — ap_1).. (T — az)(z — ai),

dar a; € C, 1 =1, 2, ..., n &r polynomets nollstéllen. Faktoriseringen visar tydligt att
ap = (—1)"a,...aq, vilket betyder att om ett heltal ska vara en l6sning maste det vara
en faktor till den konstanta termen. Efter detta handviftande troliggorande av satsen
kan vi nu tillampa den.

p(z) = 2® — 22 — 4,
och 4 har faktorerna +1, +£2 och 44, vilket betyder att om ett heltal 4r en rot maste det
vara nagot av dessa alternativ. Man ser ganska snabbt att £ = 2 &r en 16sning. Bruket av

denna sats kan verka lite 6verflodigt i detta fall, men det &r bra att kénna till eftersom
man kan spara en massa tid pa att anvinda den fér mer komplicerade polynom.

224+ 2+2

- 2r—4/lr—2

—2%(z —2)
227 — 2z — 4
—2x(x — 2)
20 —4

—2(x —2)

0
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Kvoten gar inte att faktorisera mer, sa vi slutar med foljande resultat

plz)=2® — 22 — 4= (z—2)(z% + 22+ 2).
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Kapitel 3

Nagra saker som &r viktiga att tdnka pa nir man l6ser vissa ekvationer, eller olikheter: om
ekvationen innehaller rotuttryck, logaritmer, eller andra funktioner som inte &r definierade
pa for alla reella tal dr det viktigt att man kontrollerar att man inte har fatt en falsk
16sning. Detta géller dven for ekvationer som innehaller flera absolutbelopp. Vidare, nér
det giller olikheter, dr det viktigt att alla steg &r ekvivalenser och inte bara implikationer.
Exempelvis kan man inte multiplicera med z om det skulle sta i en ndmnare eftersom
man inte vet om x ar positivt, negativt, eller noll och alltsa gér man ett inskrinkande
antagande. Dessutom kanske det dr sa att x tillhor ett intervall som passerar nollan,
vilket betyder att x bade antar positiva och negativa virden. Problemet med att bara
multiplicera dr att man inte vet hur olikheten paverkas - om man multiplicerar/delar
med ett negativt tal maste olikheten byta riktning.

Hur ska man gora da? - Jo, man flyttar allting till ssmma sida om olikhetstecknet och
sitter det pa ett gemensamt bréakstreck. Sedan faktoriserar man allting sa langt som
mojligt och gor till sist en teckenstudie for att se nér uttrycket &r positivt, negativt, noll,
och/eller odefinierat.

3.1
a)

Likheten &r uppfylld nér nagon av faktorerna &r noll.

.’Elz].,
IQZQ,
I3=3.
b)
1‘120,
x(w2—4):x(ﬂc—2)(m+2)20 = @9 = -2,
1’3:2.

c)
xr1 = —6,

2?24 10r+24 =22 +102+25-1= (2 +5)2?-1=0 = 2+5=+1 — { A
To = —4.

d)
2?2 +10x+25 = (z +5)2 =0 = 2, = 29 = —5 (dubbelrot).

5)

x1 =0,
:0,
234100+ 24a = 2(2® +1024+24) =0 — ") R
22+ 10z +24 =0 )
r3 = —
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f)

= = 0
ot +102° + 2502 = 22 (z + 5)2 = 0 = {xl 2=
T3 = Ty = —5.

3.2
a)

Vi vill att uttrycket ska bli noll vid insédttning av x = 2,
B +dr+al _,=0 = 2°+4-2+a=124a=0 = a=—12.

b)
B +br+12],_, =0 — 3% +b-34+12=21+3b=0 = b=—T.
3.3
For ett allmént polynom av grad n géller
™+ ap 12" Farrtag = an(r —21) (T — 22) (T — 20 1) (2 — 20),
dar i, kK = 1, ..., n r polynomets nollstéllen. Alltsa behover man bara hitta alla

nollstéllen och identifiera koefficienten framfoér termen med hogst grad. Jag kommer inte
att explicit skriva ner pg-formeln/kvadratkompletteringen for varje ekvation eftersom
det dr bara modosamt.

a)

Losningarna till p(z) =22 —z — 3 =0 ar

$1:%7
1‘2:_%,
3 1
n=2 a=1= p( )=a2($—$1)(1‘—$2)=(95—5)(33"'5)

b)

Lésningarna till p(z) =22% =32 —2=0 <= 22— 32 -1=04r

T :2,
1
T2 = —35,

n=2, ay=2 = p(x) =ax(x —x1)(r — x2) = 2(x — 2)(x + %).

c)

Losningarna till p(z) = —2% + 2 + 12 =0 ér

T = 4a
Ty = —3,
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d)

2
1 1 1 1 1
p(sc)::L‘3—:C2+4m:aj(sc2—aj+4):55(332_2.23;+(2> )=a(z— =) =

xle,

= p(z)=0 = {

1
Ty = X3 = 3,

n=3,a3=1 = p(x) =as(z—x1)(x—22)(x—23) = (ac—O)(x—%)(x—%) = x(m—%)2,

den faktorisering var redan gjord ovan och att den skrivs ner igen dr mer for att vissa
hur allménna polynom skrivs som en produkt av deras nollstéllen.

e)
p(z) = 32% — 62% + 150 = 3z(2? — 22 + 5),

andragradsfaktorn har inga reella rotter, sa faktoriseringen &r redan fiardig och den enda
(reella) roten dr x = 0.

f)
px) =2 —622 +8=[t=a?=t> -6t +8=0 =

t=2, 2 =2, T1o = +V?2,
— —t et ’
t=4 22 =4 T34 = 2,

n=4, ag =1 = p(a) =as(z — z1)(x — 22)(x — x3)(x —34) =

=(z—-V2)(z+V2)(z—2)(z+2).

31



Markus Bolinder

3.4

Basen 6 cm och benléingden 5 cm ger omkretsen O = 6+ 2 -5 = 16 cm. Hojden kan fas
genom att betrakta halva basen och sedan anvénda Pythagoras sats, eftersom det ger en
ratvinklig triangel. Detta betyder att benet kommer att vara hypotenusan,

2
6
(2> +h*=5% = h?=16 = h= t4dcm,

dar den negativa losningen forkastas eftersom den inte &r fysikalisk. Med detta kan vi
berékna arean, basen b och hojden h,

Vi soker nu en annan likbent triangel med samma omkrets och area. Lat basen betecknas
med x, och hgjden med y. Vi kan nu bestdmma benldngden genom att anvinda Pythagoras

sats igen:
2\’ 2\ >
22 = <2) + yQ = z = (Jf) (2> + y27

dér den negativa roten aterigen forkastas.
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Ekvationerna for arean och omkretsen blir nu

A=12=7%, x:%‘7
2 = 2
O=16=x+2z=x+21/(%) +92 424/ (%) +y2 =16,

insédttning i den andra ekvationen ger

/ 24 12 122
+y2=16 = 8 — — = | —5 +y?
Y y?

122 12 122 122
(S—f)2 f-i-y — 82-2.8. —+ =ty =
Y y? Y Y
192 122 122 192
64—74—? ?+y :>y—64+7—():>y—64y—|—192—0

Den triangeln vi borjade med uppfyller ekvationen som har stéllts upp, vilket betyder
att vi vet att y = h = 4 &r en 16sning. Detta betyder att vi kan utféra polynomdivision.

Y+ 4y — 48

v — 6dy+192]y—4
-’y —4)
497 — 64y + 192
—4dy(y — 4)
—48y + 192
—(—48)(y —4)
0

Alltsé #r y3 — 64y + 192 = (y — 4)(y? + 4y — 48) och

y1:47

3
Gy +192=0 =
v {yz,g — 2452 = -2+ 2/13,

dér y3 ignoreras eftersom den &r negativ, vilket inte &r en onskvird egenskap hos hojd.
Slutligen kan vi nu beréikna triangelns sidor.

24 24 12 —1 -1 —12(1 1
L2 _ iV SOV

y  —2+42/13 —-1++13 —-1-+13  (-1)2-13

Z\/(§>2+y2\/<1+2\/ﬁ>2+(2+2\/ﬁ)2

1+2VI3+1 14+ 2V13 + 224 — 321
:\/W+4—8\/ﬁ+52:\/ + 3+4 32VI3 _

_ V225 -30VI3 413 VU5 VIE 15 VI3
- 2 B 2 2
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3.5

I samtliga deluppgifter kommer jag att skriva vilka véirden pa = som inte &r tillatna, och
sedan antar jag indirekt att x inte antar dessa virden, vilket tillater mig att multiplicera
med nimnarna - jag multiplicerar alltsa inte med 0.

a)
Forst konstaterar vi att z £ —1, 0, 1 eftersom ndmnarna da blir 0.

1 1 1
+-+——=0=
r—1 o x+1

= 2+ D+ (@-DE+D)+a@z-—1) =2 +r+2°—14+2°—2=32"-1=0 =

1
ﬁmziﬁ.
b)
Aterigen kan = # 1, 2, 3, 4.
1 1 1 (r—=2)—(x—1) (z—4)—(r—23)
t-1 -2 2-3 z-4 (z—-1(x-2)  (z-3)(z—4) —
— - Da-2=@-3a—1) =

(z=Dx-2) (z—-3)(xz—4)

5
— 22 -3x+2=22-T2+12 = 42 -10=0 = T=5

c)
r#0, 2, —3.
1 1 .
x2_2x+x2+3m = r+3+2-2=0 = r=—3.
d)
T # -2, 2.

1 T+ 2 x? —z2 9 9
x+2 -2 4—22 (z-2)(z+2) v (z+2) v

2

— r-2— (P +424+4) =2 = 32r-6=0 = x=-2,

men som jag har skrivit ovan far z # —2, vilket betyder att det saknas losning till
ekvationen.
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3.6

Anta att baten ros med konstant hastighet. Vi maste dela upp problemet i tva fall,
forst nér man ror lings med stréommen och sedan nir man ror mot strémmen. Nagra
beteckningar: strickan s = 6,4 km, total tid ¢ = 2 h, tiden det tar att ro med strémmen
t1, tiden det tar att ro mot strémmen to, stromhastigheten v = 2,4 km/h och den sokta
hastigheten v. Av rimlighetsskil maste dven t; + t3 =t och ¢; < to (det gar snabbare
att ro med strommen). Vi far foljande ekvationssytem (s = vt):

b =

v—u)ty =s, vtu’ =
vt VW)t —ty) = s = 5 — @owi=s
th+to=t = to=1—11

(v+u)t; =s, B
t

- “’;ﬁ)tu‘s — s =) = (0= W (o+u)t— s(v+u) —

2— 2 sv— su = u’t =0t 25v:>1)—2 v—ul=0 =

/ / 4

Den negativa losnmgen har forkastats av ett antal skél.

- sv—su—

3.7
a)

— 1
\/x+2—x:>x+2—x2<:>{x ) ’
x=2.

Eftersom vi har kvadrerat ett rotuttryck och #ndrat definitionsméngden vi jobbar i
(x > —2 — z € R) &r det klokt att testa de mojliga 16sningarna. Detta visar att © = —1
ar en falsk 16sning, men x = 2 fungerar.

b)
— 1
Vi+2=—-1 = 2+2=1% < {x ) ’
T =2.

Aterigen testar vi det vi har fatt fram, och hér ser vi att & = 2 &r en falsk 16sning, medan
r = —1 &r giltig.

c)
~Vr—-2=4 = Vr-2=2-4 = r-2=2"-82+16 =
=3
— - 9r+18=0 — {x ’
T = 6.

Test av l6sningskandidaterna ger att endast x = 6 fungerar.
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3.8
a)

V+2=12r+1 = 2+2=20+1 < x =1 (giltig).

b)

V3z4+2=vV22+1 = 3z+2=22+1 < z=—1,

vilket &r en falsk rot eftersom diskriminanterna blir negativa.

c)
Vr+2=+z = z+2=1x = losning saknas.

d)
— 2’42 -6=12° — x = 6 (giltig).
e)
B+Vr)(3—vz) =8V = (9—12)* =642 —
=1 (gilti
= 81— 18z +2% =6dr <= 27 — 820+ 81 > { (giltig),
x = 81 (falsk).
f)
Vi VBT o Vi =TT =
=7 voin
3 9 9
= 2-2/a-—=+-=3+2 & - =9 < z=1(falsk).
Vo ooz T
3.9
Inses latt.
3.10
Inses latt.
3.11
a)
1
r+1<2 x<§.
b)
1

—3r+2<1 < 1<3x <:>x2§.
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r+1>4rx+5 <— —4d>x < < —4.

d)
(z—3)(z+3)<2? <= 22 -9<2? <= -9<0,
olikheten &r oberoende av x och sann, vilket betyder att den &r uppfylld for alla virden

pa .

3.12
a)

Losning finns redan.

b)
T+ 4

< 0.
rz—1

Det &r i princip samma uppgift som a), men med olikheten vind at andra hallet, sa det
ar bara att vinda alla olikheter, vilket ger att

-4 <x<l1.

z+1
z(x —1)
Faktorisering och uppstéllning pa gemensamt brakstreck &r redan gjort, sa det &r bara att
skriva upp teckentabellen direkt. De virden pa x som ér relevanta #r alla som faktorerna
byter tecken vid, det vill siga deras nollstéllen. Uttrycket &r negativt nér vi har ett udda
antal faktorer som &r negativa, §-tecknet betyder att uttrycket inte &r definierat for det
virdet pa x.

< 0.

T -1 0 1
z+1 |- 0 + + + + +
T - - -0 4+ + +
z—1 |- - - - -0 +
x+1
a:(:rtl) - 0 + § - § +
Vi ser nu att
r+1

<0 <<= < —-leller0O<xz<l1.

z(x—1)
d)
Olikheten (z 4 2)(2x — 1) > 0 ger foljande teckentabell:
x 2 1/2
T+ 2 -0+ +  +
2z — 1 - - - 0 +
@+2)2z—-10) |+ 0 - 0 +
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1
= (+2)2z-1)>0 < a?<—2ellera?>§.

3.13

Losning finns redan.

3.14
a)
22 +1 22 1 1 1
<x <= —+—<rx <<= r+—<z <= —<0 <<= z<N0.
xr xr X X
b)
222 222 222 — 2)(z —2
* <xr—2 <— I —r4+2<0 <= z (2 +2)(z )<0<:>
T+ 2 T+ 2 T+ 2
222 — (22 — 4 244
x4 — (z ):x—i— <0,
T+ 2 x+ 2

22 +4 > 0 for alla 2 € R, vilket betyder att det bara fir nimnarens tecken som &r relevant.
r+2<0 < x< -2, vilket &r vart svar.

c)

) 22+14+1 2241 1 1 1

— > 1 = = =1 >1 &< — >0,
2 +1 2 +1 x2—|—1+x2+1 +;z:2—|—1 2 +1

likartat med b)-uppgiften #r 22 + 1 > 0 for alla z € R, vilket betyder att olikheten #r
uppfylld for alla reella x.

3.15
a)

<4 = 27 -4<0 = (z+2)(z2-2)<0 =

T -2 2

T+ 2 -0+ + +

x—2 - - - 0 +
(z+2)(x—=2) |+ 0 - 0 +

= 22 <4 = 2<x<2

Alternativt kan man se losningen direkt eftersom 42 kvadreras till 4 och ddrmed maste
z ligga mellan.
<4 = |1]<2 = 2<x<2

men metoden ovan med teckentabeller d&r mer allmén och algoritmisk, och bor nog
anvédndas om man kénner sig osdker.
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b)
Samma som a), men med vénd olikhet, och alltsa far man att

z < —2eller x > 2.

)
(z+1)2>@+5)? &= (+1)* - (@+5)?>0
= (z+1)—(z+5)((z+1)+(z+5)) >0 <= —4(2z+6) =—-8(z+3) >0 <
— r+3<0 <= z< -3

Notera att olikheten byter riktning nédr man delar med —8.

3.16
1 -2t 1—at 1—at
—@rie T s @i T Tty S T
PR L S et WP IPIN kPPN
—xt =222 a2t 4 222 zt + 222
rt—1 xt 4 222 -1 — 222 227 +1
ot 202 ot 222 sV xt + 222 <0 = x2(z2 + 1) > 0.

Olikheten bytte riktning i det sista steget eftersom jag delade med —1. Utifran denna
uppstéllning ser man att bade 222 + 1 och 22 + 1 #r strikt positiva for reella z. Vidare
ar dven 22 > 0, x # 0, vilket betyder att olikheten &r uppfylld for alla x # 0.

3.17
a)
4 =1
x+;:5 = 22 4+4=51 < 22 —5r+4 — {x 4’
b)
4 4 244-5 -1 —4
o Sh e g 50 e TFETOT w>0,
x x x x
vilket ger upphov till féljande teckenschema,
z 0 1 4
z -0+ 4+ + + +
r—1 - - - 0 + + +
x—4 - - - - - 0 +
DD 1§ + 0 - 0 +
dér vi ser att olikheten &r uppfylld precis da 0 < z < 1 eller z > 4.
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Kapitel 4

Nedan foljer nagra relationer som antagligen kommer att vara till hjalp. Om man har
en aritmetisk talfoljd, det vill sdga en talfoljd dér skillnaden mellan tva efterfoljande
element #r konstant (ag+1 = ax +d = ar = a; + kd), giller den hir formeln for
summan av alla termer.

Zak _ n(ay + an). @)

Uttryckt i ord séger att summan #r lika med antalet termer ganger medelvardet
av den forsta och sista termen. Hérnést har vi formeln for en geometrisk summa.
En geometrisk talféljd &r en déar kvoten mellan tva efterféljande element &r konstant
(bk+1 =rb, = by = kal).

n rm 1 1—pn (kvoten)(antalet termer) _ q
b, =10 =b forsta t . 4
; k=01 (R (forsta termen) licvoten) — 1 (4)
nl=nn-1)(n-2)...-3-2-1. (5)

beskriver hur fakultetfunktionen dr definierad, speciellt &r 0! = 1. Den kombinatoriska
tolkningen dr att n! beskriver hur manga olika sidtt man kan ordna n olika saker, det vill

séga antalet permutationer. Exempelvis &r antalet 6rdman kan bilda med bokstédverna
abcd”4! = 24.

(Z) _ (ﬂk) _ k!(nni o= n(n —1)...(n — :!+ 2)(n—k+1) -

Binomialkoefficienten, som visas i @, anger hur man séitt man kan vélja k saker fran

n ting, det vill sdga antalet kombinationer. Exempelvis om man koper glass och det

finns tio smaker och man vill ha tva kulor, sa kan man bilda (120) = 45 olika glasstrutar

om man inte bryr sig om ordningen. Slutligen har vi binomialsatsen, (7)), som &r en
generalisering av kvadreringsreglerna.

e =3 (1)e @

Som i Kapitel 2 kommer jag inte alltid att hinvisa till ovanstaende relationer nér jag
anviander dem i uppgifterna, men ibland gor jag det.

4.1
a)

Det bara att berikna alla termer for sig, eller sa anvinder man den slutna formeln for
summan av kuber som man definitivt har i huvudet:
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i”g = (m(m2+1)>2 =[m=5]= (5(5;1)>2 = (320>2 =157 = 225.

Anmirkning.
m(m+ 1) m m 2 m 5
LA S D0 I S
n=1 n=1 n=1
= (14+2434+ ... +m-D)+m)*=13+2°+3> 4+ .. + (m—1)> +m?,
vilket dr en ganska hdftig likhet.

b)

Aterigen r det bara att siitta in virden och berikna summan for hand, men man kan
ocksa anvinda slutna formler igen (férsta termen &r 0):

n

o nn+1)2n+1)
W= 6

4 4
44+ 1)(2-4+1 4(4+1 180 20
— YRk =Y koY p= TV ATD AUl 180 20,
k=0 k=1

c)
100
D 3=(100-2+1)-3 =297,
k=2
det ar 99 termer eftersom man inkluderar bade k = 2 och k£ = 100.

d)

i3=(n—m)~3=3(n—m+1).
k=m

4.2
a)

Det som varierar d4r ndmnaren och den ¢kar med 1 i varje term
10
>
e
k=1
b)

Den sista termen anger formen pa termerna i summan, och den borjar med 2 - 3, vilket
ger

i:k(k +1).
k=2
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c)

Geometrisk summa med kvoten r = 3 som bérjar med 1 = 3" och slutar pa 243 = 35,
alltsa kan summan skrivas .

S

k=0

4.3

Anvind

100(1 + 100)

1+2+3+...+99+100 = = 5050.

4.4

Annu en aritmetisk summa, men nu #r termerna de som ingar i talfsljden 3, 6, ..., 96, 99.
Detta ar 33 termer, vilket betyder att

33

33(3+99
Z3k = % — 1683.
k=1

4.5
I f6ljande deluppgifter anvinds .

a)
L 10(1 + 10)
]. ves = = = .
+2434..49+10=) k 5 55
k=1
b)
o 10(4 + 40)
4+8+124 .. +36+40= ) 4k = ———" =220.

k=1

Alternativt kan man faktorisera ut 4 och sedan anvénda resultatet fran a)-uppgiften.

c)
i 10(3 + 39)
3+7+11+...+35+39=Z(4k+3):f:210.
k=0
d)
10 11(—3 + 97)
—3+7+17+...+87+97:Z(lOk—B):#:517.

k=0
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4.6
a)
ng_w = 360.
2
b)
i(i‘k”): 15((3-142)+(3:15+2)) _ 00
k=1 2
c)
= n(3-142)+(Bn+2) nBn+7)
;(%4—2)_ 5 =———=
_ n(3n+3)+4n _ 3n(n+1) +om.
2 2
d)
Z (ak + d) *a2k+2d—n7+l>+nd.
k=1
4.7

Nu kommer att anvindas flitigt. Man kan alltid fa kvoten genom att dela tva pa
varandra foljande element i talfsljden, vilket demonstreras évertydligt i a), men inte i
resterande deluppgifter - dock anvéinds samma metod.

a)
r:%:%:%:%’zﬁ_Q och det a4r 6 termer.
> 26 _ 1
14+2+4 1 2=V "92k=90.2 ~ _96_1_¢3
+24+448+16+32=>) 51 63
k=0
b)
r=-3 — 1—3+9—27+81—243—§5:(—3)’“—(—3)0 &—@——182
B _k:O B -3—-1 -4 :
c)
1 1 1\*
r:2och128:2-<2> (alltsa &r det 9 termer) =
8 k 1 1
11 1 1 — (3 1-:5 511 511
= 2+1 — 2 2/ —9. - _S12 _y4. - —
Tyt T T s T kz:: (> 1—% 1/2 512 128
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d)
10 610—1
r = e och 10 termer — e—&—eQ—i—e?’—l—...—i—ew:Zek:e-i.
Pt e—1
e)
9 _)10 1 1 _ g0
r = —z och 10 termer —> 1—x+x2—m3+...—x9:Zxk=x0( 7) 3:
—r—1 1+

4.8

Bara ténk igenom hur manga termer som varje summa innehaller och vilken den forsta
termen é&r, sedan ar det bara att anvinda .

a)
10
211 1
3.28=1. =321 —1).
k; 51 =3 )
b)
10
210 —1
3.-2F=3.2. =6(21—1).
c)
10
28 1
d 3.2b=3.2%. T— =24(2° - 1).
s 2—1
d)
- ok _ q. m.2n—m+1_1_ Com _ (on—m+1 _
> 3-2F=3.2 =3-2m.(2 1).
= 2-1
4.9
a)
n n k 1\n+1
1 1— (4 1
d 3.27F=3 () =3-1 (2)1 =6(1— >—7)
k=0 k=0 2 2 2
b)
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100

1,05)101 — 1
» 1000 (1,05)" = 1000 - 1 - (10% = 20000 - ((1,05)'" —1).
n=0 ? -
d)
2n k 1 2n+1
1 1 1 1 1 1— (_7)
l—c+-—cH .+ =r=-1/2] = (_> —1. 2/ _
2 4 8 22n kZ:O 2 1—(-3)
2 2—2n + 1
=21 2—2n—1 _
e R
eftersom 2n + 1 &r ett udda tal #r (—1)2"+! = —1.

e)
Léttast &r att bara berdkna termerna for hand, men med lite vilja och kunskap om
derivator kan man fixa en sluten formel. Betrakta funktionen

n

fla) =" kat,

k=2

vi vill bestdmma f(—1), da n = 5.

k=2 k=2 k=2 k=2
_xi x2 LL‘n_l—l _‘,Ei Jin+1—.’L'2 -
T dx r—1 T dx rz—1
((n+ 1™ — 2z)(x

(n+ 1Dz — (n+1)a™ — 222 + 22 — 2"t + 22

(z —1)?
~na™? — (n+ 12"t — 2?4 222
B (z—1)? '

Uttrycket ovan géller dock bara om = # 1 eftersom vi har anvént formeln fér en geometrisk
summa. Att byta plats pa summatecknet och derivatan gar ocksa bra eftersom vi har en
dndlig summa, sa konvergens &r inget bekymmer. Om z = 1 blir

- - n—1)(2+n n+2)(n—1
f(1)=kzz2k-1k=kzz2k=( )2( tn)_(n+ >2( ).

Vi har nu bestdmt en sluten form for f(x), ndmligen

nz"t2—(n4+1)x" -2 4222 41

($—1)2 ? €T 9

Ho) =9 (ma2)(n-1) p=1.
5 )
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Detta betyder att vardet vi soker blir, med n = 5,

5+2 5+1 3 2
el )Gy - () 2(g)”
2 (-1 -1)2
- F -GSk d R 4 5 12416+64 463 7
N (—3/2)2 B 9/4 9 128 -~ 9.128 32

Om man lidser Funktionsteori kommer denna typ av berdkningar fér att bestdmma en
formel for en summa att dyka upp igen.

4.10
2 7 ’ % 8 —1
p(z) =2+ 204222 + ... + 22 :kzzozx e
3¥-1 4
= p(3)=2- = 3% — 1 = 6560.
3-1
4.11

Fran 2011/12 till 2020/21 &r det 10 arsskiften, vilket betyder att det totalt &r 12 stycken.
Vidare kommer varje inséttning att vixa med en faktor 1,02 varje ar som det har suttit
pa banken, den forsta insdttningen vixer ddrmed 11 ganger. Om man ldgger ihop detta
ska man alltsa berikna summan

2000 - (1,02)* + 2000 - (1,02)'° 4+ 2000 - (1,02)% + ... + 2000 - (1,02)* + 2000 - (1,02)° =

11
= 2000 (1,02)* = 2000 -
k=0

(1,02)'2 — 1

= 12 1)~ .
oz 1 = 100000((1,02)'% — 1) ~ 26800 kr

4.12

Mellan varje studs, forutom den forsta, ror den sig forst upp en viss striacka och sedan ner

samma stricka igen, vilket betyder att man maste multiplicera alla intermediéra studsars

hojd med tva. Vi antar ocksa att all energi bevaras och att all kinetisk energi omvandlas

till potentiell energi, som &r proportionell mot héjden pa studsen. Detta betyder att

bollens studsar kommer att minska i hojd med en tiondel ocksa (alltsa nio tiondelar

bevaras). Innan den forsta studsen rér sig bollen 1 meter, mellan den férsta och andra
9

ror den sig 2 - 1- 75 och sa vidare. Vi betraktar stréckan vid den tionde studsen, vilket

betyder att den sista strickan som inkluderas i summan &ar 2 - (19—0)9.

9 92 9\° 9\?
142 —+2.(= 2 (= 2. (Z) =
r2gre () vz (g5) +2 (5)



Markus Bolinder

4.13

a)
Anvéind (B), '=7-6-5-4-3-2-1 = 5040.

b)
Anvind @’ (;) = 3!(77i3)1 = % = 35.

c)

Anvind @ (990) = (10012900) = (") = 12557 = 500500.

4.14

For dessa uppgifter kan man antingen anvinda direkt, eller kdnna igen monstret
i Pascals triangel och direkt skriva upp utvecklingen, vilket d)-uppgiften antyder. For
fullstéindighet skriver jag upp hela binomialsatsen for att gora dessa utvecklingar.

a)
> /2
a+b)?2=n=2]= a®> kbt =
( K
k=0
= ((2)) a* %" + G) a* 1ot + @) a*7?b* = a® + 2ab + b°.
b)
2. /3
+ b a3—kbk —
(a k
k=0
= (3) a7 00 4+ (i’) a7t 4+ ( ) 572p2 4 @) a®73% = a® + 3a®b + 3ab® + 1P,
c)

@ n =p=g=3 ()=

k=0

(4 400 4\ 411 4\ 40,0 4\ 4 3,3 A\ 444
—<O)a b—|—<1)a b—|—2a b—|—3a b—|—4a b* =

= a* + 4a®b + 6ab? + 4ab® + v
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d)

Raderna i Pascals triangel ges av att man adderar dem tva ovanliggande talen for att
fa det aktuella talet. Det som talen anger &r binomialkoefficienterna, @, dar n ges av
raden och k av hur langt in i raden man &r - bada riknat fran 0.

1

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Ur detta kan man alltsé direkt se att, exempelvis,
(a+b)® =a® +8a"b+ 28a°b? + 56a°b* + 70a*b* + 56a°b° + 28a*b°® + 8ab” + b°.
Dock maste man vara forsiktig om man har nagot i stil med
(2a — b)3(2a + (=b))®> = 1-(2a)® +3 - (2a)*(=b) + 3 - (2a)(=b)* +1- (=b)® =

= 8a® — 12a°b + 6ab® — b3,

eftersom koefficienterna 2 och —1 paverkas av potenserna ocksa.

4.15
a)
Som 4.14 b) med a = 1 och b = z: 1 + 3z + 322 + 3.
b)
. /3
(B-22)=)" <k> 33k (—22)k =
k=0
— (230200 + (3) 35t 2wyt 4 (P )33 2(cam) 4+ ()33 (20 =
0 1 2 3

=1-3%-1+3-3%(—22)+3-3(—22)*> +1-1-(—22)% = 27 — 542 + 362% — 82°.

c)

Som 4.14 ¢) med a = 1 och b = x: 1 + 4 + 622 + 423 + 2.
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4.16
15 15 15 15
(x+1)15:Z(k>x15_k1k: <k)x15_k = ¥ = k=2 =
k=0 k=0
15 15-14
= (2>= 51 =105
4.17
°. /8 °. /8
(3—x)8:2<k>38—k(— )k=2<k>(—1)k38—kmk = [ = k=3 =
k=0 k=0
3 3 a8-3_ 8:T7-6 5
— (3) (1) 3578 = — o 3% = ~13608,
4.18

Den konstanta termen fas da man har z° = 1 som en faktor.

15 k 15
1 15 - 1 15
(12 + 5)15 — 2 : <k>(x2)15 k<x3) _ z: (k>x2(15_k)33_3k —

k=0 k=0
15 15
_ 15 30—2k—3k _ 15 30—5k
=3 () =3 (a0 —
k=0 k=0
— [ = 30-5k=0 <= k=6 =
(15) _ 15-14-13-12-11-10

== 6 Gl . = 5005.
4.19
= (16 16—k 2 (12 12—k
(e~ 2~ (4 3)2 =Y <k>(9:3) (2f -3 <k)(x4) 3 —
k=0 k=0
16 12
_ 16) 3(16-k) k 12\ s(12-k)ak _
_Z<k)x (D=2 () )=
k=0 k=0
16 12
_ 16 ke, A8—3k 12\ ok as-ak
—Z<k>(—2)a} —Z L 3z .
k=0 k=0

Utifran detta ska vi nu hitta den hégsta maéjliga potensen av x, sa det dr bara att betrakta
48 — 3k och 48 — 4k, vilket visar att den hogsta potensen &r 48, foljt av 45. For z*® blir

koefficienten 16 1o
-2)% - 30 =0,
()= (0)

alltsd tar 2*8-termerna ut varandra i respektive binomialutveckling. Detta betyder att
2% dr den hogsta potensen, och den férekommer bara i den ena utvecklingen, si den
kommer inte att forsvinna. Termen fas av att sétta k = 1 i den forsta summan:

<]‘16> (72)11,48731 — 7321,45'
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4.20

Losning finns redan.

4.21

Inspirerade av uppgift 4.20 gor vi f6ljande omskrivningar:

e () () ()l

4.22

10 10
1
(a+22)10 = g <k0)a10k(2z)k = E 2kql07k gk — 2 —= k=8 =
k=0 k=0

10 10 10-9
= < ) 2281078 =180 «— 256a2<2) = 256a2ﬁ = 256 - 4502 = 180 <—

8
— o= L 41
a”- = — = — a = —.
256 64 8
4.23
a)
(J,():l7 —
ar = 2ax—1, k=1,2, ..
= a1 =200 =2 = a3 =2a; =4 = a3z = 2a, = 8.
b)
a():l,
=
ak:ai_l—l, k=1, 2, ...
:>a1:a(2)71:0:>a2:af71:71:>a3:a§—1:0.
4.24

Basfallet ar for k£ = 1, vilket summeras till 1, och

1 (14+1)(2-1+1)
6 - )

vilket visar basfallet. Vi antar nu att formeln géller upp till n:

Xn:kg _n(n+1)2n+1)
= 6 ,
k=1
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och vill visa att det géller fér n + 1 ocksa.

n+1

Zk2 :ikQ—k(n—i—l)Q = n(n+1)6(2n—|—1) +(n+1)* =
k=1 k=1

nlzn n2 n n
:(n+1)<(26+1)+(n+1)>:(n+1)2 + ;6 0

1)(2n?
_ DT EO) L formeln] = _

(n+1)2n+3)(n+2)

6 6
(1R +1)((n+1)+1) 0
5 .

4.25
Basfallet (n =1):

1.0 + T

1= 5
Antag nu att
T1+ Ty
1+ +Ty,=n 5 .
Vi vill visa att L
1+
Ty 4 Ty g = (n+1)%.
T+ Tp
TLA st Tyt oy = (@1 Tn) F Tpgr =0 T

Eftersom zj, dr en aritmetisk talfoljd géller det att

Ti4+1 = Tk + d,
dar d ar en konstant. Detta betyder att vi kan skriva

Ty = Tpy1 — d,
upprepad anvindning av rekursionsformeln ger ocksa att

Tp41 = T1 +nd.
Alltsa ar PR

T+ Tn _ x + Tn+1 — Tn+1 _
n 5 +Xpr1=n 5 + 5 =
1+ Tpg1 T1+Tppr T1 Nd | Tpia 1+ Tpp 1 1
= - = 1)——————= d)+= =
A ;g gt~/ g (@tnd)+ 5T
T+ Tpyr 1 1 T1 + Tpyt

4.26
a)

Lat vikterna vara hogskolepodngen: vy = 5, vo = 3, vs = 4, med resultaten x; =

3,2, x0 = 4,2, x3 =5,0. Slutbetyget &r nu

3 3
5:3.24+3-4.24+4-5,0 48. 6
r = e ? ? ? = ! :4705$4
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b)
Beteckna medelpunktens position med x. Vi vill da att summan

4

ka(wk —x) =0,

k=1

dér xy och vy dr avstanden respektive vikterna i uppgiften.
4
> wplwp—2)=5-(0—2)+3-2-2)+3-(4—2)+1-(10—2) =
k=1

28 7
=-br+6—-3rx+12-3x+10—2=28—-12x =0 <~ sz:§dm,

raknat fran dnden dér vikten som viiger 5 kg héinger.

c)

Om vi betecknar

n
E v, =0,
i=1

Vk
ap = —,
v

sa blir

eftersom

n n n
— Uk _ k=1 Yk _
dook=) = STy b
k=1 k=1 =1

och alla vikter dr ickenegativa, vilket betyder att

n
’UiSZUi:v = ak:%G[O,l].
i=1

d)
== : T =121 + QoTs.

Har ser vi att med a3 = a och as = 1 — a, dér a € [0,1], blir 0 < ag, 2 < 1 och
041+Ot2:1.

<— : Z=ar+ (1 —a)xs,

om vi véljer &1 = @ och as =1 — « ar vi klara, eftersom definitionen for en konvexkom-
bination &r uppfylld. O
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Kapitel 5

5.1
a)

Riktningskoefficient k£ = 2 och skédrning m = —1.
4

b)
Riktningskoefficient £k = —1 och skérning m = 2.
3
)
1
2 -1 0 1
-1
-2
3
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c)

En konstant, horisontell, rak linje vid y = 3.

d)

Som i ¢), men vertikal eftersom den bestdms av z-koordinaten.
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5.2

I dessa deluppgifter dr det lattast att anviinda réta linjens ekvation pa punktform:
Y —yo = k(z — z9),

dér k &r riktningskoefficienten och (zg,yo) en punkt pa linjen.

a)
k=-1, (zo,y0) =(0,2) = y—2=-1-(z—-0) < y=2—u.
b)
k=3, (zo,y0)=(2,1) = y—1=3-(z—-2) < y=3x—05.
)
k=k, (z0,y0) = (a,0) = y—b=k(z—a).
d)

Punkterna (a,b) och (a + 1,b+ 1) ger

(a+1)—a

= (b+1)—b

=1= y—-b=1-(x—a) < y=xz+b—a.

5.3

Det dr bara att séitta in punktens koordinater och bestdmma a sa att likheten uppfylls.

5=a(-2)—3 <= a=—4.

5.4
Anta att y = kx + m i alla deluppgifter.

a)
Punkterna (—2,1) och (1,—2) ger

-2-1

S )

=-1=y=—-24+4m = 1=—(-2)+m = m=-1 =
= y=-—z—1.

b)
Punkterna (—1,2) och (2,2) ger

2-2

SR
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c)

Samma z-koordinat i punkterna betyder att det dr en horisontell linje z = 1.

5.5
Allmén form &r ay + bx + ¢ = 0 och k-form &r y = kx + m.

a)
Punkterna (—1,2) och (2,3) ger
3-2 1 z 7
k= == = y=- — 2=-1/3 — = - =
3-(-1) 3 y=g+tm /3+m m=g
x 7
— y=g+3 e 3y=rtT <> 3y-—r-T=0
b)
Punkterna (2, 3) och (—7,3) ger
3—-3
k:_7_2:0:>y:m:3=m:>y:3<:)y—3:0.

5.6

Lat punkterna betecknas med (z1,y1), (z2,92), och (z3,y3). Det ricker med att kolla
om de ger samma riktningskoefficient, det vill sdga om

ky = Y2 — 1 _ Ys — Y2 = k.
T2 — I1 xr3 — T2

a)
(r1,91) = (=6,5), (72,y2) = (=2,2), och (x3,y3) = (10, -8).
2—5 3
k= —  — =
T o (-6 &
—8—-2 10 5

(2 12 e

eftersom ki # ko ligger de inte pa samma linje.

ko

b)
(x1,y1) = (_7’ _5)7 (x27y2) = (37 1)7 och (333793) = (8

4).
1-(-=5) 6 3
5

T3-(-7) 10
4—-1 3
k = — = —
78-3 5
eftersom k1 = ko ligger de pa samma linje.

k1

Y
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5.7
Sétt y = y i samtliga deluppgifter.

a)
2e4+1=-32+4+11l <= 52=10 <= =2 = y=2-2+1=5 = (z,y) =(2,5).
b)

26 —3=5 <= 22 =8 <= =4 = (z,y) = (4,5).
c)

r=4 = y=32x-2=3-4-2=10 = (z,y) = (4,10).
d)

50 —4=5x+6 < —4 =06 (men det stimmer ju inte).
5.8

Losning finns redan.

5.9

For att rita kurvorna kan det vara lampligt att tinka sig att man utgar fran y = 22 och
sedan translaterar och skalar parabeln tills den blir pa rétt form. Alltsa om man har

=az’ +br+c= (2+9)+ = (2+2i + by’ £2)+ =
Yy =axr xr CcC = a\xr afE c=a\r 20,1: % % Cc =

:a(x+%)2f (2ba>2+0 = y—(c— (22)2) =a(z — (<2ba>2).

Alltsd dr en allmén parabel samma sak som y = 22 skalad med en faktor a och translaterad
. 2 2
till punkten (zo,yo) = (¢ — (%) , —(%) ).

a)
42 +2=2+224+1+1=(z+1)%>+1,

vilket visar att minimipunkten ér da x +1=0 = (z,y) = (-1,1).
22 +2r+2=0 <= (z+1)?+1 =0 (inga reella losningar).

Eftersom det minsta virdet som 22 + 2 4 2 antar ér 1, sa ér olikheten uppfylld for alla
reella x.
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b)

-1

1 1 1 1
2 _ = 2 _ _— - = Iy _Z
¥ —x=z :5—1-4 1 (x 2) 7

minimipunkten ges aterigen av att x + % =0, vilket ger (—%, —i). Vidare blir

2 T =
¥ —r=0 < z(z—-1)=0 < B

For att 16sa olikheten 22 — = kan man antingen faktorisera och anvinda en teckentabell,
eller resonera utifran kvadratkompletteringen.

—z2>20 <= (z—2)

1 1 1
220 = (z—2)2>

—
2 4~ 2

| =

1

1 1 1
<— z77>fellerxf§§f§ <= x> 1eller z <0.

272
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c)
1-22—2%= —(24+22)+1 = —(2® +2x+1-1)+1= —((2+1)> = 1)+1=2—(z+1)%

Parabeln har inget minsta vérde, eftersom den kvadratiska termen &r negativ, sa y-
koordinaten gar mot —oo, men den har en maximipunkt da x +1=0 = y = 2.

1-20—22=0 <= (z41)?=2 < z=-1+V2
1-20-22>0 <= 2-(2+1)?>0 <= (z+1)?<2 =

= V2<2+1<V2 = —1-V2<z<-1+V2
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d)

1 1 /1 1 1 1
2 1= 2 E = — =) = -)2— 1=
20 +r+1 =2z +2+2) 2(x +2x4 1 2) 2((m—|—4) 16)+
1

1

8
_ 2
—2(x+4) -

8+8

ytterligare en gang ser vi att minimipunkten &r (—7, %)

2(x + f)2+ =

1
202 +24+1=0 <= 2(z+ 1)2 + g = 0 (saknar reella losningar).

Vidare ér olikheten 222 + z + 1 > 0 uppfylld for alla reella 2 eftersom parabelns minsta

varde ar %.

5.10
y—2°—dr=0 <= y=a’+4dr+4—4=(r+2)* -4 > -4, likhet
= r+2=0 = (z,y) =(-2,-4).

5.11
Ins#ttning av punkterna (—1,6) och (2,3)iy =22+ ar +b =
6=(-1)24+a-(=1)+b, b—a=35,
3=224+a-2+b b+2a=-1
b—a=5 < b=5+a, a= -2,
— —
3a=—6 < a=-2 b=3.
5.12
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a)

Inses litt.

b)

Inses ldtt.

c)

Inses litt.

d)

Kvadreringen utfors forst.

e)

22 >0, z € R, vilket betyder att uttrycket alltid &r positivt. Vidare tar kvadratroten ut
kvadraten, men uttrycket forblir &nda postivt!

Va? = |z|.

f)

Om man byter ut  med —x i €) blir resultatet samma sak eftersom

V(=P = /(-1)%% = Va? = Ja|.

5.13

Om man har en ekvation pa formen |az + b| = ¢ har tva lésningar om ¢ > 0, en om
¢ = 0, och inga om ¢ < 0. Man kan hitta eventuella 16sningar ndr man bara har ett
absolutbelopp genom att ta bort det och séitt £+ pa ena sidan om likheten.

a)
|z =4 < z=+4.
b)
|z =0 < 2 =20=0.
c)
Saknar lsningar eftersom |x| > 0.
d)

= -2,

|x—2|=4 <= 2-2=44 <~ {
z = 6.
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=7
|z +4|=3 <= z2+4=143 = {x 1’
x=—1
f)
— 1
2r+1]=1 < 20+1=%1 < {x o
X = U.
g)
l-z|=1 e 1l-z==+1 < {x:O,
T =2.
5.14
a)
Eftersom

-z, x<0,

z, x>0,
x| =

behover man kontrollera att vx2 uppfyller samma sak. >0 = 22 >0 = Va2 =2
ochz <0 = =t t>0 = Va2 =,/(-1)2 = V12 =t = —z (lite handviftande,
men poidngen formedlas). O

b)

=2
\/(x—1)2:x—1|:3<:>x—1:i3<:>{I ’

T = 4.

5.15

Om man har en olikhet med ett absolutbelopp (det #r viktigt att det bara &r ett
absolutbelopp) kan man fortfarande anvinda genviigen att bara séitta +, men man far
vara lite forsiktig eftersom olikheten som &r kopplad till — kommer att byta tecken, vilket
man inser ldttare om man sétter + pa absolutbeloppets sida forst.

a)

|| =3 < x=43.

b)

] <3 <= +2x <3 <= -3<z<3.

|z| >3 < +2 >3 < x < —3eller z > 3.

62



Markus Bolinder

d)
= -2
|33—1|=3<:>x—1=i3<:>{x ’
=4
e)
[t —1] <3 <= £(z-1)<3 <= 3B<2-1<3 <= -2<z<4.
f)

[t—1]>3 <= +(z—1)>3 <= z—1< -3ellerz—1>3 < < 2ellerxz >4.

5.16

Los olikheterna och sedan markera pa tallinjen.

a)
2] <1 <= +2<1 <<= —-1<z<1
b)
|z] >2 <= +2>2 <= < 2ellerz > 2.

c)

[t —1] <2 <= £(z-1)<2 <= -2<2-1<2 <<= -1<z<3.
d)

lt+2| <1l <= £(z+2)<] <= -1l<z+2<1 <= -3<z<-1
5.17

Dela upp ekvationerna i tva fall baserat pa néir uttrycken i absolutbeloppen byter tecken.

a)
rT—3<0 <= <3 =
Fall1: (1t <3 = |z —3|=—(z —3))

—(z-3)=1-2z < —2+3=1-22 < == -2 < 3 (giltig 16sning).
Fall 2: (x >3 = |z —3| =12 —3)

4
r—3=1-2z < 3r =4 < x:§\23(falsklésning).
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b)
rT—2<0 <= <2 =
Fall1: (1 <2 = |z —2| = —(z — 2))

1
—(z-2)=z+1 <= 2r=1 x:§<2 (giltig 16sning).

Fall2: (z>2 = |z —2| =2 —2)

x—2=x+1 <= 0 =3 (falsk l6sning).

1
2r+1 <0 <~ :1:<—§ =

Fall 1: (z < -1 = [2z+1|=—(2z+1))

1
—2z+1)=2—-1 <= 32=0 <<= 2=0¢« ~5 (falsk 16sning).

Fall 2: (z > -1 = [2z+ 1| =22+1)

1
2+l=2-1 <= 2=-27% —3 (falsk 16sning),

eftersom bada l6sningarna &r falska saknas 16sning.

5.18
a)

Fall 1: (z <0 = |z| = —x)
—r—x=2 <= —-2x=2 <= z=-1<0 (giltig l6sning).
Fall 2: (z >0 = |z| =1x)
x—x =2 <= 0=2 (falsk 16sning).
b)
Fall1: (z < 0 = |z| = —x)

x = —1< 0 (giltig 16sning),

2?2 —22-3=0 <
x =3 £ 0 (falsk 16sning).

Fall 2: (x >0 = |z| =x)

x = —3 # 0 (falsk 16sning),

22420 -3=0 o _
x =120 (giltig 16sning).
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c)
T+1<0 <= r<-1 =
Fall 1: (z < -1 = |z +1|=—(z+1))

x = —1+¢ —1 (falsk l6sning),

2 2
—2x+1)—-1=0 —2r—3 —
? —2(x+1) T =L {x =3 # —1 (falsk 1osning),

att © = —1 betraktas som en falsk 16sning hér kan verka konstigt, men intervallet vi
betraktar har en string olikhet och alltsa tillhor inte 16sningen intervallet. Det rakar
vara sa att © = —1 &r en l6sning, men den dyker upp i nésta fall och jag tror att det kan
forekomma ganger nér nagot som ligger precis pa grinsen inte #r 16sning - det boér dock
tas med en nypa salt.

Fall2: (x> -1 = |z +1|=2+1)
P42z +1)-1=0 <= 22 +20+1=0 <= (2+1)?=0 —
<— z=-12> -1 (giltig 16sning).

5.19

Dela upp kurvorna i tva stycken som &r definierade pa tva intervall. Detta ger tva réita
linjer som man sedan enkelt kan rita.

a)

2] z, x>0,
=z| <= y=
Y Y -z, z<0.
3
2
1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1
b)
z—1, x—-12>0, z—1, x>1,
y=lr -1 <= y=
—(z—-1), z—-1<0 —rz+1, z<l1.
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Alternativt hade man kunnat utga fran y = |x| och sedan translatera grafen lings a-axeln
for att 16sa samtliga deluppgifter ovan.

5.20

a)

Losning finns redan.
b)

r+x, x>0, {Qx, z >0,
—

=|lr|+xr < y=
y=lal Y {—x—i—x, z <0 0, z<0.
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-3

c)

z—14+2, x—-12>0, 20 -1, x>1,
—(z—-1)+z, 2-1<0 1, z<1

y=lr—1l4+2 < y—{

5

-2

5.21

Losning finns redan.

5.22

Det liattaste dr att rita funktionen och sedan grafiskt bestdmma l6sningarna till delupp-
gifterna.

a)
Se b).
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b)
Se ¢).

c)
Se d).

d)

Hér 4r det tva absolutbelopp, sa funktionen kommer att besta av tre stycken. x + 1 <
0 < z<—-lochz—-1<0 < =z <1, vilket ger fallen z < —1, —1 <z < 1, och
x> 1.

(x+1)—(x—1), x>1,
y=flz)=lz+1-]z—-1 <= y=((z+1) — (—(z—-1)), -1<z<1, <
—(z4+1)=(=(z-1)), r<—1
2, xz>1,
— y=1 2z, —1<z<]1,
-2, < -1

Grafen nedan visar nu tydligt hur a)-uppgiften har 16sningen = = 1/2 (ekvationen 2z = 1),
b)-uppgiften saknar losning, och c) dr uppfylld for alla 2 < —1.

-1

-3

5.23

Ekvationerna delas in i tre fall som ocksa sétter krav pa eventuella 16sningar som dyker
upp.
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a)
r—1<0 <= zr<lochr—2<0 <= r<2 —
Fall 1: (z <1 = |r—1|=—(x —1) och |z — 2| = —(z — 2))

1
lze—1|+|z—2| = —(z—1)—(2—2) =2 <= 2243 =2 <= = 3 < 1 (giltig 16sning).
Fall2: (1<2<2 = |z—1]=2—1och |z —2| = —(z —2))
lx—1|+]z—-2=2—-1-(r—2) =2 < 1=2 (falsk 16sning).
Fall3: (1 >2 = |z —1|=xz—1och |z —2|=2—2)

[z =14+ |z —2=2—-14+2—-2=2 < 22 —3=2 < x = - > 2 (giltig 19sning).

N | Ot

b)
Samma fall som i a)-uppgiften.

r—1<0 << z2<lochz—-2<0 << <2 =

Fall 1: (z < 1)

1 1 5
lz—=1|4+]|z—2| = —(z—1)—(z-2) = 3 = —2143 = 3 ==y #£ 1 (falsk 16sning).
Fall 2: (1 <z <2)

1 1 .
\x—1|+\x—2|:x—1—(az—2):§ = 125 (falsk 16sning).

Fall 3: (z > 2)

1 1 7 -
|x—1|+|x—2|:x—1+x—2:§ = 2$—3=§ = z=7 7 2 (falsk 16sning).

Da alla fall enbart ger falska I6sningar saknar ekvationen en 16sning.

5.24

Léttast dr att rita kurvan y = |z — 1| 4+ 2|z — 2| och grafiskt bestdmma hur a ska viiljas.
Det ér tre olika intervall som behdver studeras for att rita kurvan, vilka bestdms av nér
r—1<0 <= r<lochz—-2<0 <= z < 2. Detta ger intervallen

r<l = |z—1]=—(x—1)och |z — 2| = —(z —2),

1<2<2 = |z—1]=z—-1och |z —-2|=—(z—2),

z>1 = |z—1=x—1och|z—-2[=2—-2.
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(x—1)+2(z—2), T > 2,
y=lr—1+2z -2 < y=<(x—1)—2(z—2), 1<2<2, <
—(z—1)—2(z —2), x <1
3z —5, x2>2
= y= —r+3, 1<x<?2,
=3z +5, z<I1.
A
4
3
2
1
-2 -1 0 1 2 3 4
-1

Har ser vi tydligt att |z — 1| + 2|2 — 2| = a har tva 16sningar om och endast om a > 1.
Notera att det &r en strikt olikhet eftersom det endast finns en 16sning om a = 1 eftersom
kurvan endast antar viardet 1 i en punkt.

5.25
Vab + 2ab? + a2b* = \/a2(a* + 22202 + b%) = Va2/(a® + b?)? = |a|(a® + b?) =

=[a<0 = |a| = —a] = —a(a® + V7).
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5.26

I:XE -1_'-"'2,:'

Ax

Enkel aritmetik ger att Az = 29 — x1 och Ay = yo — 1. Om man kombinerar detta med
Pythagoras sats far man att

d* = (Az)* + (Ay)? = (22 — 21)° + (g2 —11)? = d= /(22— 21)2 + (12 — 1),

den negativa roten ignoreras eftersom strickan d &r positiv. O

5.27

Losning finns redan.

5.28

2 2
P —ar+yP 2y =a = x2—2;aj+(;> —<(21> +yP 2+l —1=a <

2

2
a a a a
— (x2)2(2> +y+1)?-l1l=a < (z—§)2+(y+1)2:1+a+1.

Ur detta avlaser vi att radien i kvadrat ar

2 = _6
r2:‘1+a+1:22<:>a2+4a+4=4-4<:>a2+4a—12:0<=>{“ ) ’
a = 4.

5.29

Om en ekvationen for en ellips &r pa formen

v 2\ 2 B 2
() () -
a b

ges halvaxlarna av a samt b och medelpunkten &r (zo, yo).

)
2 22 (y-1?_ (@-07 (y—-17°

Hérur avlidses halvaxlarna a = % samt b = 1 och medelpunkten (zg,y9) = (0,1).
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b)
202 492 — 8z + 2y +5=2(22 —da) + > + 2y + 5=
=22 —dr4+4—-4) 4+ +2+1-145=2((x -2 —4)+ (y+1)2 +4=
=22 -2+ (y+1)?-4=0 <= 22-2%*+(y+1)* =4 —
(z—2)%  (y+1)? (-2 (y+1)°
=1 =1
5 T = oL >

Hirur avlises halvaxlarna a = v/2 samt b = 2 och medelpunkten (zg,yo) = (2, —1).

5.30
Y 2y —4a? = 2+ 2y+1—-1—42% = (y+1) 422 -1 =0 <= (y+1)?—4(2—0)* = 1.

Medelpunkt: (0, —1). For att bestdmma asymptoterna sétts hogerledet till noll, och
skdrningen med aktuell koordinatxel ges av att sédtta antingen z = 0 eller y = 0.
fallet ovan finns inga lésningar om y = 0 eftersom det &r ett minustecken framfor x2.
Skérningspunkterna ges alltsa av

=2
(Y+172—-4-0°=1 <= y+1=+1 < {y 0 ’
y=0.

Vidare far vi asymptoterna

(Y+1)?2 42> =0 = y+1=%+Via? — y=—1421.

5.31
a)
2 -y tdr -2y = -2 <= (¥ +dx+4)—4— (P +2y+1) 1) =2 =
= (z+22-(y+1) =1

Detta ér ekvationen for en hyperbel med medelpunkten (—2, —1), dess skéirningar med
zr-axeln ges av att y =0,

=-3
(z+2%—(0+1)2=1 < z+2=+1 {x .
z=—1.
Asymptoterna fas da hogerledet dr lika med noll,
= 1
(2+22—(y+12=0 = y+1==4(z+2) = {y v ,
y=—x—3.
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b)
22427 -2 —dy=—-1 = (2 -224+1)-1+21*-2y) = -1 <—
= (-1 +2((1* —2y+1)—1)=0 <= (z—-1)*+2(y—-1)?*=2 <=

PN (:L‘—21)2

vilket beskriver en ellips med halvaxeln v/2 i z-led och 1 i y-led, samt medelpunkten
(1,1).

+(y_1)2:17

-1 0 1 2 3
c)
YVPo2r—dy+2=0 < 20 =92 —dy+2= (P —dy+4)—4+2=(y—-2) -2 —
1
= x—|—1:§(y—2)2.
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Detta beskriver en parabel med minimipunkt (for ) (—1,2), fast i y istéllet f6r z, men
det dr samma sak bara att man behover vinda pa den nér man ritar.

d)
P4y +20+dy+5=0 <= (@ +22+1) -1+ (P +4y+4)—4+5=0 <
—= @+1)2+y+22=0 < (z,y)=(-1,-2).

-2 -1 0

-1

5.32

Losning finns redan.

5.33

Rita linjens ekvation pa punktform y — y; = k(x — x1), dér k =
(=1,1) samt (z2,y2) = (2,4). Alltsa &r

L0 och (w1,y1) =

4-1

"=

=1l =y-1=1-(x—(-1) < y=x+2.

For att hitta skdrningen &r det bara att sédtta in y = x + 2 i hyperbelns ekvation:

302 — 2y + 6+ 4y =3 < 322 -2 +2)?+6x+4(z+2) =3 —
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= -3
<:>3x2—2(x2+4x+4)+6$+4x+8=3<:>x2—|—2x—3=0<:>{x . ’
xr = 1.

Tillsammans med att y = x + 2 far vi skirningspunkterna (—3, —1) och (1, 3).
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Kapitel 6
6.1

Inses l4att.

6.2

Inses latt.

6.3

Forutsatt att z = x+1y inses dessa uppgifter 14tt om man anvénder att 7 = = + iy = x—iy

och att |z| = |z + iy| = /22 + y2.

6.4
a)
I 1—i  1-i 1—-i 1 1,
1+i (+i)1—4q) [1+i2 12+12 2 2"
b)
I 3+4i _ 344 3 4,
3—4i  (3—4i)(3+4i) 32442 25 25
c)

a)-uppgiften ger att

3 — 4 1 1. 1 17
_ _4‘ [ W N ._4. 4.2 :_7_7‘.
T+ (3 Z)(2 2) 2(3 30— 4i + 407) 5~ 5t
d)
L—i_(=)0—d) (-9 _ 1-2+# 1-2-1_ .
1+i (1491 —4) 144> 12412 2 7
e)
1 I 1
1 ._2: = = — = — = ——
) =G " Troice 2 22 !
f)
i,
i
6.5

Losning finns redan.
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6.6
(1+20)(7+V3)2|  1+2||7+V3i>  VIZ4+22(7? +(V3)?) V5-52
(5+1)2 |5+ |2 52 412 26
6.7

Losning finns redan.

6.8

Ansétt z pa rektangulédr form och dela sedan upp leden i real- och imaginérdel, vilket
ger tva ekvationer som man kan anvénda fér att bestdmma z:s real- och imaginérdel.

a)
32—iZ=T7-5i < [z=x+1iy] < 3z +iy) —i(zx+iy) =3z + 3iy —i(x — iy) =

3r—y="1,
—r+3y=-5

3r—y=1, 3r—y="1,
—3x+9y =—-15 8y =—8

. {w=<7+y)/3=<7—1>/3:2,

y=-—1

=3 +3iy—iz+ify=3z—y+i(-x+3y) =7-5 — {

— z=z+iy=2—1.

b)

2:22=141i <= [2Z2=|2]?€R] < 2|2|* =1+4+i ¢ R = l6sning saknas.

6.9

Losning finns redan.

6.10
Lat z = x + iy i samtliga deluppgifter.

a)
Rez=3 < Re(z+iy) =3 < z=3.

3
2

1

-1
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b)

Imz=-1 <= Im(z+1iy) =-1 < y=—1.

2

Imz>0 < Im(z+iy) >0 < y>0.

d)

247zZ2=0<<= s+iyt+trt+iy=c+iy+zr—iy=2x=0 <= z=0.

%
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2=Z <= rz+iy=ax—1iy < 2iy=0 < y=0.

2

-2 -1 0 1 2

=7

6.11

Losning finns redan.

6.12

Det blir en massa cirklar, cirkelskivor, och cirkelskivor med cirkelskivade hal i sig, det ér
alltsa samma princip som i 6.11. Lat z = x + iy i samtliga deluppgifter.

a)
2] =1 <= Va2 +y2=1 <= 2° 49> =1.

b)

2| =3 <= Va2 +y2 =3 <= 2? +y* =3
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d)

lz4+1+il=1 = |+ +ily+1)|=2 <= V(@@+1)2+(@y+1)2=2 —
= (z+1)2+(@y+1)>*=22%
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f)

2] >2 <= a2+ 92 >2 = 22 +y? > 2%
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8)
1<]241<2 <= 1<|(z+ ) +iy| <2 <= 1</(z+1)2+y? <2
— 12§(w+1)2+y2§22.

6.13
Med z = z + iy far man att

—3i| =2, +i(y —3)|> =4, 24 (y—3)2 =4,
{|z d ﬁ{|x ity —3)| ﬁ{x (v-3)

z+z=2 r+iy+r—iy=2 2 =2 = =1

= 1’4+ (y-3)%=4 = y-3=%V3 = y=3+V/3 =
— z=x+iy=1+i(3+V3).
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6.14

Losning finns redan.

6.15

Losning finns redan.

6.16
4 — 2| 2 —4] 1 2 2
1 42| Az 4 |z =4 =

= =atiy] = [@-H+iyf =lr+iyf = @-4)°+yP=2"+y =

1 1‘_1 ‘4—2

2 4 4z

— 2 -8r+16=2> = 8x =16 = x =2,

vi har inget villkor pa y, utan imaginédrdelen kan véljas fritt.

z=x+iy=2+1y, y € R.

6.17

Ett tal dr reellt om och endast om dess imaginérdel &r noll. Dessutom vet vi att z £ 0
eftersom vi da delar pa 0.

T A S P [ W
2+ -—=z+—=z+ ===zt =2 —_— =
z 2Z |2|? 4 Y x? + y?
TNLY (VN T | ) S N S [ .

=z iy — — = — =

1.2 +y2 Y $2+y2 Y 1,2 +y2 Y 1,2 +y2

=0 { y=0,
—t 1 —t 9 9

Att y = 0 betyder att alla tal, utom z = 0, pa den reella axeln uppfyller kravet (ganska
uppenbart) och dessutom uppfyller alla z = z + iy dér 22 + y? = 1 kravet, vilket &r
enhetscirkeln.

6.18

Inses latt.

6.19

Inses latt.

6.20

Inses ldtt med trigonometriska ettan.

6.21

Inses 14tt med Eulers formel och trigonometriska ettan.
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6.22

Vid multiplikation av tva komplexa tal adderas deras argument, och vid subtraktion
subtraheras ndmnarens argument fran téljarens.

a)

n 7T+7T i
a = a a. = — _ = —.
rg Zw rg 2 rgw st 7 B
b)
/ T T T
ar —argz — ar == — — = —.
gz/w gz gw 371 T

)

Nej, vilket kanske ldttast inses om man tédnker pa addition och subtraktion av komplexa
tal som for vektorer, dir det inte finns nagot samband for vilken riktning vektorerna
pekar efter man har lagt ihop dem.

6.23
19987 + 2 2 P
arg 22000 — 2000 arg » = 2000% - % — 6667 + Eﬂ — 33327 + Eﬂ —
= argz?"" = 2—7T
3
6.24
Losning finns redan.
6.25
arg 2+2)(1+4v3) 2014491 +iv3)

3i(v/12 — 2i) My 3i(v/3 — 1)
= arg (1 +14) + arg (1 +iV/3) — arg 3i — arg (V3 — 4).

Alla dessa komplexa tal, utom majligen 3, ligger i fjéirde och forsta kvadranten, sa man
kan anvidnda arctan formeln direkt utan att begrunda situationen ytterligare. 3¢ dr dock
ett rent imaginért tal med positiv imaginirdel, vilket betyder att dess argument &r /2.
Vidare maste man anvinda inkluderar alla heltalsmultiplar av 27.

z=x+1iy, >0 = amrf_;z:arctamg ==
x

2+ 2i)(1 4 1 -1
(2+20)(1 +iv3) :arctanf+ar0tanf3*z*arCtaniJerW:

3i(v/12 — 2i) 1 2 V3

T w T 31+ 4w — 61w + 27 3 T
+§_§_ <—6>—|—k27r_ 5 + k27 = ﬁ—l—k%r— Z—l—k?w, ke Z.

PP

84



Markus Bolinder

6.26

Det man behover hall koll pa dr tecknet pa realdelen, om z =z + iy, © >0 = argz =
arctan £, men om z =z + iy, v <0 = argz = 7 — arctan . Det star ocksa bestdm
ett argument”, sa man behover inte inkludera k27, k € Z.

a)
. 2w
arg 1 + 2iw = arctan T= arctan 2w.
b)

2
arg —1 4 2iw = m — arctan Tw = m — arctan 2w.

1 2
arg - :arglfarg(lJrin):OfarctanTw:farctaan.
d)
1 — arg (—1 4 2iw) = 0 — ( tan 22 = arctan?2
arg———— =argl —arg (— iw) = 0 — (7 — arctan — ) = arctan 2w — 7.
iy METTYE 1
e)
1 — 2arg (1 4+ 2iw) = 0 — 2arctan = — —2 arctan 2
arg ———— —argl — 2ar iw) =0 — 2arctan — = —2arctan 2w.
St 2iw)z M8 & 1
f)
e i _ 9 arg (14 2iw) 2 arctan 2 2 arctan 2
arg ———— = arge'™” — 2ar iw) = w — 2arctan — = w — 2arctan 2w.
St 2iw)z M8 & 1
6.27

Bestdm ett argument och absolutbelopp for att sedan skriva om talet pa poldr form,
vilket tillater oss att anvinda de Moivres formel.

1 V3 V3/2

z:§+i7 —> argz = arctan 1/2

2 2
1 \/§ 1 3 . -
— - i — - 21 — iargz _ 1%
2] \/<2>+<2> Vita = z=|zle e's

V3 100
(1 + 3) — 100 _ (ei%)loo — YT () i3 A) _ i(16- 2w+ 4T)

= arctan V3 = % och

Vidare ar

2 2 o

jam dr . Aw 1
3 =CosS— +1slh— = —— —
3 3 2

=€

V3
i
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6.28

Idéen #r att utveckla (cos + isin#)* pa tva sitt, forst med de Moivres formel; sedan
med binomialsatsen.

(cos@ +isinf)* = [de Moivre] = cos46 + isin 46 och
(cos@ +isinf)* = [Binomialsatsen] =
= cos? 0 + 4i cos® Osin 0 4 6i? cos? Osin” O + 41> cos O sin® O + i sin® § =
= cos? 0 + sin* @ — 6 cos® @ sin 0 + i(4 cos® O sin 6 — 4 cos O sin® 0)
Om man ldgger ihop det ovan och jamfor real- och imaginirdel far man
{cos 40 = cos* 0 + sin* § — 6 cos® O sin? 6,

sin46 = 4 cos® #sin — 4 cos f sin® 6.

6.29

Losning finns redan.

6.30

Eulers formler ger att

et _ o—if 4
sin® @ = (2) = [Binomialsatsen] =
i
e (ez49 _ 461306—19 + 661206—120 _ 46196—130 + e—z40) —
i

1 e o oo o 1 [0 4 git0 20 4 —i20 6
- = _4(e 4 - = 4 e
16 (e +e (e +e7") +6) S 16

2 2

1 1
= —cos40 — = cos 20 + §
8 2 8

6.31

Att vridas med vinkeln 7/2 dr samma sak som att multiplicera med e'% = i, eftersom
talet man multiplicerar inte skalas, och argumentet 6ker med 7 /2.

a)

b)
(=3+2i)-i=—3i+2i* = -2 — 3i.

6.32

Att vridas med vinkeln 57/6 i positiv led och skalas med faktorn 3 motsvaras av
multiplikation med talet e®™/¢ = 3(cos 3T + isin 27) = 3(—@ +i3) = —% + 34
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a)
3v3 3 3v3 3
1 (—i—kfz)———f—i-fi.
2 2 2 2
b)
3v3 3 3v3 3. 3/3. 3, 3 3
) (L3S 33V 8. SVE. 3., 3 o3 -
(=1414)-( i) 5 5 5 5 2(\/3 ) 2(\/§+1)
6.33
Vi soker ett tal pa formen z = x + iy, sadant att
Yatiy)=T+i — 40T = T L
rTTy)= g z=—-+ -t
Nu ér det alltsa bara att multiplicera hornen med z:
7T 1
0-(z+=i)=0
(5+ 350 =0,
7 1 7 1 13 9
(2+i)(§+§i):7+i+§i+§i2:?+§i,
Wty
2 27 2 27
6.34
e® = "W = e%e™ = ¢%(cosy + isiny).
a)
=1
b)
€' =cos— +isin— =i
c)
ez n2+if _ elnzl/Q(COSE —Q—isinﬁ) - ﬁ(i + LZ‘) =143
T NGV
d)
e’™ = cosm 4 isinm = —1.
e)
37" = e3(cos —1 + isin —1) = e3(cos 1 —isin1).
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6.35

Eftersom = € R kan vi bara rékna som om = = 2, och multiplicera med konjugatet eller
vad som nu ar lampligt for att forenkla funktionsuttrycket.

a)
Cl+iz (A4iz)(Q+iz)  (T+dx)® 142z +i%2?  1—a? 2x

&) = = 0 ma i)  —af ~ Pt(f 1122 a2

varur vi avlédser real- respektive imaginérdelen till

1— 22 b 2z
1422 ¢ 1422

b)
glz) = eTIHIT — o= Tl — o "T(cos x4 ising) =

realdel: e Tcosuz,

imaginédrdel: e *sinz.
6.36

€] = o] = [e7e| = [ele®] = |e¥] -1 = e,
dér den sista likheten foljer av att e > 0, x € R. O
arge® = arge®e”’ = arge® +arge’ =0+ y+ k2r =y + k27, k € Z.

6.37

Losning finns redan.

6.38

Det finns nagra alternativ for hur man ska lésa denna typ av ekvationer. Man kan
antingen ansétta en lsning pa polir form eftersom det bara finns en z-term, eller sa kan
man ansétta en 16sning pa rektanguléir form for att sedan jamfora real- och imaginérdel.
Om man ansiitter en 16sning pa rektanguldr form kan man ocksa fa en ytterligare ekvation
genom att betrakta absolutbeloppet for vinster- och hogerled.

a)

Med z = x + iy far man

2 =@+iy)? =2y +2ry=—ioch 22| =]z =22 +¢y*=|—i|=1 =
22 —y? =0, T — b e
— {224+ =1, = {222 =1, — { 2
= —r = _—
2zy =-1 20y =-1 Y TV

Den sista ekvationen anger att produkten av x och y ar negativ, vilket betyder att de
maste ha olika tecken, ddrav y = —z. Sammanstéllt far man att z = :I:%(l —1).
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b)

Samma metod som i a), det vill siiga inséittning av z = = + iy:

2 —y? +2izy =1+iV3och |2%| = [l +iV3| &= 22 +y> =/12+ (V3)2 =2 =

a? -y’ =1, vt —y? =1, \/E
r ==+ 9
= a2+ =2, = {222 =3 = _ V3 =
Y P (A
1 1
z=x+iy=+t—=(V3+i)=£-(V6 +iV2).
y=Hs(VB+i) = 5 )
c)
22 e g 20 _ 4 2., .2 _
¥ —y +2izy=4i+3och |z°|=]4i+3] <= " +y° =5 =
2?2 —y? =3, 2?2 —y? =1,
, 7 v =42,
= (x°4+y° =5, — (2 =8, = _ 41 ==
2zy =4 Y :% o=
z=x+1iy==£(2+1).
6.39

Principen for dessa uppgifter &r att kvadratkompletera uttrycken sa att man har nagot
pé formen w? = a+ ib, som man sedan kan 16sa med metoden i ovanstaende uppgift. Man

kan alltsa i allménhet inte bara anvinda pg-formeln for att 16sa andragradsekvationer
med komplexa koefficienter.

a)

224202142 = 22420z —i2 =142 = (24+i)* —(—1)—1+2i = (2+1)?+2i =0 <=
= (2410)? = -2 = [z+i=w=a+iy] = (x+iy)? =2®—y?+2izy = —2i och
|w?| =| = 2i| <= 2°+9* =2 —

12*1]2 :0’ $2*y2 :0’
5 5 5 r = =1,
== {z 4y =2, = (2 =2, = -
1 y =L
2xy = -2 y =-1

— —(1—d)—i -1
w=z+i=a+iy=+(l—i) < “t ( ,Z),Z’ — {7 ’
zo=(1—1)—1
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b)
24+ (2-2)2-6i—-3=224201—-i)z2+(1—-i)>—(1—4)?—6i—3=
=+ - -(1-2+i*)—6i—3=(2+1-0)>+2—6i—3=0 <
= (2+1-i)’=34+4i &= [w=2+1-1i] <= w? =3+ 4.

Detta dr samma ekvation som i 6.38 ¢), vilket betyder att man kan begrunda rikningarna
dér for mer information, men man far alltsa att

a=-Q4i)-01-9, {z1=—3,

rl—i=w=4(2+1i) =
@+9) { 2+i)—(1—1) 29 =14 2i.

zZ2

6.40
1-7i )
24+i)22+ (1 —Ti)z—5= 2 — =
2+ +(1-Ti)z—5=0 < 2+ SFwEA v
1-7i)(2—i 2 2 — i — 14i + 7i 2
=z2—|—( 7@)( ‘l)z— 5(. i) __ 2y i 1+ 71 z—5( i) _
(2414)(2—1) (2+4+14)(2—1) 441 441
5  —5—13 . 9 . ]
=z +Tz—(2—z):z —(143i)z—24+i=0 <
5 ‘ 1+3i\> [1+3i\> _ 143\ 1+6i—9 ‘
— 2*—(143i)z+ 5 - 5 —2+i=[z— 5 - 1 —2+i =

1 3)\2 -8 3\, 1 3)\° 1. 0
=lz—c—zt| —|—+21)— t=\(z—z—z1] —zi=
272 4 2 272 2

1 3 , i .
= [w:z—ifiz} = ut=g = [w=2z+1iy =
) ) 1
:>x2—y2+2ixy:;och|w2|=‘;‘<:>x2+y2:2=>
22 —y? =0, 2 —y? =0, 1
2 .2 2 T ==+g,
= (a'+y? =1/2, = 2z =1/2, = _ L1 =
oy  =1/2 y —1/4z yom7

13 1 2 = ~OHIHIE, A=t
= Fmg gl w R0 = b |

6.41

For att 16sa dessa uppgifter ansitter man z = re’? och skriver om hdgerleden pa polér

form, for att sedan utnyttja att argumenten ar 2m-periodiska, vilket ger en alla 16sningar
jamt fordelade pa en cirkel av en viss radie. I samtliga uppgifter &r k € Z och z = re®,

r>0och0<6< 2.

a)

Losning finns redan.
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b)

o 1
14i=[1+deareFD+nk 1 41— /2 och arg (14 i) = arctani =—- =

T
4
= P =14+i < (reie)3 = \2ei(m/4r2mk)

73 :21/2’ T:21/6
—t ’
30 = /4 + 27k 0 =mn/12+ 27k/3.
Eftersom 0 < 6 < 27 kommer k =0, 1, 2, ddrefter upprepas rotterna igen (egentligen

kan man vélja vilken foljd av tre heltal som man vill, men det dr nog lattast att vélja
dessa (mojligen dr —1, 0, 1 marginellt littare)). Detta ger

2o = 2M/06i(T/1240) — 91/64im/12
2y = 2V/6eilm/1242m/3:1) _ 91/60i97/12 _ 91/6i3m/4

29 = 21/66i(7r/12+27r/3-2) — 21/66i17ﬂ/12.

c)
16 = |16|ei(arg 16 + 27Tk) — 24ei27rk — 24— 16 <
. . 4 _ 24 -9
— (re7.9)4 _ 246127Tk — r ’ — r )
40 = 27k 0 =nk/2.

Eftersom det &r en fjardegradsekvation har vi fyra olika losningar, och ddrmed &r
k=0,1, 2, 3.

20 = 2€i7r~0/2 =2,

2 = 2e™1/2 = 24,

29 = 2€'72/2 = 92,

25 = 2€1™3/2 = _9;.

d)

Negativ realdel pa hogerledet betyder att vi inte direkt kan anvénda arctan £ for att
beriikna argumentet, men 7 — arctan -~ fungerar bra.

x

iV3—1=|ivV3— 1]t V3-Dtink 1;\/3_ 1| =2 och
‘ B V3 _ 3.
arg (i 371)77r7arctanT77r77r/3f27r/3:>z =iV3-1 <=

3_
— (Teie)g — 9eiFtamh) — ] T 2,
30 =27 /3 + 2rk

r=21/3
— ’ = k=0, 1, 2] =

0 =2n/9+ 2rk/3

2 = 21/3i(2m/942m0/3) _ 91/3 2w/
— {2, = 91/3i2n/942m1/3) _ 91/3,i87/9,

2y = 21/3ei(27r/9+27r~2/3) — 21/3ei147r/9.
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e)
di — |4i|ei(arg4i+2ﬂk) — gei(m/2t2mh) 5 _ g e (rew)5 — feilm/2r2mk)
5_4 _ 41/5
)T =% — " : — [k=0, 1, 2, 3, 4 =
50 = /2 + 2wk 0 =m/10 + 27k/5
20 = 41/5¢i(m/10+27-0/5) _ 41/56i7r/10’
2 = 41/5€i(7r/10+271'-1/5) _ 41/56i57r/10 — 41/52'
)
— 29 = 41/56i(7r/10+27r~2/5) — 4:1/561'97r/107
2 = 41/5i(T/1042m3/5) _ 41/5i137/10,
2 = 41/5¢i(m/10+2m4/5) _ 41/5,il7m/10
f)
Ll =1 eilmrmh) 4 e (7,61'9)‘L — 1. pilmramk)
4 = 1 - 1
I =5 — "= — [k=0,1, 2, 3] =
460 = 7w + 27k 0=mn/4+ wk/2
_ i(m/44m0/2) _ jim/4 _ 1 1 .
2o =¢€ =e =7 + b
_ i(r/44m1/2) _ i3w/4 1 1 .
= 21—6( /4 2/2)_65 /4_ \{5%—\/15@,
_ pi(m/4+m- __pom/4 1 1,
2 =¢€ =e = > 51,
_ pi(m/44m3/2) _ LiTn/4 1 1,
Z3=¢€ =e =75~ 5k
6.42

Eftersom det ir reella koefficienter kan vi fa tva ekvationer for 23 med pg-formeln (det
ir en andragradsekvation i variabeln w = 23):

2 =1-14,

2
(2°)" =2 +2=0 = {23:1”'

Den andra ekvationen &r samma som i 6.41 b) och den forsta &r konjugatet av den
andra, vilket betyder att det enda som éndras #r argumentet (144 = /2e*(7/4+27%) —,

1 —i =141 =/ 2eiln/442mk) = \/2e=i(7/4+27k)) Detta ger alltsa l6sningarna (de forsta
tre dr fran 6.41 b) och de sista tre &r bara konjugatet)
{21/6€i(7r/12+27rk/3)’
5=

91/6—i(n/12427k/3) k=0,1,2 =

20 = 21/6¢im/12

2y = 21/6¢i37/4

29 = 21/6i17T/12,

2y = 21/6=im/12 _ 91/6p—im/12+2mi _ 91/64i23m/12
2y = 21/6=i3m/4 — 91/6—idm/A+2mi _ 91/64i5m/4

o = 91/6p—ilTn/12 _ 91/6,—ilTn/1242mi _ 91/6,iTn/12,

Z|
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6.43

Lat forst w = 22 4+ 1 = re'?. Vidare ir —8 = 8¢*("T27%) yilket ger ekvationen

3 _ 93
(1+22)% = —8 «= r3ei® = Q3eilrt2nk) — 7 =25
30 =7+ 27k
=2
— T k=0,1,2 =
0 =m/3+ 2rk/3,

2e8n/3200/3) — 9ein/3 — 2 (L4 i3) =143,

— W= 22 4+1= 2€'L'(7r/3+27r<1/3) _ 261’371'/3 — _9
(/e - _ 5w/3 __ 1 V3 .

2ein/3427:2/8) — 9857/8 — 9 (§ — T ) =1~/

Den andra ekvationen ger direkt att z = +iv/3, och den tredje ar konjugatet till den
forsta, vilket betyder att vi kan fa losningarna till den genom att ta det komplexa
konjugatet av losningarna till den forsta. For att 16sa den forsta ekvationen sétter vi
z = x + iy och ser vad som hénder

22 = (x+iy)? = 2% —y* 4 2izy = ivV3 och |22 = |iV3] <= 22+ =V3 =

22—y? =0 22 =2
) ’ S / 3 _ (3 ,
— J;Z —+ y2 = \/g’ — 2332 = \/§’ — v \fl/ (4)

Y S N S VA G

ekvationen z2 = y? ger direkt att = och y har samma belopp, vilket betyder att det bara
ar tecknet som skiljer. Detta underliattar ens berikning av y istéllet for att sétta in x i

1 1
V3/2z. Alltsé dr z = + (2)* (1+41), och diirmed konjugatet z = + (2)7 (1 — ) losningar
1 Jjug 4 g
till ekvationen. Sammanstéllt far vi att

1
21,2,3,4 = (%) * (il + z'),
25,6 = :l:Z\/g

™

6.44

Det &r bara att sitta in x = 1 och sedan bestdmma a sa att likheten uppfylls, dérefter
kan polynomdivision genomféras for att faktorisera polynomet.

p(1)=1>-2.1>-19-14+a=0 < -20+a=0 <= a=20.
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22 — z—20
2> — 222 — 19z +20/ ¢ —1

—z%(z —1)
—22 — 192 4 20
—(—z)(z 1)
—20z + 20
—(=20)(z — 1)
0

plz) =2% =222 =192 4+20 = (z — 1)(2® — 2 — 20) = (z — 1)(z + 4)(z — 5).

6.45

Losning finns redan.

6.46

Att ett polynom endast har reella koefficienter betyder att om det har komplexa rétter
maste dven konjugatet vara en rot. Vi har givet att z = 2 — i &r ett enkelt nollstélle,
vilket da berattar for oss att z = 2 4+ 7 ocksa ar ett enkelt nollstélle. Vidare medfor att
z = 1 ar ett dubbelt nollstélle att z = —i ocksa ar ett dubbelt nollstélle, vi kan nu skriva
upp ett sjattegradspolynom som en produkt av rotterna:

p(2) = (2= (2—1))(z— (2+1)) (z—i)* (z—(=i))* = ((z—2)+i)((—2) =) ((z—i) (z+1i))* =
=((z—22 =) (2 —i*)? = (z" =42 +5) (2" + 22 + 1) =
=20 4220 422 425 823 — 424524 +1022+5 =20 —42° + 724 — 823 + 1122 — 42 + 5.

6.47

Ett andragradspolynom med rétterna z; och 2o kan skrivas

az’+bz+c= a(z—z1)(z—2) = a(227(21+22)2+2122) = azQ—a(zl +29)z+az12z0 =

b= — + 29 = —b/a,
a(z1 + 22), N z1 + 22 /a
Cc=az1% 2122 = ¢/a.

Detta visar att vi i deluppgifterna direkt kan séiga vad summan och produkten av rétterna
blir och det &ar bara att anvinda pg-formeln eller nagon annan metod, vilket jag inte
kommer att skriva ner, men for att illustrera det som har gjorts ovan kan jag ange hur
summan och produkten beriknas utan att 16sa ekvationera.

a)
21+ 20=-bla=T,

22 -72410=0 = [a=1, b= -7, c=10] =
z129 = ¢/a = 10.
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b)

zl+22:—b/a:7,

322 -212430=0 = [a=3, b= 21, c=30] =
2122 = ¢/a = 10.

Pa den hir kan man ocksa faktorisera ut en trea och sedan konstatera att det 4r samma
polynom som i a)-uppgiften.

c)
27224102 =2(22-724+10)=0 = [a=1, b= -7, c=10, 23 =0 =

21+ 20+ 23=-bla+23=74+0=7,
z12923 = czz3/a=10-0=0.

Har delas problemet upp i tva delar genom att faktorisera ut z far man den andra
faktorn till samma polynom som ovan, vilket betyder att dess summa/produkt av rotter
ar oforéndrad och sedan anvénder man bara att den sista roten &r zz = 0 for att antingen
addera den till summan, eller multiplicera den i produkten.

6.48

Bt te=(2—21)(z— 22)(z — 23) (2 — 24) (2 — 25) (2 — 26) (2 — 27) =
=2 —(+ 2+ttt 2+ 27),26 + o4 (1) 212023242526 27,
beridkningen av sjittegradstermen kan antingen goras rent algebraiskt, men det vill man
helst undvika. Ett littare sitt &r att fundera vad det #r som ger 2% - och efter en stund
inser man nog att for att fa 2% méaste man vilja z fran sex av faktorerna, vilket betyder
att man fran den sista blir kvar med —z;, (alltsa minus en av rotterna). Denna procedur
kan man upprepa lika manga ganger som det finns —z; att vélja istéllet for z, vilket &r
sju ganger, och darmed far man att sjittegradstermen dr minus summan av alla rotter.
Att inse att konstanten &r minus produkten av alla rotter dr betydligt lattare. Med den

information kan vi ta reda pa att

szl ZL = —e.

. 7 .
*(21+22+23+Z4+Z5+Z6+Z7) =3—1, Zk:lzk =1 -3,
—Z1R223Z425%6%7 =€

6.49

Losning finns redan.
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6.50
Vi utfér polynomdivision av p(z) = % + 223 + 322 + ax + 2 med 22 + 22 + 2:

2 4+ 1
7 3 2 2
x* +22° + 3% + ax + 2| ° + 22+ 2
—2%(2® 4 22 + 2)
22 +ar +2
—1-(2® + 22 +2)
(a —2)x

Alltsé dr 22 + 22 + 2 en faktor om
a—2=0 = a=2 = p(a)=a"+22> + 32> + 20 +2 =

224+1=0

242 2=0 =—-1=%1
=@ +20+2)(22+1) =0 < {x + 2z + SN 21,2 - 1,
$3)4:i7,.

6.51

Det kanske finns ett ldttare sitt, men jag tdnker anséitta z = 1 + iy och sedan sétta in i
p(2) = 2% — 223 4+ 1222 — 142 + 35, vilket kommer att ge mig tva ekvationer givet att
p(2) har en rot pa den ansatta formen.

(1+iy)* — 2(1 +14y)® + 12(1 +4iy)? — 14(1 +4iy) + 35 =
= 1+4iy+6i%y° +4i3y3 +ity* —2(14-3iy+3i%y> +i39>) +12(14-2iy+i%y?) — 14— 14iy+35 =
=1+ diy — 6y* — 4iy® + y* — 2 — 6iy + 6y* + 2iy> + 12 + 24iy — 12y — 14iy + 21 =
=(y* =12y +32) +i(-2y> +8y) =0 —
vyt — 1292 +32 =0,
{zﬁ —4 =0 = y==+2
inséittning i den 6vre ekvationen visar att y? = 4 uppfyller bada. Alltsa vet vi att p(z) har
rotterna 21 o = 1424 och dérmed bade z—1—2¢ samt z—1+2¢ som faktorer. Produkten av

faktorerna dr ocksa en faktor, sa (z—1—2i)(z2—1+2i) = (2 —1)2—(2i)? = 22 —2z+5 dren
faktor till p(z). For att bestdmma dvriga losningar till p(z) = 0 anvénds polynomdivision.

22 + 7
2t —22% 11227 — 142 +35] 22 — 22 +5
—2%(2% - 22+ 5)

722 — 142 + 35
—7(2% —2245)
0
2 2 210 =14 24,
2)=(2°=22+D5)(z°+7) =0 <— ’
p(z) = ( )2 +7) {Zarﬂﬁ
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6.52

Polynom med reella koefficienter kan alltid faktoriseras i polynom av hogst grad tva.
Detta beror pa att om ett komplext tal &r en rot till ett sadant polynom &r dven dess
konjugat det. Alltsa, givet att a + ib dr en rot maste dven a — ib vara en och med den
informationen kan man bilda ett reellt andragradspolynom som faktoriserar ens polynom,
eftersom

(x —a—ib)(x —a+ib) = (x — a)? — (ib)? = 2> —2ax +a®> +b* € R, z € R.
w2 —r=a@®—1)=z(@+1)(z—1).
3 o =a(2® +1).

gt 1= - 1)(@*+1)=(z+ 1z -1)(z*+1).

d)

Losning finns redan.

6.53
pa) =2® —at pdr —d=a(a' +4) - @' +4) = @ - D' +9),
for att faktorisera detta polynom ytterligare, vill jag forsta bestdmma alla 16sningar till

P +4=0 < z*=—4, -4 =4e'("27K) och z = re'?.

4 _
(mw)‘i — geilmtank) rt =4,
40 = 7 + 27k

— V2
{T V2, k=0,1,2 3 —

0=m/4+7k/2,

zo = VIS /D) = B/ = 3 (Lt L) = 14,

V2 2
. 21 = V26 (T/4+Pi1/2) — | fReidT/4 — |/ _% 4 %z =—1+1,
23 = VB T/ HP2/2) = Rt — /3 (— L 1) = 1,

25 = 26T/ APi3/2) — |\ f3eiTn/4 — (5 (L _ 1 z) —1—4,

Detta betyder att vi kan skriva
p(z) = (z—1)(z—1—9)(z+1—=i)(z+1+i)(z—1+i) = (z—1)((z—1)*=i*)((x+1)*—i?) =

=@-1* 20+ 1+ D) (2? + 220 +1+1) = (z — 1)(2* — 22+ 2) (2% + 22 + 2).
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6.54

p(z) = 28 — 8 = (¢ — 8Y/2)(a® + 8Y/2) = (a® — 2v2)(2® + 2V2).

Vi kan direkt bestimma en rot till vardera faktor, z® — 82 = 0 = z = 8/ =

((23)1/3)1/2 _ \/Q och 3 4 81/2 =0

Polynomdivision kan nu anvéndas.

— g = —81/6 — _((23)1/3)1/2 =

22 +V2e + 2

z? - 2\/5\ r—2
a2z - V3)
V222 — 22
—V2zx(z — V?2)
22 — 2v/2
—2(x — \/5)
0

och for det andra polynomet

22 —V2r 4+ 2

T +

2\/5\1;4—\/5

—z(z +V?2)

—/222

+  2V2

—(—V2z)(z 4+ V?2)

22 4+ 2v/2

—2(z +V2)

0

p(z) = (x — V2) (2 + V22 + 2)(z + V2)(2® — V2z + 2).

5

5

(1+iV3)> =) (2) IBMOELESY <2> *(V3)k =

k=0

k=0

= 14 5iV3 + 10i%(V3)? + 10i*(V3)? + 5i* (V3)* +i°(V/3)° =
=1+4+5iV3—10-3—10i-3vV3+5-9+i9V3 = 16(1 — iV/3).

b)

1 +'L\/§: |1 +Z‘\/§‘eiarg(1+i\/§) —

12 4+ (\/g)Qeiarctan(\/g/l) _ 2ei7r/3 —

2 2

= (1+iV3)° = (2e”/3)5 = 32¢7/3 = 32 (1 - ﬁ) = 16(1 — iV3).
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6.56
1 —|—€i% —14i= ‘1 +i|eiarg(1+i) =+/12 + 126iarctan(1/1) — \/iei%'

6.57
a)

Vinkeln ges av skillnaden mellan deras argument och bada &r i férsta kvadranten, sa
man kan anvinda arctan fér att bestdmma argumenten direkt. Skillnad av argument dr
dock samma sak som argumentet av en kvot.

5+ 144 (5+ 144)(2 — 30)

arg (5 + 14i) — arg (2 + 3i) = arg ——— = arg (2+3i)(2— 1)

10 — 154 + 28i — 4242 52 + 131
= arg = arg

1
159 T:arg(él—&—i):arctanz

b)

For att hitta talen som uppfyller detta dr det ldttaste att bara rotera vektorn /4 i
positiv och negativ led, vilket gors genom att multiplicera med v/2e®*"/4 = 1 +4. Faktorn
V/2 #r bara dir for att det ska bli littare algebra, och eftersom vi soker alla z ricker det
med att hitta ett z samt skala det.

(5+ 14d)(1 +4) = 5+ 5i + 14i + 144 = —9 + 194,

(5+14d)(1 —4) = 5 — 5i + 14i — 144 = 19 + 9i.

Alltsa uppfyller z = ¢(—9 + 197) och z = (19 4 9¢), t > 0 vinkelvillkoret. Att ¢ > 0 beror
pa att om den hade varit negativ hade argumentet okat med 7 (den hade vridits ett
halvt varv (jimfor med att —1 = €'™)).

6.58

Triangelolikheten for komplexa tal sdger att |z + w| < |z| 4+ |w]|, och om man applicerar
det pa fallet i uppgiften far man att

le's +e'7| <"+ |efT|=1+1=2.

O

Tolkningen blir vil nagot i stil med att summan av tva tal pa enhetscirkeln ligger innanfor,
eller som mest pa, randen till en cirkel med radie tva.

6.59
[z—=3-3i=1 << [z=x+iy] < |[(x—-3)+i(y—3)|=
=@z -32+{y—-32%2=1 <= (-3)2+(y—-3?2?=1.

Geometrisk beskriver detta en cirkel i det komplexa talplanet, vilket ser ut enligt féljande:
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0 1 2 3 1 5 ,

Den svarta cirkeln visar var absolutbeloppet har sitt storsta viirde (i den punkt dér den
tangerar cirkeln). Man vet att det &r det storsta viirdet eftersom alla andra punkter pa
den blaa cirkeln ligger innanfér den svarta. Den svarta cirkeln ges alltsa av ekvationen
2 +y*= max |22
|z—3—3i|=1
Vad detta &r tankt att illustrera &r att det storsta véirdet antas da z = y, man kan
dven ta reda pa denna likhet genom att 16sa det som ett optimeringsproblem med ett
bivillkor i tva dimensioner, men det dr ju endimensionell analys, sa det kidnns olampligt.
Inséttning av x = y i det vi hade for ett tag sedan ger
1 1

3= —= = z=y=3+—=

( )\/i \/i’
den negativa roten uteslots eftersom cirkeln |z — 3 — 3i| ligger i den forsta kvadranten
och dirmed &r x, y > 0. Men vi har nu funnit 16sningen

(x =32+ (x—-3?*=1 = x—

z=x+iy= 3+

6.60

Léttast dr att borja med hogerledet, istéllet for att utga fran vénsterledet.

jEty _irty jE=Y iy
. Tty xr—y e 2 —e 2 e 2 +e 2
2sin cos =2 -
2 2 21 2
zty x—y sty T—y

1 .
:—_(622612 +612612 — e
23

sty sx—y sty sty
T etz — 67176717) =
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1 i ztytz—y
2

:2—7/(6

_ %(em 4 eiy o e—iy o e—iw) _
7

jety—(z—y) _ijrxty—(z—y) _prtytr—y
2 2 2

+e

)=

T

e — T e e~

% T %

=sinx + siny.

6.61
Se uppgift 6.62 och sitt (x,y) = (1,2).

6.62

a)
Se d) med 6§ = 7/2.

b)
Se d) med 6 = 7 /4.

c)
Se d) med 6 = 7.

d)

Att rotera en vektor/ett komplext tal med en vinkel 6, i positiv led, uppnas genom att
multiplicera talet med ett komplext tal pa enhetscirkeln med ett argument som motsvarar
vinkeln man vill rotera. En vektor (x,y) kan identifieras med det komplexa talet x + iy,
och en roterad vektor (2/,y’) kan da fas av att rotera talet i det komplexa talplanet och
sedan notera vad 2’ och g blir. Vi ska alltsa bara multiplicera x + iy med e®.

(x4 iy)e’? = (z + iy)(cos O + isinf) = (xcosh — ysin@) +i(xsinf +ycosh) =

= (z,y) — (zcos — ysinb, rsinf + ycosb).

6.63
B =T = 22 —Ti=0o0ch 2’ =-Ti <= 224+7i=0 =
= (2 -T)(P+Ti)=0 <= 2 -49? =0 <= 20 +49=0,

har samtliga sex rotter som losningar eftersom den innehaller faktorerna som hade tre
vardera.

6.64

Anvind binomialsatsen, eller nagon annan metod, for att se att z2*-termerna tar ut
varandra och att den nésta hogsta graden pa nagon term &r 21. Algebrans fundamentalsats
och lite sadant sédger da att ekvationen har 21 16sningar, eftersom man kan skriva om det
som ett polynom av grad 21 ska vara 0.
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6.65

For att hitta reella rotter ansétter vi z =z € R, och delar upp ekvationen i real- samt
imaginérdel.

4 3_6 2:0
at — a2 — (64 i)2? +ir +6i=0 < v 233 v T =
—r°+x+6=0

2%(z +2)(x —3) =0, x= -2,
=
(r+2)(z—-3)=0 x=3.
Ekvationen har alltsa tva reella rotter. For att bestimma 6vriga kan vi utféra polynomdi-
vision av 2% — 23 — (6 +1)2% + iz + 6i med (2 +2)(z —3) =22 — 2 — 6.
2 =
22— (64+10)2 +iz+6i| 22 —2—6

—22(2% — 2 —6)

—iz> +iz+6i
—(fi)(z2 —2—6)
0

De sista losningarna uppfyller alltsd 22 — i = 0. Detta kan man 16sa pa nagra sitt, men
jag ténker skriva om det pa polir form. i = e*(7/2+27k) 5 — peif

r?=1 r=1
ZQZiﬁ ’ — ’ k:Ovlﬁ
20 = /2 + 27k 0 =rw/4+ 7k,

. 1 1 . 1
_ i(m/447-0) _ ; _ pi(r/44ml) . _ _~
= z=c¢ = — 4+ tochz=ce = .
V2 V2 V2 V2

Om man ldgger ihop allt detta har vi l6sningarna

1.
2:1:—2, 2’2:37 23’4::|:< 2+\/§Z)

Sl

6.66

Polynomdivision av 23 — 5iz2 — (9 + i)z — 2 + 6i med z — 2i.

22— 3iz— (341)
25— 5iz2 — (9+ i)z — 2+ 61 2 — 20
—22(z — 2i)

—3iz7 — (9+1i)z — 2+ 61
—(=3iz)(z — 27)
—(B3+i)z — 2+6i
—(=(341))(z — 24)

0

23— 5i22 — (9+i)z —2+6i=0 <= (2> —3iz— (3+49)(z —2i) =0 =
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— , ) 3 3i\°  [3i\° ,
:>z—3zz—3—z:0<:>z—2~52+ 5 |3 —-3—1i=

3\ 9 12 . 3. _ s 3
=75 +1—Z—Z=O<:>[w=2’—*’&:$+7,y}<:>w=*+Z<:>

2 4
2 24 3.9 3 5
= -y +2@zy:1+z, |w|:|1+z|: (3/4)2+12:Z:>
2?2 —y?> =3/4, 222 =3/4+5/4=2,
2 2 2 l'::tl,
= qa*+y* =5/4, = 2y =5/4-3/4=1/2, = 41/
22y =1 22y =1 (samma tecken) V= '

3 1 =1+43i+3i=1+2i

w:Z‘F*'L::I:(l‘F*Z) < =2 +221<.F223‘ T .

2 2 23=—1—35i+5i=-1+1i.
21:2i, 22:1+22,23:71+’L

6.67
N 2 -\ 2
2 — 2 —
2L 2 t3—i=0 & (z+ 21) —( 2’) +3-i=
2 . .9 . 2
1 1. 4—4i41 Jr12—42 1 1. +9 0
=|lz+1—-5i) — =lz+1-—=i - =
2! 1 1 2 1
: 1. 2 2 9
<:>[w+zy:w=z+1—§z]<:>w = (z +1iy) =-1
9 9 9
= ;v2—y2—2ixy:—1 och |w2|:‘—4‘:4 =
l‘z—yzz—%7 2.’1}2—07 .
T I
20y =0 zy =0 Yy==2
1 3. n=—%3i—14%i=-1-4,
:>z+1—§z:w::|:§z<:>

zp=3i—1+3i=—-1+2i.
Inséttning i tredjegradsekvationen visar att z; &r en rot, och eftersom den endast har
reella koefficienter kan vi direkt sidga att Z; = —1+414 ocksa dr en rot. For att hitta den sista
kan vi dd polynomdividera 223 +322+22—2med (2 —21)(z—%1) = (z +1+i)(z+1—1i) =
(z4+1)2 -2 =22 +22+2.
2z -1
225 + 327 +22—2[ 2 +22+2
—22%(22 + 22 +2)

—22—22-2
—(=1)(22 + 22+ 2)
0
Harur ser vi att den tredje roten &r z = %
Andragradsekvationen: z; = —1 — 4, zo = —1 + 2i.
Tredjegradsekvationen: z1 9 = —1+4, 23 = 1
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6.68

a)

Reella koefficienter betyder att konjugatet till en rot ocksa &r en rot, alltsa duger
z=1-1iV2.

b)

Polynomet har faktorerna z — 1 — iv2 och z — 1 + i\/i, vilket betyder att det har
(z—=1-iv2)(z —1+ivV2) = (2 — 1) — (iv/2)2 =22 — 22+ 1+ 2 =22 — 22 + 3 som en
faktor ocksa.

c)
2 + 4
2% =225 4328 +427 —82412] 22 —22+3
—2* (2% - 22+ 3)

427 — 82+ 12
—4(2% — 22+ 3)
0

20225 4320 4427 —82412=0 <= (22 -2:+3)2*"+4) =0 = ' +4=0,

den senaste ekvationen l6stes i uppgift 6.53 och har l6sningarna z = £1 £ 4. Alltsa har
sjattegradsekvationen rétterna

210=14iV2, 23456 =+1+1.
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Kapitel 7

7.1

Summan av alla vinklar i en triangel &r 180°, och i en riatvinklig triangel dr en av vinklarna
90°. Alltsa, om de tva andra vinklarna ar « och g, sa giller det att 90° + a + 8 =
180deg < a = f(8) =90°— 3, 0 < B < 90° eftersom annars far a konstiga virden
(ingen giltig ratvinklig triangel).

7.2

Areasatsen for trianglar:

absinC

A:

Speciellt for en liksidig triangel med omkretsen P giller det att a = b = ¢ = P/3 och
A=B=C =60

7.3

b)

(E)*sin60° P23 p?

f(P) = D) 9.9 :12\/§’P>O'
H=2) = —21+1 =
1
f(a_‘_b):a—i-b—i—l'
1 1 b+1+a+1 atb+2
O+ 0 = o+ i T @ Do+ D) et Do+ 1)
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d)
1 C14blat+1)  bla+1)+1
f(a)+b_a+1+b_ a+1 —  a+1
e)
1
f(ab):abJrl'
f)
11 1
J@I®O) = 1531~ o+
g)
a 1 b
f(6)2%+1:a+b
h)
fla) a1 _b+1
f) w5 atl
7.4
a)
x—1 r+1-—2 2
f(x):x+1: z+1 :1—x+1:>f(ac):f(—x)<:>
1 =1 2 LI 1 eller 1
i T T T 1+a:_1f:c:>[x7é_ eller 1] =
= l+z=1—2 <<= x=0.
b)
f@) = s = @)= f(-0) = : L 00

22+1 (—x)2 41 T 22 +1
det géller alltsa att f(x) = f(—x), vilket betyder att f(z) &r en jimn funktion.

7.5

f@)=(x4+a)?-3 = f(-1)=(-14a)?-3=1 <= (a—-12=4 <—

=1
=3.

)

<— a—1=42 «<— {a
a
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7.6

f(z) = 22 och g(z) = 3z.

a)
f@2z) =g(—2) <= (22)? =3(—2) <= 42’ + 32 =0 <
z=0,
<:>x(4x+3)_0<:>{ 3
b)
g(x) > flz) <= 3x>2° < 22 -3r <0 < z2(z—3)<0.
T 0 3
x -0+ + + +
c—3 |- - - - 0 +
z2(z-3) |+ 0 - - 0 +
0<z <3
c)
hz)=flx—1)+glz—1)=(x—-1)*+3x—-1)=2>-22+1+3z -3 =
9 {x—2,
=" +12-2=0 <=
z =1
7.7

For att en kurva ska kunna vara en graf till en funktion y = f(x) kan den bara ha ett
y-vérde for ett givet z-vdrde. Alltsa om man drar ett vertikalt streck ska den bara skéra
grafen i en punkt.

a)
Ja.

b)
Ja.

c)
Ja.

d)
Nej.
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7.8

Principen hér dr att 16sa for y och om man far en entydig 16sning, det vill siga att ett
x-vérde svarar mot precis ett y-virde.

a)
r4+y=4 < y=4-—z (giltig).
b)

2?4+ 9? =4 < y =44 — 22 (ogiltig eftersom =+).

r+ty=4 < y=4-=

(giltig eftersom om man sétter in ett naturligt tal far man ocksé ut ett).

x4y <4 < y<4-—z (ogiltig eftersom ett omrade).

=y < y =4z (ogiltig eftersom =+).

7.9

f(x) =2 = af(bx+c)+d=albr+c)®+d=ab?s? +2bcx +*) +d =
= ab®z? + 2abcx + ac® + d,

detta sammanfattar alla fall som dyker upp i deluppgifterna, men jag orkar inte skriva
om varje, det &r bara en massa parabler som man ska rita. Jag kan dock visa alla kurvor
ien graf.
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7.10
a)

Sank hela grafen tva steg i y-led.

b)

Translatera grafen ett steg at hoger i x-led.

c)

Halvera alla y-varden, det vill séiga tryck ihop grafen i y-led.

d)
Tryck ihop grafen i z-led sa att den blir hélften sa bred.

e)

Negera alla y-virden, vilket motsvarar en spegling i xz-axeln.
f)

Spegla grafen i y-axeln.

7.11

a)

Losning finns redan.

b)

Samma princip som i a), man delar upp funktionen i sina delar och sedan ritar man dem
var for sig.

7.12

Samma som 7.11, det ar bara att rita ratt graf pa ritt intervall.

7.13
a)

flx)=2® -z, glz)=1-3z = f(z)=g(z) <= 2? —2=1-3z —
7_1_
= 2w -1=0 =
{ f—1+\f

y-virdena fas littast av att anvinda g(z). g(—1—+v/2) = 4+3v/2 och g(—1++/2) = 4—3/2,
alltsa dr skirningspunkterna (—1 — V2,4 + 3v/2) och (=1 + V2,4 — 3\f)
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f 12

-'_ 10
N\ (142, 4+ 342)

' -3 -2 - 0 — 1 2 3 4
(-1+%2,4-32)

Ur figuren kan vi se att f(z) > g(z) <= =< —1—+2eller z > —1+ /2.

b)
flx)=1-22% g(x)=2+2 = f(z)=g(z) <= 1 -22>=2+2 —

1 7
= 2’ +2+1=0 < 2(z+ )+ - =0 = l6sning saknas.

4 8
3
2
—4 -3 =2 L 0 1 2
f -
.f
I g 2

Detta fortydligar att det inte finns nagra skidrningspunkter, och f(z) < g(z) for alla z.
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7.14

f@)=a2+z+1 = f(-1)=1, f(1) =3,

f-f-D _3-1
1—(-1) 2 ’
(1,91) = (-1, f(-1)) = (-1,1) = g(r) ~1=2+1 < gla) =z +2.

9(@) —y1 = k(x —x1), k=

Hir har enpunktsformeln for en rit linje anviinds i beskrivningen av g(z). Vi vet ocksa
redan skdrningspunkterna, vilket betyder att vi enkelt kan rita f och g i samma figur.

f

(1,3)

-1

Hérur ser vi tydligt att f(z) < g(z) <= —-1<z <L

7.15
a)

Det &r ett polynom, sa alla z-vérden ar tillatna. Det minsta fas da x = 0, vilket betyder
att definitionsméngden &r Dy = R, och virdeméngden ar Vy = [1, 00).

b)

Hér begréinsas definitionsméngden av rotuttrycket. Diskriminanten, det under rottecknet,
maste vara storre dn eller lika med noll, vilket betyder att = > 0. Vidare ser man tydligt
att 1 — /x kommer att minska nér x dkar, detta betyder att funktionen har ett storsta
vérde, men inte ett minsta. Alltsa &r Dy = [0, 00) och V; = (—o0, 1].

c)

Samma sak giller for definitionsméngden hiir v/ == t > 0. Dessutom kommer F(t) att
minska da t okar, vilket betyder att det storsta virdet dr 1, men nér ¢ blir vildigt stort
kommer funktionen att vara néra noll - dock inte lika med noll. Alltsa d&r Dp = [0, o0)
och Vi = (0,1].
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d)
gt) =Va—12 = 412 >0 < —2 <t <2 vilket dr var definitionsmiingd. Man

inser ganska litt att g:s storsta virde dr /4 — 02 = 2 och att det minsta dr v/4 — 22 = 0.
Dy =1[-2,2] och V; =[0,2].

e)

Nistan samma definitionsméngd som i d) eftersom ndmnaren inte kan vara noll blir
olikheterna strikta istdllet. For virdeméngden kommer det minsta virdet att vara da
ndmnaren ir sa stor som mojligt, det vill séga for z =0 = ¢(z) = 1/2. Det storsta
viirdet #r lite lurigare, detta beror pa att nir z — £2 = /4 — 22 — 07. Vi delar alltsa
pa ett vildigt litet positivt tal, sa funktionen kommer att sticka ivig mot oéndligheten.
Dy = (=2,2) och V, = [£,00).

7.16

Byt ut g(r) med ¢, vilket direkt ger att f(t) = ¢°.

7.17

(fog)(z)= flg(x))(z) = N = f(z) = [exempelvis] = e* = g(z) = sinz.

7.18

Losning finns redan.

7.19

f(x)=a"+1och g(x) =ax+b = (fog)(x) = (g0 f)(z) <
— fg(2) =g(f(z)) <= (ax+b)*+1=a(z?+1)+b <

— a’2? +2abr+ b+ 1=ar’ ta+b <= (a*>—a)r* +2abzr+1—-a—b+b*=0=
a’>—a =0, ala—1) =0,
=0-2240-2+0-1 < { 2ab =0, < {aellerbd =0,
l—a—b+0* =0 l—a—b+0b? =0.

Detta ger tva fall: 1) a =0 0och 2) b=0 = a =1 (eftersom den 6versta ekvationen
ska gilla).

a=0 = 1-0-b+b>"=0 < b*—b+1=0 = inga reella l6sningar.

Alltsa fungerar det endast da a =1 och b = 0.

7.20

Losning finns redan.
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7.21

For att en funktion ska kunna ha en invers maste den vara injektiv, vilket betyder att
varje y svarar mot ett entydigt  (om man har y = f(x)). Det kan ocksa beskrivas som
om man drar en horisontell linje ska den som mest skira funktionskurvan en gang.

a)
Ja.

b)
Nej.

c)
Ja.

d)
Nej.

7.22
a)
y=fla)=2> = a=EVy=y=f"'y) = [ (&) =Vz, 220

Detta fungerar eftersom intervallet som betraktas &r x > 0 (det var dérfor den negativa
roten ignorerades), pa vilket funktionen &r injektiv, men om vi hade tittat pa hela den
reella tallinjen hade funktionen inte var injektiv och inte haft en invers dér. Om man
hade tittat pa < 0, s& hade inversen istéllet varit —/z.

b)

Samma procedur ger
g(x) =2 = g (x)= Yz x>0

Denna invers hade faktiskt kunnat vara definierad pa R, men i uppgiften &r intervallet
givet.

c)
(flof)=ff(x)=Vat =z (z>0),
(g7 og) =g " (g9(x) = Vad ==

Detta resultat ar foga forvanande eftersom det &r typ sa man definierar inversa funktioner.
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7.23

Man behover egentligen inte bry sig sérskilt mycket om huruvida en entydig invers
funktion existerar under tiden man riknar. Detta beror pa att om man lyckas losa ut x
utan nagra =+ eller sadant, sa har man ju hittat en invers. Vidare kanske det ocksa &r sa
att om man har ett + sa bestdmmer det intervall man tittar pa om man kan férkasta
den ena av losningarna, och da har man #nda en invers.

a)

y=f(z)=3z+4 < w:y%:ffl(y) = fﬁl(x):%, reR
b)
Finns ej, funktionen ér ej injektiv pa det angivna intervallet (R).
c)
= f(z) = ! = [2>-2 <= 2+2=- - 2=f"y) =
y=1[()=""7 x x = x—y = Y
1 1
fTlo)==——-2, 2>-2
x
d)

Finns ej, funktionen ér ej injektiv pa det angivna intervallet (R).

e)
y=f@)=2+4da+5=(2+2)7+1 < 2+2=H1/y—1 <
= ao=\y-1-2=f"(y = [@)=Ve-1-22>1

Den negativa roten utesluts pa grund av att * > -2 <= 2 4+2>0. Att > 11
inversen kan dels ses av roten, och dels av kvadratkompletteringen, y = (x + 2)? + 1 >
(—2+2)2 + 1 = 1. Vidare ir det ocksa nagon sats som siger att definitionsmiingd och
virdeméngd byter plats for en invers funktion, vilket intuitivt kéinns rimligt.

f)

Aterigen kommer villkoret > 1 fran /1 + % > /1 + 0 = 1, stréng olikhet eftersom
1/z aldrig &r noll.
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7.24
b

For att undersoka detta ansétter vi en godtycklig potensfunktion f(x) = az® och
betraktar f o f.

(f o )(@) = f(f(2))(z) = a(f () = a(az")’ = aa’s" = a"*'a?".
Fér en invers funktion géller det att (f =1 o f)(z) = (fo f~1)(z) = x. Alltsa ska

abtt =1

abtl =1, {b — 41,
—

b=1 = d?

=1 << a=4=1,
b=-1 = a’=1 = 0 =0 (giller for alla a # 0).
Detta betyder att foljande funktioner fungerar som sin egna invers

f(z) = +a' = 4z,

f(z) =az™! = %, a # 0.

7.25
f(z) =2z +1 och g(z) = 2%, z € R.
a)
y=fx)=224+1 << x:y?_l:f_l(y) = f_l(a:)—mT_l, xR
b)

)
(o)) = F Ao = L0 = Tt s er

7.26

)

Injektiv bara. Inte monoton eftersom, exempelvis, f(—2) > f(—1), men f(—1) < f(1).
Funktionen gar ocksa mot +oo vid noll, sa den &r ej begrinsad.
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b)

Nu blir vi av med nistan alla problem fran a). Funktionen &r avtagande pa intervallet,
vilket betyder att den dr monoton, den &r fortfarande injektiv, och den &r nedat begrinsad
av noll. Den gar dock fortfarande mot o#ndligheten vid x = 0.

c)

-1

Injektiv, monoton (avtagande), begrinsad (bade uppat och nedat).

d)

Logaritmen ar obegrénsad vid nollan, men att intervallet dr begrdnsat betyder att den
ar uppat begrinsad. Vidare dr den ocksa stringt vixande och injektiv.

7.27
a)

Om en funktion, f(z), dr vixande betyder det att om b > a = f(b) > f(a) <
f(b) — f(a) > 0. Lat g(x) och h(z) vara vixande funktioner och b > a.

f(x) = g(x) + h(z) = f(b) = fla) = g(b) + h(b) — (9(a) + h(a)) >

> [bada funktionerna &r véixande] > g(a) + h(a) — g(a) — h(a) = 0.

b)

Sanningshalten &r obefintlig i allménhet. Ta till exempel tva rita linjer som dr viixande
och multiplicera ihop dem. Detta kommer att ge en parabel som dr avtagande ibland.
Problemet nagon av de vixande funktionerna antar negativa vérden.
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7.28

) —

y=f(x)=2+3e‘4$:}e‘4$:yT:>—4x:1ny =
1 -2 1 -2

@x:71my3 :f*l(y)ﬁffl(x):len—xg , x> 2.

Pa grund av hur inversa funktioner fungerar maste de vara monotona, det finns nog
lampliga satser att referera till hér - men det har med injektiviteten att gora. Inversen
dr inte begrénsad eftersom den har en logaritm som sticker ivég nér det inuti ndrmar sig
noll.

7.29

Jamn: f(—z) = f(x).
Udda: g(—z) = —g(x).
Lat ocksa f(x) beteckna funktionerna i respektive deluppgift.

a)

f(=2) = (—2)* +2(—2) + 1 =2? — 2z 4+ 1 # f(z) eller — f(x) = varken eller.

flz)=(—2)(e 4+ e )= —z(e™® + %) = —z(e® + %) = —f(r) = udda.
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Kapitel 8

Jag ténker skippa uppgifter som gar ut pa att rita en graf, eller atminstone inte forsoka
gora nagon fullstindig 16sning. Man kan vinda sig till GeoGebra for att visualisera
funktioner latt.

8.1
For e) och f) kan man goéra foljande omskrivningar:
-1 1 1
T 22
x x x
1773_x—4+1_x—4+ 1 14 1
r—4 -4  x—-4 x—4 x—4
8.2
Inses latt.
8.3

2 3 (3)
32 “\2)

Alltsa om vi tar likheten som &r given i uppgiften och héjer upp den till o kommer vi
att fa virdet vi soker.

(V[
vl

22/3 — 16 — (562/3)‘JZ _ (332/3)(3/2) _ e
=232 = 16% = 16(3/2)° = 16%/4 = (161/4>9 — 29 — 519,

8.4
[ 2 ,
(/3 +2)@V3 —2) =12 — (xl/d) S92 3412 — 23 =16 —

= = +16%/2 = £43 = +64.

Det ir =+ eftersom vi tar roten ur och z'/3 fungerar for alla reella tal, alltsa for negativa.
Dock anger facit bara den positiva, men bada fungerar, sa det &ar lite oklart.

8.5

y=V1-22 = 3> =1-22 = 22 +4> =1,
vilket ar enhetscirkeln, dock &r det endast positiva y-virden som betraktas, som da
motsvarar den 6vre halvan. Resten inses létt.
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8.6

Inses ldtt. Om man vill kan man gora omskrivningen (0,5)* = (eln 0,5)”” —e~®In2 och

pa samma sétt dr (0,5)7% = e? 112,

8.7

Inses latt.

8.8

a)

b)

ew+ew+1 :ez_’_eew:(e_’_l)em.

(ez + eiw)z — 62:E — 6721 — (eaj)2 + 2€w€7:v + (e*I)z _ 62:D _ 672;1: _

=e? 4+ 20 e e e =2,

d)
1 1 —z—1 - 1 - 1, _ e+1 _ el
4 oz z—1 _ —= T _ (14 T _ T _ 1 a-1
R e e = (14 e = et = (e 1)e
8.9

(27 4+ 277)% — 4" — 477 = (277 4 2.27277 4 (277)7 - (22)" - (22) " =

:22x+2.20+27217221‘7272z:2'

8.10

I allméinheten kan man skriva om alla tal pa foljande siitt a = b'°% @ = log, b, diir log,
dr logaritmen med bas b. Detta forutsétter att a > 0, eftersom annars dr inte logaritmen
definierad. Lat lg beteckna tiologaritmen. Med detta kan man direkt skriva om alla
uppgifter direkt, och e) gar ej.

8.11

Precis samma som for 8.10, men nu &r det den naturliga logaritmen, In, istéllet for
tiologaritmen. Aterigen gér inte e) eftersom en potens alltid &r strikt positiv, och kan
dérmed aldrig anta viirdet noll. d) gar inte heller eftersom 7 > 3 < 3 — 7 < 0.
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8.12

Inses latt.

8.13

Inses litt (anvind logaritmlagar for att gora det littare).

8.14
a)

b)

f)

8.15

b)

7 8 7 8
les +lgo =lg(=-2)=1g2.
gy tlss g(4 7) g

1 B 1/2 s 10 5
2lnl()O 2In2 =1n100 In2°=1In 1 flnz.

1
1g36 — 31g6 =1g62 — 31g6 = 21g6 — 31g6 = — g6 = lg .

log, 27 = logs 3% = 3.

1
log, 11 + log, = log, 11 —log, 11 = 0.

1 1 1
5(1n16 —In4) = 5(11124 —1n2?%) = 5(41r12 —2In2) =1n2.

1 - 1
In — +Inz® =In-—23) =Inz.
x

(x?

Ine’* =2z (den naturliga logaritmen &r ju inversen till exponentialfunktionen).

c)

Ine' =t
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d)
Ine* +Ilne ™ =x—x=0.
8.16
1 2 3 1 2 3 1
=+t =In(=-2-2)=In- = —In4,
ngthg+ng =g -7 =g .
8.17
a)
In(a+b)=na+nb=mhae = a+b=ab = a—ab=-b =
b
1-b)=—b S
= af ) == a —

Alltsa inte i allménhet, dessutom maste b > 1 eftersom a > 0 pa grund av att det star
inuti en logaritm.

b)

ab %—'_% a b

Ja, under forutsittningen att Ina och Inb dr definierade (a,b > 0).

b b 11
1n(a+b)—1na—lnb:1n(a+b)—lnabzlna+ :1n< a> :1n<—|—>.

8.18

In(z(vVI+e® —Ver)) +In(y/1+e ) +1=
=lho+n(Ver(Ver+1-1)+In(Vi+e = +1)=
=Inz+mme”?+In(vV1+e®—1)+In(Vi+e=+1) =
—Inz+ 3+ ((VIde s - )(WIter+1) =

:lllx+g+ln(1+eﬂcfl):lnernglne*””:lnx+§fx:f§+lnx.

Nej.

8.19

3% = (eln?’)m =3 =¥ — y=zIn3.
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8.20

a)
lgz =1ge™® =Inz-lge =lge-Inz.
Betrakta produkten lge - In 10, och speciellt

. Ige
elgelnlo _ (elnlo) ge _ 101ge —e .

1 Inx
= lge-In10=1 = lgefm — 1gx71n10'

b)
Utifran a)-uppgiften kan vi gissa att foljande likhet giller:

1
log, z = %6 T
log, a

<= log,a - log, r =log, .

For att visa detta utgar vi fran b upphojt till det ekvivalenta vénsterledet

log, =

bVL _ blogb alog,z _ (blOgb a) _ alogam — 7= blogbm _ bHL.

Nu kan vi direkt anvinda formeln med a = 5 och b = 3,

logs x
1 =
85 % logs 5
8.21
a)
10" =2,72 = = =1g2,72.
b)
10% = 0,43 = x =1g0,43.
c)
10° =0,0001 =107* = 2 =1g107* = —4.
d)
5-10% =125 = x =l1g25.
e)

1
3-10"+4=21 = zzlgg.
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f)

Losning saknas eftersom 10* > 0, men —3,14 < 0.

8.22
a)
e =3,7 = z=1In3,7.
b)
5
3" =5 — x:lng.
c)
7" —-2=3 = x:lng.
8.23
a)
Inz =38 = z=¢>%
b)
Inz =0,41 = z =",
c)
Ine=-2,34 = z=e¢ 2%
d)
3=8+Inzr = z=c".
e)
12=18lnz = z =e¢5.
f)

3lnz+7=4 = z=¢""%
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8.24
a)
4°—6-24+8=0 = (22" —6-2"+8=(29)-6-2"+8=0 = [t=2"] =
9 t=2, 2" =2, r=1,
—= t"-6t+8=0 = == =
t=4 2¢ =4 T =2.

b)
9" 4+6-3° =7 = (31)"46-3°-7=(3")2 463" -T=0 = [t=3"] —

t
’ — z=0.

1 =1

— 24 6t—T=0 — { -7, N {3”” = —7 (saknar 16sning),

c)
27.3"? =4 = 2.3 =22.3> = =2

Funktionen 2% - 3*~2 #r ocksa stringt vixande, si det finns som mest en l6sning. Man
kan ocksa fortsitta forenklingen, vilket ger

273" =22.32 = (2.3)" =(2-3)? = 6" = 6%

8.25
a)
lgz =3+1g2 = 2 =10>"%2 =10%. 1082 = 2000.
b)
Inz=1+3n2 — z =e!t3n2 :eel"23 = 8e.
c)
2
lgr =2lgh — 1 = z = 102851 = 1085" 191 = 5 _5
10 2
d)
3
Inz=3—2In2 — z =322 — (3,277 _ ez.
8.26

Losning finns redan.
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8.27
a)
lg(gz) =3 = lgz =10% = z =10019") = 101000,
b)
e 2" -3=0 = [t=¢€"] = t*-2t-3=0 =
=-1 * — _1 (I6sning sak
. {i ; v {em ; (l6sning saknas), e o —In3.
= et =
c)

2
lg(z+2)=1+1gz=1gl0+1lgxz =1gl0z = z+2 =100 = z=3-

Egentligen ska man vara mer noggrann med definitionsméngder och sadant, i denna
uppgift har vi villkoret att = > 0, vilket svaret uppfyller.

8.28

Hér dr det viktigt att kontrollera sa att en eventuell 16sning dr inom det giltiga intervallet
for uppgiften, vilket bestdms av logaritmerna.

a)

Vi har villkoret z —1 > 0 <= z > 1, att vi inte tittar pa den andra logaritmen beror
pa att argumentet &r x > x — 1, alltsa z — 1 &r mer begransande.

2

Inz+In(z—1)=In6 = In(z(z—1)) =6 = 2> —2=6 =

r=—-2%1,
r=3

:>x2—sc—6=O:>{ — z =3.
b)
22>0 <= >0 (2?>0, x#0).

3 2 3

Inz?=In2® = 2?2 =2 = 2%(x—1)=0 = 2 =1 (z =0 ir en falsk 16sning).

c)
T—4>0 < z > 4.

2

2In(z —4) =Inz+mn2 = In(z-4)? =22 = 2> -8r+16 =22 —

r=244
r =38

:>x2—10x+16=O:>{ — 1 =238.
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d)
x> 2.
Inz+ln(z—2)=2 = In(z(z—2)) =he’ = 2°-2r=¢" =
9 9 r=1—+V1+e2#2
= ' -2r—e" =0 = = z=1++V1+e%
{$:1+\/1+62
e)

Uttrycket innanfor logaritmen &r giltigt for alla x.

In(3*+3"") =1 = Im(3*°(1+3)) =m3"+md=2n3+nd=1 =

. 1 ;11;14
8.29
m(t) = m(0)e ™ = m(T) =m(0)/2 = m(0)e™" =m(0)/2 =
— —/\Tzln%:—an — )\:IHTZ.
8.30

I alla uppgifter dr villkoret att > 0. For ¢) och d) anvénds formeln som hérleddes i
8.20.

a)
In2z+1n3z =Indz = In62% =lnder = 622 =40 —
=0#%0 2
— 232 -2)=0 = {" 2?" = z==.
b)

In2z-n3z=Inder = (n2+mz)(In3+nz)=hd+lnzr = [t=lhz] =
— In2-m3+tn2+thm3+t2=m2*+t —
= *+(In2+In3-1)t+In2-In3-2m2=¢*+(In6—1)t+In2-(In3-2) =0 =

1-1 1-1n6)>
— t=Ilnz= QHG:N:\/( 2116) +In2-(2—-3) =

1-1n6 (1—1n6)2
— r=e 2 :I:\/74 +1n2<(27ln3).
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1 +1 -1 — lniJrlni Inz
082 T 1083 T = 1084 T In2 In3  In4

1 1 1
]nx-(—‘,——):lnmzo = xr=1.

2 3 4
d)
1 1 4 . Inz lnx_lna: . (1 )2_1 ln2-1n3_
082 L1063 % = 0847 In2 In3 1In4 Ry =My n22
! In2-1n3 ! In3 . 1 In3
= nhr  —— =nx - — neg- n -
Y T ome T v t 2
— 1nz:07 —— :I;:l,
Inz =13 o — en3)/2 _ (eln3)1/2 — 3
8.31

a)
¥ —e " =6 = (")’ —6e"—1=0 = " =3 HV32+1 — z=1In(3+10),

det blir en andragradsekvation i e® efter att man har multiplikation med e®, och den
negativa roten utesluts eftersom e® > 0 for alla z € R.

b)
11 1 )
h-4+—=2 = [t=lnz] = —t+-=2 = t*+2t—-1=0 =
rz Inx t

— t=lnz=-1+V2 = z:efliﬁ.

Inz-lnz? =3 = 2(nz)? =3 = lnx—:lz\/g — g =eTV3/2

8.32

cosaw = 1/3 och ritvinklig triangel betyder att sin kommer vara positiv (eftersom
0 < a < 90°). Vidare géller trigonometriska ettan sina +cos?a =1 = sina =

PV —cosZa=/1-(1/3)2=,/8/3 = %‘/5 Vidare &r

samt sin (90° — @) = cosa = 1/3 och tan (90° — a) = 1/tana = ﬁ
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8.33

Rita upp en ritvinklig triangel som ger att tana = 2 = 2/1, det vill siiga att den
motstaende kateten har lingden 2 och den nirliggande har lingden 1. Pythagoras
berittar for oss att hypotenusan da har en lingd pa v/5, varpa vi kan bilda sinus och
cosinus.

. motstaende 2
sihqg = ——M8M —— = —
hypotenusa /5’
arli d 1
sin (90° — 0) = cos = niirliggande 1
hypotenusa /5
1 1
tan (90° — = = —.
n( a) tan o 2

8.34

Avstandet langs marken &r den nérliggande kateten i den bildade ratvinkliga triangeln,

detta betyder att

narliggande  x
cosqu = ——————— = —
hypotenusa [

dér z &r den sokta striickan och « € [64°,78°]. Loser man ut z fas

x =lcosa € [l cos68°,[cos78°].

8.35

Hojden pa fyren dr den motstaende kateten och vi vill ha avstandet till den botten av
fyren, det vill sdga lingden av den nérliggande kateten.

tstaend h h 96
tana:w—fzx— ———— &~ 416 m.

nirliggande " tana  tanl13°
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8.36

Om man ritar upp figuren kan man utlidsa en ritvinklig triangel med stréickan AD som
hypotenusa, detta ger oss hgjden som

. h .
sin /A = 1D = h = ADsin ZA.
Vidare behovs édven strickan lings AB som utgdr basen till triangeln, den kan fas av
sambandet b

cos LA = 1D = b= ADcos ZA.

Vi kan nu bestdmma arean

27 cos81° - 27sin 81°
2

~ 850 m?.

bh
(AB — b)h + 5= (34 — 27 cos81°) - 27sin 81° +

D C

h

8.37

100 m X
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Utifran bilden kan vi stélla upp foljande relationer

o __ h _ _h
{tanS = {x— b 100,

o__ h h
tan9° = b = n o
$$:$2L0—100:L0$L0—L°:100:>
tan & tan 9 tan & tan 9
100 h
= h=—F————=125mochz= - A2 788 m.
tang&°  tan9° tan 9

8.38

I den vildigt skalenliga bilden kan vi se den trigonometriska relationen

sina =

= (r+h)sina=r = r(l —sina) = hsina =
r+h

hsin a 5sin 87, 7°
= r = =
1—sina 1—5sin87,7°

~ 6202 km.
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8.39
B
A I_C
a)
AC
cosA=— = AC = ABcosA =4cos60° =2 cm.
AB
b)
BC BC 2v/2 .
cos B = 1B — B= arccosﬁ = arccosT = 45°.
c)
tan A = ]j—g = A = arctan ]j—g = arccos % = 30°.

8.40

For en rdatvinklig triangel géller det att

motstaende katet

sina =

hypotenusan
nérliggande katet
cosa =
hypotenusan
motstaende katet
tana =

nirliggande katet

. x .
sino = — — T = asino.
a

b)

T
tana = — =— z =atana.
a
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= acota.

a
tana=— — x =
x tan «

d)

CoSx =

— I = a4 COSC.

a a
cosa=— = x = .
T cos o
f)
. a a
sina=— — = —.
T sin av
8.41
Se facit.

8.42

m radianer motsvarar 180°, alltsa kan man anviéinda omvandlingarna

180°
1rad = ﬂ,
T
och -
1° = — rad.
180

8.43

Se med hjilp av grafiskt ritverktyg.

8.44

Trigonometriska ettan ger att

cos’a+sina=1 = cosa=+V1—sina==4+/1-0,62=+/0,82 = +0,8.

8.45

I samtliga uppgift géiller det att k € Z.

a)

r = § + k2m,

1
sin(m —z) =sinez = sinzx = - = 5
2 rx=m— ¢+ k2r = + k2m.
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b)
. V3 $=—§+k271',
sing = —— = . i o
2 r=m— (%) +k2r =24+ k2r = -2 + k2r (k =k — 1).
c)
cos (—x) = cosz = coszT ! — r=4o + k2
—x) = = — =+— T
V2 4
d)
™
tan (z +7) = tanz = tanz = -1 = Z‘Z—Z—‘rk‘ﬂ'.
e)
tanz = V3 = .ﬁ:g—‘rkﬂ'.
f)
005333—1 == 3x—iz—|—k27r = av—iz—l—kQ—7T
2 -3 9 3
8.46
__1 ; _\3
C.Osx \2/% — tanz = 2% _ 5 :\/§:>x:z+k7re(7ﬂ27f):>
SINT = —-5~ Cosx —3 3
I 7T+ dr
= — T = —.
3 3

8.47
a)

Losning finns redan.

b)

Eftersom cos (—z) = cos x maste x uppfylla likheten

4o = k2 =kZ
3=t +k2mr = { o0 o JPTREY
2v = k27 =k

eftersom k &r ett heltal kommer k7 att técka alla x som km gor, alltsa réicker det med
att skriva x = k7.
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b)

Pa grund av att tanx &r m-periodisk géller det att
tan3zr =tanr — 3z =2+ kr = x:k‘g.

Dock #r tangens odefinierad da cosinus dr noll, eftersom det star i ndmnaren, detta sker
da x = £5 + k2m = § + k7. Av denna anledning maste 16sningen begrénsas till z = k.

8.48
a)

2 2

x=1—2sin?z, ger att

Dubbla vinkeln fér cosinus, cos 2z = cos® x — sin
. . 92 . 2 t=—1,
sine =1-2sin“x = [t=sinz] = 2t°+t—-1=0 = F=1/2
= -2 + k2,
sinz = —1, N * ”i—k2 i
r=7= m,
sinz =1/2 6

xzﬁ—%—l—k?ﬂ:%—i—k%r.

Detta kan sammanfattas i ett uttryck, eftersom de tre olika uttrycken skiljer sig med
2?“. D4 far man att x = § + k:%” Alternativt kan man gora som tipset foresprakar, men
eftersom jag gor sa i b)-uppgiften gjorde jag detta for att fa lite variation.

b)
. g ™
cos4ac=sm33:cos§—x == 4x::|:(§—x)+k27r =
dr = § — x + k2w, v =7+ k%,
4o = —(§ —x) +k2m r=-2+k%&
8.49

) —sinz, x € (7 + k27, 2w + k27),
|sinz| = )
sinz, x € [k2m, 7 + k27].

Vi kan nu téinka lite for att underlitta vart arbete. |sinz| och | cosz| antar samma
virde i fyra punkter pa en period, (+7, :i:?jf). Eftersom |sinz| > 0, for alla z, kan
16sningar endast finnas dér cosx > 0, vilket betyder att de enda punkterna som ger oss
giltiga 16sningar 4r x = 47 eftersom de ligger i forsta och fjarde kvadranterna. Detta
ger l6sningen

r= i% + ko

Man kan givetvis ocksa dela upp ekvationen i tva stycken dir man tar bort absolutbeloppet
och tittar sa att 16sningarna man erhéller &r inom det intervall som specificerats, vilket
kommer att ge samma svar, men det dr jobbigare.
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b)

sinz cosz sin?z 4+ cos?z 1 2
tanx 4 cotx = + = = = =7 =

cosx sinz sinx cos x % sin 2x sin 2x

2x = arcsin % + k2m, T = % arcsin % + km,
s
2

2
— sin2r=- — 1 2
7 — 5 arcsin £ + k7.

2x = m — arcsin % + k27

8.50

Lat oss forst betrakta fallet da « + 7 =t € [—m, 7], nér vi sedan hittar en 16sning &r det
bara att utvidga den 2m-periodiskt for att fa en allmén 16sning.

| t|<1 — 1< t<1
COS — ——= COS —
2 2 2’

och
{cost>—§, . {—2;<t<2§r,
cost<% t<—%ellert> 7.
Alltsa maste —%” <t< —% eller%<t<2§.Medx:t—§férviatt —%’T—§<x<
- —geller T -7 <z< 2% — 7, vilket &r samma sak som att 751—75 < x < —75 eller

15 <1 < % Dessa tva intervall skiljer sig med 7 radianer, vilket betyder att vi kan ta
det ena och utvidga det m-periodiskt for att fa hela losningen, istéllet for att utvidga
bada 2m-periodiskt. Detta ger 16sningen {5 + km < z < %r + km.

8.51

Losning finns redan.

8.52

Asin (kx + o) = Asinkz cosa + Asinacoskr =
a = Acosa,

= asinkz +bcoskx = Asin (kx + o) = )
b= Asina

— a®>+b* = (Acosa)’ + (Asina)? = A2 —= A= +/a2+ b2
Dar det av enkelhetsskél skall gélla att A > 0 och att 0 < a < 27.

a)

cosa =4 =L,
A=124+12=V2 = { e — a=_.
sina = 7 = -5 4
b)
—e_ 3 11
A= (VB2 + (-2 =2 = {7 a7 T
sina = 3 = & 6

Téank pa hur plus eller minus pa cos « och sin a paverkar i vilken kvadrant som « ligger.
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s = & = =4
A=(-42+3=5 — {COSO‘ 4= 50

i - b _3
sina= 3 =3,

eftersom cosinus dr negativt och sinus ar positivt ligger a i den andra kvadranten
(3 < a<m). Alltsa ir o = arccos =2, eftersom arccos har virdeméngden [0, 7] (arcsin

har virdeméngden [—7, 7], och kan darfor inte vara korrekt vinkel.)

8.53

Enligt hjdlpvinkelsatsen kan man skriva om det inom absolutbeloppet pa foljande sétt
sinz +2cosz = /12 4+ 22sinz + o = V5 sinz + «,
dér det exakta virdet pa vinkeln « ej ér relevant for uppgiften. Vidare, eftersom

sinz € [-1,1] = |sinz| <1 = [sinz+2cosz| = V5|sinz +a| <V5-1=+5. O

8.54

Inses ldtt med GeoGebra (det finns andra grafiska ritverktyg ocksa).

8.55

sin (x —y) = asinz cosy + bcoszsin y.
=0 = sin(0—y) = —siny = asin0cosy + bcosOsiny = bsiny = b= —1,
y=0 = sin(x —0) =sinzx = asinzcos0+ bcosxsin0 = asiny = a = 1.
8.56
a)

DN =

1 1
sinxcosz = §sin2m = 1 — sin2x =

T = 15 + km,
= Y
T = 15 + km.

N 2x = § + k2w,
2x:7rf%+k27r

b)

3
coszx—sin%c:cos%vzg = 2x:i%+k27r — x:il%—&—kﬂr.
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c)

s 1 r+ T =%+ K27
cosz +sine = [8.52a) =V2sin(z+ ~) = — —> 46 ’
[ )] ( 4) V2 {x+§5g+k27r

T = —15 + k2,
- _ T

d)
cos2x +3cosx —1=2cos’x —1+3cosx—1=0 = [cosz =1] =

t = cosxz = —2 (saknar 16sning),

:>2t2—|—3t—2—():>{ :>1‘::|:g+k2ﬂ'.

(SIS

t=cosx =

e)

sin4x:cos(g—4x) =cosdz = 3x:j:(g—4x)+k27r =
—r = —75 + k2, r =5 + k2m,
= s = s 2

£)

cos2x =1—2sin’2 =3sinz +2 = [sinr=1t] = 22 +3t+1=0 =

. r = —75 + k2w,
t=sinx = —1,
. 1 = {x=—¢+k2m,
t=sinx =—3 5o
T =—% + k27,
8.57
a)
. V3 3r =% + k2, x:g—i—k%“,
sindr = — — == 5 5
2 3r=m— 5+ k27 x =+ k5

b)

V3 1 . {:17 = arcsin 2%/5 + k2,

3sinx:7 — sinz = = —

6 23

— i1
T=T arcsm%/g—&—k:%r.

sin®x = 3sinz = sina(sin’z —3) =0 =

= [sinz <1 = sinz-3>0] = sinz =0 = = = kn.
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d)
9 . 9 1 s T
cos” x — sin xzcosZ;v:§ — 2x::|:§—|—k27r o x::tg—l—lmr

cos? z — sin® 2 = (cos® x + sin® z)(cos? z — sin® z) = 1 - (cos® z — sin® ) =
1 T
=cos2yx = - = xz:tg—&—knr.

f)
_—

N | =

cos*z +sintz =cos?z + (1 —cos®x)? = [cosz =t] =t +1—2t> + ' =

1 1
t2:§ — cosxr=t— —

©

1 1
= t4—t2+1:0 = (t2—5)2
™ s
-+ k—.
+ 2

r = +7 + k2,
xr =
x::l:‘%rJrkZﬂ' 4

8.58

. 1. .
sinxcosr =a — —sin2x =a = sin2z = 2a,

alltsa om |a| > % kommer ekvationen att sakna l6sning, eftersom sinus vérdeméangd &r

intervallet [—1,1]. For évriga a far vi

{25[} = arcsin 2a + k2, {x
—

% arcsin 2a + kr,

=Z _ Larcsin2a + k.

2x = m — arcsin 2a + k2w 5~ 3

8.59

Dubbla vinkeln for sinus, sin 2z = 2sin  cos , och trigonometriska ettan, sin® z+cos? z =

1, ger
VL = 1 +sin 2z = sin? 2 4 2sinx cos z + cos? = (sinx + cos z)? = HL.
O
8.60
Additionsformeln for sinus, sinx 4+ y = sin x cosy + sin y cos x, ger
. s . ™ . 7T LT . .
VL =sin(z+ =) +sin(z+ =) = sin.z cos & +smgcosx+s1n:ccos§ +sm§cosx =
3 1 1 3 3+1
= £sin:r—i— —cosz + —sinz + £cosx = V3 + (sinz + cosx) = HL.
2 2 2 2 2
O
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8.61

Aterigen ger additionsformeln for sinus att

2 4
VL = sinz + sin (z + %) + sin (x + %) =
. . 2r . 2w . dr . Aw
= smersmxcos? +sm§cosx+sm:1:cos? +s1n?cosz =

1 3
=gsinx — isinx—k TCOS.I— —sinx — 70081‘ = 0= HL.

2
O

Alternativt, med lite kinnedom om geometriska summor och komplexa tal kan man gora
foljande

2 4 . ) ,
sinz + sin (z + %) + sin (z + %) = Im(e™ + eilat+2m/3) | ez(:c+47r/3))’

och
2
el 4 gilet2m/3) | gilatan/3) _ e (1 + e27/3 4 6471'/3) _ T Zeika/B _
k=0
i2m/3\3 2
irl_(e ) 1-1,176 ix 1-1
=e =e =e =0.
1— 627T/3 1— 6271'/3 1— 6271'/3
Eftersom Im(0) = 0 foljer likheten. O

Om man vill ldra sig mer om beréikningar som liknar det ovan kan man séka efter roots
of unity”, vilket kan anvéndas till en massa saker inom matematiken.

8.62
a)

cosz € [-1,1] = cos’z € [0,1] =
— f(z)=1-3cos’z€[1-3-1,1-3-0] =[-2,1].
b)
g(x) = 2cos 2z —sin® x = 2(1 — 2sin®z) — sin®x = 2 — 5sin’ z,
och precis som cos? ligger sin? i intervallet [0, 1], vilket ger virdeméngden

[2-5-1,2—5-0] = [-3,2].
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8.63

Foljande relationer kommer att anviindas: cos2z = 1 — 2sin?z = sinz = 41—035 2z
3] = i _ 1 __ cosz 2 2
sin2x = 2sinxcosz, cotx = - — = 2%, och sin”x + cos®z = 1.
1 1 1 1
. 9% Shos T o 1 T = = T 35
Sln2—+M:7(l_cos(2_7))+ QSIHV??CObJ, ?mnz _
2 tanx + cotx 2 2 sinz | cosz
CcCoS T sinx
1 1 : 1 cosx
1 —~ = sin x cos T 5+ 5
- 5(1 o8 (E) + QSIIIS:ixncssx COSQ;IHx : 1 = (1 — Cos m) + % =
cos T + sin x SInT CoS T sin“ x + cos“x

1
2
1(1 )+11+Cosx 1
= —(1—cosx —_— =
2 2 1 2

8.64

Med subtraktionsformlerna fér sinus och cosinus, dubbla vinkeln for sinus, och trigono-
metriska ettan far man att

- 1+ siné = VL.

cos? 9 —|—2cos§sm + sin?

0 sin (T — &) ’ sin T cos® —sin@cos T )
— T Y _ 42 _ 4953 2 4| _
HL = tan(4 2)7 =8 = e a6 —
cos (G —5) cos § cos 5 +sin § sin 3
1 0 1 0 2
B fcosﬁ—ﬁsmi cosf—smg B
I 0 1 0 el 0]
Tcos§+ 281115 C082+bln§
c0520 2c05251n + sin 2% 1—sinf
9
2

8.65

) L cosx = +,/1teos2e
cos2x =2cos“x—1=1-2sin"r — -
sine = £,/ 71%852:”

l—cos & 1
sin £ \/ 4 1—— 21
— tan o = fr:[tanﬁ>0]: z_ _ *{5: V2 =
8 cosg 8 /1+c2c>s§ 1+ﬁ V241

PR VN s S
\/<ﬂ+1><ﬂ1)¢2—1ﬁ )

8.66

sin 3

: sin (2%) 2Sin%COS% COS2; cos 5 21]&11% 2t
sinx = = = . _
2z in2 2z sin2 Z 2z 27
1 cos 5 +sin” 5 cos?y gy MG " 1+tan 5 L+t
2
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2
Sin
1

hols

cos (2 . %) cos? 5 — sin? 5 cos? 5 T oz Z 1 — tan? 3 1 —¢2
cosT = 1 ZCOSQEJFSmQEZCOSQ&. sin® § :1—1—‘58112z :1—1—152.
2 2 2 1+ s 2

8.67

Syftet med arcusfunktionerna &r att de ska vara inversa funktioner till dem trigonometris-
ka, vilket krdver att de &r injektiva. Dock dr de trigonometriska funktionerna periodiska,
sa for att man ska kunna skapa en invers funktion begrdnsar man sin definitionsméngd
till ett intervall dar funktionen endast antar varje véirde en gang. Detta betyder att arcsin

har definitionsméngden [—1, 1] och virdeméngden [—7, 7]. Vidare har arccos har defini-

tionsméngden [—1,1] och viirdemingden [0, 7r]. Slutligen har arctan definitionsméngden

(—00,00) och virdemdngden (-7, 7). Kom ihag att virdeméngd och definitionsméngd

byter plats for en funktion och dess invers. Notera dven de 6ppna intervallen for arctan,
vilket beror pa att tangens inte &r definierad i +7. Det som man ska ta med sig fran
denna uppsats dr att arcusfunktionerna endast har ett virde for ett givet argument, sa
en ekvation arctanz = 7 har endast en 16sning, medan ekvationen tan z = 1 har oéindligt
manga. Med hjilp av detta kan man nog l6sa uppgift 8.67-8.74.

8.68

Se uppgift 8.67.

8.69

Se uppgift 8.68.

8.70

Se uppgift 8.69.

8.71

Se uppgift 8.70.

8.72

Se uppgift 8.71.

8.73

Se uppgift 8.72.
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8.74

Se uppgift 8.73.

8.75

N
-

4

. 3 .
sina = - = « = arcsin —.
5 5

4 —

cosa = — Qv = arccos —.
5 5
taunoz*§ = C)zfarctan§
4 N 4

6 4 s IB 1
sin 8 = — = arcsin —.
5 5
3 3
cos B = 3 — (8 = arccos £
4 4
tan § = 3 = [ = arctan 3

8.76

1 1
= @ = - = arccos() = arccos - =

. T
arcsin ) = 6 5 5= 3

8.77
a)

cosz € [—1,1] for alla € R och arccosx € [0,71] = arccoscosz = x da x € [0, 7).
Om z > 7 kommer inte arccos att ha det vérdet i sin virdeméingd, och alltsa kan likheten
omojligen gilla da.

b)

Eftersom vi har bytt plats pa cos och arccos kommer vi istéllet att kunna avbilda pa
viirdeméngden for cos, det vill sidga [—1,1]. Sa nu kommer likheten istéllet att endast att
gillla da = € [—1,1], det dr ocksa det intervall som arccos ér definierad pa.
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c)

Ett liknande argument som i a)-uppgiften antyder att likheten endast kommer att gilla
ndr x dr inom arctan:s vérdeméngd, (=7, §), vilket dr vart svar (6ppet intervall eftersom
arctan inte antar virdet +m/2).

8.78

Losning finns redan.

8.79

tan 2 sin 22 2sinz cosx cos?z 250% 2tan
an zZr = pry = - pry .
cos2z  cos?x —sin?x  cos?x ] sinZz 1 _tan?y
COS“ T

Lat a = arctan % och 8 = arctan 1—52 Vi vill nu undersoka tan 2« och tan .

2tan o 2 tan (arctan 2) 3 4.3 12
tan 2o = — = 5 5 = T = ==,
l—tan"a 1—tan®(arctanz) 1-5 9—-4 5
1 12
tan 8 = tan (arctan E) =<

Detta betyder att 2a = 8 + kr, men arctan:s virdeméngd &r (-7, 7), sa det enda

besviret 4r om antingen « eller 8 ar negativt. Det #r dock uppenbart att de bada ar
positiva, vilket betyder att likheten foljer. O
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8.80
: .2 2
1-— 1
y:arctanx:>1::tany:8my:>x2281ny: By -1 =
cosy cos?y cos?y cos?y
1 1
— =1 ? = 2y = .
05 y +x cos"Y =7 T
8.81
Losning finns redan.
8.82
sinhg = & —° ,
2
x + e—w
h =
cosh x 3
a)
—x —(—=z) —z T T —x
cosh—m:e te _ete _et =coshz. O
2 2
b)
e —e (7)) emT _ e et —e "
sinh —x = = =— = —sinhz. O
2 2 2
c)
2 2
et +e” et —e *
h®z — sinh®z = — =
cosh” z — sinh” x ( 3 ) ( 5 )
1 2z 0 —2x 2z 0 —2x 1
:Z(e +2” +e T — (e =2 +e )):Z~4:1. O
d)
x —z\ 2 T _ ,—=x 2
cosh? z + sinh?z = ere” + £ ) =
2 2
L o 0, —2z , 2z 0, 20y _ Lo s B e S
:1(6 +2e”+e T +e* —2e” +e )21(26 +2e )Z#ZCOSth O
e)
T —x r _ ,—x 2z _ —2x
2coshxsinhz =2 —;6 £ 26 = [konjugateregeln] = % =sinh2zx. O

144



Markus Bolinder

Kapitel 9

9.1
a)

Gréansvérdet blir 0, eftersom man delar pa nagot storre och storre.

b)

Grénsvirdet dr oo for att logaritmen &r en stringt vixande funktion.

c)

0 eftersom funktion avtar och &r positiv, alternativt kan man se det som 1/e”, vilket
ungefir motsvarar a).

d)

7/2 - ténk att man tar tangens och pa intervallet (—7/2,7/2) och bara speglar den i
linjen y = x, da kommer den speglade funktionen, som ir arctan, att nirma sig /2.

e)

Gréansvirdet existerar inte eftersom sinus dr periodisk och man det oo dr inte ett specifikt
vérde.

f)

9.2

Losning finns redan.

9.3
Eftersom grénsvirdena &r for £ — oo kommer hogstagradstermerna avgora vad

gransvérdet blir, ddrfor faktoriserar vi dem fran téljare och ndmnare for att lttare kunna
urskilja resultatet.

a)

22— 10z +1 o221 —10z7 4272
xinc}om:mggog 24+ 4=l 43 -
~ lm 11-10/z +1/a” _ . 1-0+0
z—oox 24+ 4/x +1/23 24040
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b)
. 22— 10z + 1 . 221 —10z 4+ 272
im ——— = lim — =
T—>00 322 +x z—r00 2 341
o 1=10z7'4+272 1-040 1
= lim = = -
T—00 3+q1 340 3
c)
. (2?2 +1)3 xS+ 3xt+322 41 oo 281432243426
lim ———— = lim = lim — =
oo (23 4+2)2  woo0 a4+ 4a3+4 z—oo g8 144073 + 426
. 14327243274 +2 % 14+04+04+0
= lim = =1.
T—500 1+ 423 4+ 426 1+04+0
d)
o 22+ 10z +1 221410z 422
lim ——— = lim — =
T—00 22+ 1 T00 T 24+ g1
. 1+ 10z~ 4+ 272 1+0+40
= lim x -0 ———— =
z—00 2421 240
9.4

Exponentiellt vixande funktioner (till exempel (1,01)%) kommer alltid att vixa snabbare
4an potensfunktioner (exempelvis 190) for stora z. Alltsa blir grinsvirdet 0.

9.5

e =~ 2,718. Bryt sedan ut den snabbast vixande termen i téljare och ndmnare for att
systematiskt undersoka grinsvirdet. En lista fran snabbast till langsammast vixande
funktioner, da x — oo, dr (med rimliga krav sa att de inte gar mot 0 eller nagot sadant):
exponentiella funktioner, potensfunktioner/polynom, och logaritmer.

a)

. xS dr 2t .27 g8/2% 4 42/2% + 1
Iim —— = lim — =
zoo 2% 426 41 z—00 2% 1+ 6/2% 4+ 1/2%

. 28/2% +4x/2* +1  04+0+1
= 1m = =
z—oo 1+ 126/27 4 1/2% 14+0+0

b)
lim e’ +(2,5)* +Inz _ lim e’ 1+ (2,5)"/¢* + Inx/e” _
T—00 26m+x10 z—00 €% 2+x10/er
~ lim 14+(2,5/e)" +Inz/e* 14040 1
oo 2 + x10 /ex 240 2

(2,5/e<1 = (2,5/e)® =0, z — 00.)

146



Markus Bolinder

c)

Den snabbast vixande termen i tiljaren #r 2* eftersom logaritmen bara har ett
forstagradspolynom framfor sig, och i ndmnaren dr x den snabbast vixande termen
eftersom basen till den exponentiella termen &r mindre &dn 1, vilket betyder att den gar
mot 0 da z vixer obegrinsat.

lim a*+zlnz - £41+x’31nx _ lim x31—|—x’31n1: . 1+0

Q.

Inx

r3Inx = =% — 0, © — oo eftersom polynom viixer snabbare &n logaritmer.

9.6
a)

Polynom vinner 6ver logaritmer, oavsett hur manga ganger man multiplicerar dem med
sig sjélva, alltsa blir

1 300
lim ()™ 0
T—00 T
b)
In 522 . In5+Inz? . In5+4+2lnzx . lnx1n5/1na:+2_

w00 In6a® o006 + Inad w00 In6 + 3lnz _rggomlnwlnx—ki% B

ln5/1n$+2_0—|—2_2

= lim = = —.
z—oo In6/Inz+3 0+3 3

. rlnzx . zlnz 1 . 1 1
lim =lim ———— = lmhe——F =00 ——
z—oo x4+ 1Inx  w—0 2z l4+Ilnz/z - l1+Inz/x 1+0

9.7

a)
vl _wt2-1_ 1

r+2  z+2 0 42

r+2 x+1+1 1
= :1+ .

r+1 x+1 r+1

Se facit for bild.

b)

Med omskrivningen ovan ser man direkt att funktionerna som begrinsar f(x) gar mot 1,
da x — oo, vilket betyder att
lim f(z) =1.

Tr—r00
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a)
. . -1 . sinx . 1 . sinx .
—1<sinzx <1 = lim — < lim < lim — < 0< lim < lim 0,
T—r00 z2 r—o00 I T—00 1’2 Tr—00 I T—>00
varpa instdngningssatsen ger att
sinx
lim 5 =0.
r—00 I
b)
Samma argument som i a) ger att
. -1 . CcosT . 1 . cosT . . cosT
lim — < lim < lim — <= 0< lim < lim 0 = lim =0.
z—oo Inx z—o00 lnax z—oo Inx z—o00 lnx T— 00 z—o00 lnax

)

Eftersom sinus varierar mellan -1 och 1 for evigt existerar inte gransvérdet.

d)

Eftersom arctanx < § = - Inz_ o Inz _ 279, 5 for tillrickligt stora 2. Om vi nu ser
rctan z w/2 T

att gransvirdet av detta nya uttryck gar mot odndligheten och vi vet att det #r mindre

dn vad vi borjade med, kan vi enkelt konstatera att det ursprungliga ocksa gor det. Det

dr uppenbart att

.2 ) Inx
lim —Inz=00 = lim — =00
T—00 T z—oo arctan x
9.9
Losning finns redan.
9.10
Notera att V&2 = |z|, och om & — oo &r |z| = z, men om x — —o0 ir |z| = —z.

a)
Jim (VT va) = i (IR

hmm_hm 1 =0- 1 =0
e=oo\Jr +14+x == /r(\/1+1/z+1) V1I+0+1
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b)

2 —VrZ+1 2 211
tim (VaZ§ 82— Va2 1) = lim (Va? + 30 - vVa? + D(Va? $ 304 Va2 +1)
ree e=00 Va2 + 3z + Va2 + 1

lim (22 + 3z) — (2% + 1) . 3x—1 B
x-’OO\/xz—l—Sx—i—\/xQ—&—l x*w\ﬁ\/l—&—i’)/m—&—\/l +1/x2?)
3-1 3.1
= lim [z —[z>0 = lim - [z _
oo [2] T+ 3z +/T+1/22 200 2 /T +3/3 + /1 +1/22
3—1/x 3-0 3

= lim = —.
w—>00\/1+3/x+\/1+1/x2 T VIT0+4/1+0 2

)

Samma omskrivningar som i b) ger att

. 5 N . x 3—1/x B
wgrjloo(\/x 32—z +1) lim Tl N Yy =<0 =
im % 3—1/z — lim — 3—1/z B
e—00 —x /14 3/x+ /1+1/22 2= /1+3/z+/1+1/22

3-0 3

TVIr0+VIr0 2

9.11
a)

Standardgriansvirde, vars viirde dr e, (egentligen en definition), men jag &r dock lite
oséiker pa om man bara skriver ut det fér +o0o, sa jag kan héirleda vérdet for —oo.

1\* |t=- 1\ t—1\ " t \'
im (1+-) = Netim (1-2) = tim (Z2) = lim (-2 ) =
T——00 €T t — 00 t—o00 t t—o00 t t—oo \ t — 1

Cot—1+1\" 1 \" 1 1\
_3520<t_1) _}E&(l+,§_1> —}E&<1+t_1> <1+t_1> =

b)

Eftersom x — 0 fran bada sidor kommer variabelbytet t = 1/x = ¢ — 400, beroende
pa fran vilket hall x gar mot 0.

In(1+ %)

lim
x—0 x

Inl+z |t=1/z = ;vzl/t
|20 =t t+o
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t
= lim tln<1+1>: lim ln<(l+1>>:lne:1. O
t—+oo t t—+oo t

Det ér tillatet att flytta in gransvirdet inuti logaritmen eftersom det &r en kontinuerlig
funktion.

9.12
a)

Losning finns redan.

b)

Variabelbytet t =22 = z=t/20ochx - 00 = t — o0.

t o 1/2
1) 2 1
lim <1+> = lim <<1+> > =e!? = e
t—oo t t—00 t

l/z2
lim (1+> =(14+0)°=1.
Tr—r o0 €T
d)

. . 2/a . 2
lim 22/ = lim eln(m ) — lim ez ™% =0 = 1.
Tr—r 00 xTr—r0o0 Tr—r 00

9.13
a)
limx+2_1+2__§
a1z —3 1-3 2
b)
2
2
lim 22 fim(e 4+ 2) = 2.
z—0 x z—0
c)
-2 -2 1 1
lim z Zlimx——lim = -.

es2x2 —4 252 (x—2)(x+2) ao22+2 4
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9.14

Vi vill férst och friimst att griinsvéirdet ska existera, och eftersom z? — 4 = (z — 2)(z + 2),
didr x — 2 — 0, « — 2, maste a och b viiljas sa att ax + b = ¢(x — 2). Detta ger villkoren

a = c och b = —2¢, inséttning av detta i gransvérdet ger
.z —2) . ez —2) ) c c
P50 22— 4 ase (z—2)(x+2) avrzt2 4
a=c=4,
— c=4 =
b= —2c=-8.

9.15

a)
Se b), med a = 1.

b)
Riita linjens ekvation, pa punktform,
y—yp =k(x—z1) = y=klz—x)+y = [(x1,5) = (¢,0%)] = k(z — a) + a?,
dér
22 —a® (v—a)(z+a)

k= = =x+a— 2a, da x — a.
T—a T—a

2a dr derivatan av funktionen f(z) = 22 i punkten x = a, vilket fis av precis det
griansvirde vi berdknar,

o) = tim L@ 1@ _ 2t —a?

r—a Tr—a T—a T —a

c)

Vi beriknar tangenten till kurvan y = 22 i punkten a, eller egentligen lutningen till
tangenten, vilket dr derivatan i punkten. Tangentens ekvation i en punkt = = a, till en
funktion f(z), kan skrivas y = f'(a)(z — a) + f(a), vilket &r precis det vi har hér.

9.16

Losning finns redan.

9.17

For en lista av standardgransvirden, se boken. Jag ténker ocksa gora omskrivningar
av typen % = k% — k-1 =k, dax — 0 istéillet for att gora variabelbytet
t=kx = x=t/k, x -0 = t— 0. Sa, om man funderar 6ver en likhet, téink pa
att det antagligen bara dr ett standardgrinsvirde och/eller att jag har samma ”form”
pa argumenten till standardgrénsvirden (till exempel att det star kz bade inuti sinus
och i nmnaren ovan). Med det sagt:
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b)

d)

f)

g)

h)

J)

xr
-1
lim ¢ =1.
x—0 €T
3z __ 3z _ 1
lim = lim 36 =3-
z—0 x z—0 3x
In(1
lim D)
z—0 x
. In(1+22) 2In(1+ 2x)
hm —_— = 11m -—-—
z—0 Tx =07 2x

lim zlnz = 0.

z—0t

lim 2zln(52) =0 (2zln (5x) = 2z1n5 4+ 2z Inz).

z—0t

im —
z—0 sin 3x

1 3z

im ——
z—0 3 sin 3x

. sinx . lsinz
lim — =1l
z—0 sin 3x
e — 1 o 3e%T 1
im —— = lim —
z—0 edr — 1 z—0 4 3x
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m — - =
z—03 x sindx 3

4z

etr —1

1

1=3.
2
Z1=
7
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k)
lim zln(sinz) = lim zln (xsmx) =
z—0+ z—0t x
= lim (xlnx—l—xln (smx)) =0+0-In1=0.
z—0t T
)
i ST (cosx) _sinl _ sl
z—0  COSX 1

9.18

lim z% = lim e = lim e*"? =¢0 =1
z—0t z—0t z—0t
b)
lim (sinz)® = lim ™ (Gn®)7) — Jim ersine — 917 k)] =¥ = 1.
z—0t z—0t1 z—0t
9.19

Losning finns redan.

9.20

Losning finns redan.

9.21
a)
. Inx . Inx t=x—1 = z=1t+1
lim =lim ——mMFM8m— = —
e=lad —x  a=lz(r+1)(z—1) =1 = t—0
In(t+1 1 In(t+1 1 1
= lim n(t+1) = lim n(—~_):7~1:7.
t=0 (t+ 1)(E+2)t =0 (E+1)(E+2) t 2 2
b)
p T
T = — — X .
LIS Trx)_ 2 i BB
=5 T — 5 Tt st s t—0 —t
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c)

Fran 9.19 b) vet vi att

. arctankx . kx
llm — =1

im—
z—0 kx z—0 arctan kz

)

vilket betyder att vi enkelt kan bestdmma virdet pa detta gréinsvirde

. arctan2z . 2arctan 2z 2 2
lm ———=lm-———+—-=—--1=—.
x—0 3x z—0 3 2x 3 3
d)
Omz — 0t = t=1/2 = t— +oo, vilket betyder att vi kan skriva
ot
lim z%e'/* = lim — = 0,
x—07t t—o0 t3

eftersom exponentiella funktioner vinner éver polynom.

e)

Variabelbytet t =« — 7/2 = z =t+ /2, med © — 7/2 = ¢ — 0 kommer att att

forenkla grénsvirdesberidkningen. Vidare &r cot z = cot (¢ + 7/2) = — tant, varfor
t t —tant —1tant -1 1
lim " = lim T im ot i 2 919 a) = 1= .
e=E2r —7  2—% 2(x — %) t—0 2t t—0 2 2 2
f)
el/ t=1/z = x=1/t et .
lim = = lim — = lim te" =0.
z—oo I r—00 = t—0"| ts0t 1/t o0t
9.22
a)
I 1
im =—=-
z—1- T —1 0- ’
I 1
im = _— =o0.
a1t x—1  0F
b)
. 1 1 1
im = = — =00,
e——2- (x+2)2  (07)2 0F
1 1 1
= = — = Q.

i
et (422 (0T)2  oF
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c)
For a = 0 blir det ett standardgriansviirde, som har samma vérde oavsett fran vilket hall
man nérmar sig 0.

sinx 1 1
m——=1"——=——
=0 z(z — 2) 0—-2 2
i sinx sin 2
im = = —00
s—2-z(x—2) 2-0- ’
sinx sin 2
im = = 0.
s—2t x(z—2)  2-0F
d)
T 1
lim — = — = —o0,
z—1-lnx 0~
i T 1
im — = — = oo.
z—1+Inx  0F
9.23

Skrivsiitten jag anvinder i uppgifterna omkring denna, exempelvis 0~ /oo, ér egentligen
slarviga, men de ar mer till for att tydliggora vad gransvirdena blir istéllet for att vara
rigordsa.

a)

T ot
im — = —=0.
z—0+ Inx —00
b)
. Inz —00
lim — = — = —o0.
z—0+ X 0t
c)
lim zlnz = 0.
z—0t
9.24
a)
3 -1 3 -1
lim = (=1) = = -0

b)
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lim, arctan —*- fam ¢ u
Im arctan = arctan — = arctanoo = —.
z—1t T — 0+ 2
d)
2 1

lim arctan = arctan — = arctan (—o0) = —z.

r—1— r—1 0— 2
9.25

En funktion, f(z), dr kontinuerlig i punkten z = a om lim,_,, f(z) = f(a), vilket betyder
att lim, .+ f(x) = lim,_, .- f(x) = f(a), alltsd att bade vinster- och hégergransvirdet
ska existera, och de ska vara lika.

a)
En enkel kontroll visar att lim,_,o+ f(z) = lim,_,o- f(z) = 0, och funktionen dr uppen-
bart kontinuerlig i 6vriga punkter, vilket betyder att f(z) &r kontinuerlig. Dock géller

det att lim,_,;- g(z) = 2, men lim,_,;+ g(x) = —1, och dirmed &r g(x) inte kontinuerlig.
b)
Kontroller att lim,_,; A(xz) = h(1), (1) = 3.
202 —x — 1 2@+ )z —1
i 22—l 2@ )@ o2,
z—1 x—1 z—1 x—1 z—1

vilket betyder att h(z) &r kontinuerlig.

9.26
a)

Vi vill att lim, o+ f(2) = limy_,q— f(z).

. . 1 7r
lim f(xz) = lim arctan — = arctanoco = —,
z—0F z—0+ T 2
) ] e _ 1 ] ar _ 1
lim f(z)= lim = lim a =a-1l=a
z—0— z—0— X z—0~ axr

For att gransviirdet ska vara existera maste a = 7.

b)

For att funktionen ska vara kontinuerlig &ven i nollan vill vi att lim,_o f(z) = f(0), och
eftersom lim, o f(x) = § kan vi direkt vilja att f(0) = § for att fa en kontinuerlig
funktion.

156



Markus Bolinder

9.27

Losning finns redan.

9.28

Lat f(x) = 82°—362%+462—15. Funktionen #r uppenbart kontinuerlig pa hela R, eftersom
det dr ett polynom. Dérfér kan vi bara evaluera funktionen i intervallens randpunkter
for och se om de har olika tecken. Om de har olika tecken kan vi anvénda satsen om
mellanliggande varde for att direkt sidga att den maste passera nollan nagonstans i
intervallet, vilket betyder att funktionen har en rot dér. Jag orkar inte skriva allt det,
men det dr vildigt trivialt hérifran.

9.29
Funktionen #r inte definierad i z = 0, vilket betyder att funktionen inte &r definierad pa

hela det intervall man tittar pa (och didrmed inte kontinuerlig heller), vilket gor satsen
obrukbar.

9.30

a)
Se b).

b)

Se ¢) (innan griansvirdet beréknas).

c)

R : 11— (3)"
nh—>Holo ,;_1 oF = [geometrisk summal = nh_}r{.lo 5? =
11—
=lim-—2 lim(1-27")=1-0=1.

n—oo 2 5 n—o00

Detta betyder alltsa att svaret pa a) och b) &r 1 — 27",

d)
Se ¢).

9.31

En geometrisk serie dr konvergent om och endast om absolutbeloppet av kvoten &r
mindre dn 1, vilket beror pa att termen i formeln for en geometrisk summa som &r

(kvoten)®ntalet termer) 1 2ste g mot 0 for att den ska vara konvergent da (antalet termer)
— 00.
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n k 1 _
1 11— (35 1—-3 " 1-— 1
lim S (2 i 222, 123120 1

n & n 2 k o (g)n-'rl 1— (2)YL+1
Jm 3G =t 3 () = = i =00 <3
k=0 k=0 3

d)

Kvoten ér storre dn 1 (2 > 1), vilket betyder att serien édr divergent. Den &dr ocksa positiv
och gar darmed mot oco.

9.32

For alla serier géller det att de dr konvergent om och endast om beloppet av deras kvot
ar mindre &n 1. Alltsa ska det som &r upphdjt till seriens index ha ett absolutbelopp
mindre dn 1. Jag kommer ocksa inte att skriva om det till ett grinsvirde, &ven om man
egentligen ska gora det, men det sparar plats och tid for mig, sa jag kommer istéllet att
skriva att den direkt &r lika med det man far efter att ha gransvirdet i formeln for en
geometrisk summa. Vi beriiknar ju bara serien for de x den #r konvergent for, sa det dr
typ okej. Det giiller da att

1

k _
};C‘“(““b) TN " (az+b)

givet att serien konvergerar. Om serien borjar pa 2 eller 0 istéllet ska givetvis koefficienten
framfor vara cy eller ¢g.

a)

Losning finns redan.

b)

Konvergent om |z| < 1.

> 1 x

mk:x~ g .
Z 1—=x 1—2x
k=1

c)

Samma som b).
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d)
Konvergent om [2z] = 2[z| <1 <= |z < 1.

(oo}

22)" = 2z - = .
Q)" =20 = 1o,

n=1

) =21 = konvergent om || <1 < |z > 1.

o0
= 1—2z1 1+ x—1"

8=

f)

Konvergent om 1/|z+ 1] <1 <= |z +1|>1 <= z+1< —-lellerz+1>1 <
xz < —2eller x > 0.

> . 1 r+1 r+1
1 —J = = = .
E%@+') - L 241-1 =

j= x+1

9.33

a)

0 eftersom potensfunktioner vixer snabbare én logaritmer.
b)

0 eftersom potensfunktioner vixer snabbare &én logaritmer.

c)

0 eftersom potensfunktioner vixer snabbare én logaritmer.

d)
Inz In2\Inx Inz\In2 n2 21nx
20T = (M) = (") T =" = x1n2:1—>1, da x — oo.
e)
274z +1 23271+ 1/(2?27) +1/(2327) oz 1+41/(2?2%) +1/(232)
223 +\2x  x23" 1+ V2x/(223%) (3/2)" 1+ V2x/(2?3%)
1+0+0
—>O~L=O7 da x — oo.
140

f)

In2* —In3* =2(ln2 —In3) - —oco, da z — oo.
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g)
In 2% rln?2 1n2_>1n2 PR
= = — —, da z — co.
In 3% zln3 In3 In3’
h)
In3z In3+Inz lnxin—g—i-l infg-i-l 0+1 .
= = nz = BZ — =1, da z — oc.
In2x In2-+Inz lnxll;l—i+1 112—3:+1 0+1
i)
2x .
In2z —Inzx=In— =In2—1In2, da x — cc.
T
J)
2 2
ln(2+x)—lnx:ln< +x>:ln(—|—1)—>1n(0—|—1):0, da x — oo.
T T
k)
Inz? —Inz=2lnz—Inz=Inzr — oo, da z — .
1)
( 727 v — Va2 —1)(z+vV22-1) z(z?— (22 -1))
r(x —Vx2—-1) = — _
T+ vz -1 T+ Va2 -1
x T > 0] T
= = = |T =—
T+ Vi1 —1/x2 x4+ |z[/1—-1/2? x4+ xy/1—1/2?
1 . 1 1 da o
= =—, daz— 0.
1+/1—-1/22 " 1+vVI+0 2
9.34
o’ = g5 rad, vilket betyder att z = g0 = azlﬂﬂx.
180
r= —« o= —2=xT
I sinp o 180 m . sinac_l, 7 sinz 7
al—>mo a a—>0 = z-0 _z%%z_z%@ r 180
sin, @ = sinx
9.35
T N T
r=— n=— i
lim n2rsinﬁ: n T | = lim z27“singc:lim 2777°Slnx:27rr.
n—00 n z—0 & z—0 x
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9.36

I alla uppgifter anviinds insténgningssatsen, dir de insténgande funktionerna &r In (1 + )
och In (1 + 2z). Alltsa om In (1 + z) och In (1 + 2z) har samma grénsvirde kommer f(x)
nodvindigtvis ocksa att ha det.

a)
In(142)och In(1+2z) =00, ddz — 00 = f(z) = o0, dd  — 0.
b)
In(1+a)och In(1+2z) =0, diz— 0" = f(z) >0, ddz— 0",
c)
In (1 In(1+2
o POED) g g ROE20)
z—0t x z—0t x
In(1+2
=i 202D o < i £ 2o (om det exdisterar).
z—0F 2z =0+t T
9.37
)
2n\  (2n)!  (2n)2n—1)..(n+1)n!  (2n)2n—1)..(n+1)
n) nlnl (n!)? N nn—1).2-1
_2771277,7127172 n+2n+1>2ﬁ2n—22n—4 ég—Z"—) N .
T Thn—ln-27 2 1 nn—1n-27"21_ 0T
. 2n .
= hm( >—>oo7 da z — oc.
n—oo \ N
b)
2n\ . _ n2n—12n—-2 n+2n+1__
27" = [samma som ovan] = — 27" =
n nn—1n-2 2 1
727n2n712n72 n+2n+1>n+1ﬁ dé 7 = o —
T omam-—22n—47 4 2 g oo T
2
= lim <n>2"—>oo, da — oo
n—oo \ N
c)

4" = 22" vilket #r antalet binra tal med langd 2n, och (%;L) dr antalet bindra tal av
lingd 2n med exakt n nollor. Vilket betyder att kvoten uppenbart kommer att ga mot
0, eftersom det totala antalet binéra tal av lingd 2n kommer att véixa snabbare en en
dkta delméngd av dem. Detta kanske kidnns som ett otillfredsstéllande svar, och om man
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tycker det kan man istédllet vinda sig till Stirlings approximationsformel, som i princip

séger att
2
()
n

1
vn'
vilket igen gor det uppenbart att virdet dr 0. Nagot som ocksa troliggor detta gransvirde
ar binomialsatsen:

2 (om 2 (2n 2n
4TL — 2277. — 1 1 2n — 12n—k . 1k — .
a+1) Z( k) 2% )7

k=1 k=1

véxer asymptotiskt som

Det giiller ocksa att, for n > 0,

2
(n—i—%) B n®+n+1 <n+%

n+1 _n2—§—2n—|—1_n+%7
eftersom ) 4 1
(n*+n+ )+ 3) ="+ 22+ 1)+ 3)
19 7 5 1 n
_ 3 2 - - 3 2 — — =—— <0 >0
R TR <”+3”+3”+3> 2=""
Alltsa ar

2(n—1)+1 2n71< 3n—1)+1 [3n —2 > 1
= n
2(n—1)+2 2n ~ \[3(n—-1)+4 3n+1" — 7

n)!
Cryan s _m@n-1) 21 _ [3n-2
(A= Dyg-(e-ny) 2oL 4n2 20~ V3n+ 1

n— T=I((n—1)1)2

och

Med detta far vi att

2n\ ., yr2k—-1_ 17 [3k—2
(n>4 *H 2k SH 3k+1

k=1 k=1
_\/3~1—2\/3-2—2\/3-3—2\/3-4—2 \/3n—2_
V3141V 3-24+1V3-3+1V3-4+1 3n+1

vilket betyder att

0< lim (2”)4“ < lm —1 —0 — Ilim (2”>4n _o.
n n

n—oo
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9.38
a)
lim — = oo,
rz—=0t T
lim — = —o0,
z—0- T

z—0 1
b)
. 1
lim — = 00,
z—0t T
1 1 1
lim = = — = 00,

lim — = oo.
x—0 2
c)
Inz?2 In0t —oo
im = = = —00,
z—0+ sinz  sin0t 0+
. Inz2 In((07)?) 0t —oo
lim " = - = = = 00,
z—0- sinx sin 0~ 0~ 0-
. Ina? . ) ) - .
lim — existerar ej eftersom vénster- och hogergrinsvirdena inte ar lika.
z—0 SInx
9.39
a)
lim = =

1 1 -1 J-o00, a>0,
am0t z(w—a)  0t(0—a) a-0T  |oo, a <0 (likhet ger 9.38 b)).

b)

Om a = 0 kommer man ocksa att fa samma som i 9.38 b), menoma <0 = z—a — 0~

. 1 1 —00, a >0,
lim = =
z—a- z(x —a) a-0" oo, a <0.
c)
1 1 1
lim = = — =0
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9.40

Om for samtliga uppgifter kan man utfora variabelbytet t =7 —x = x = —t, och
x — 7 = t — 0. Vidare &r sinz = sin (7 — t) = sint, cosz = cos (7 —t) = — cost,
tanx = tan (r —t) = —tant, cotx = cot (m — t) = — cot t.

a)

b)

. cosx . —cost | .
lim = lim . existerar ej.

tanx —tant

lim = lim =[9.19 a)] = —1.
=TT — X t—0 t
d)
. cot x . —cott . —cost
lim = lim = lim — = —0o0,
=TT — X t—0 t t—0 tsint

eftersom cost &dr jimn, medan sint och ¢ dr udda, blir hela uttrycket jamnt, vilket betyder
att det inte spelar nagon roll vilket hall vi ndrmar oss ¢ = 0. Av denna anledning blir
gransvirdet —oo, till skillnad fran b) dér det inte existerar (uttrycket dr udda dér).

o)

sinx  sinm 0

lim = =—=0.
rx—T QL T ™
9.41
arccos x t = arccosr = T = cost t
lim —— = = lim ——— —
z—1- /1 —2x =17 = t—= 0" t—0+ /1 — cost
I tv/1 + cost I tv/1+4 cost I tv/1+ cost
= lim = lim —— = lim ———— =
t—0+ /T —costy/1+cost  t—0t /1 —cos2t t—0+ sin? t
tv1 t t
= lim ﬂ:[t>0]: lim 1+ cost— =+/1+cos0-1=2.
t—0+ | sint| t—0+ sint
9.42
a)
. Inz+In2z . Inz+In2+4+Inz . 2lnx +1n2
lm ——=lm —m8M8M = lim — =
=00 In 22 00 2lnz z—oo  2lnz
2+1n2/1 2
= lim —|—n/nx: +O:1.
x—>00 2 2

164



Markus Bolinder

b)

. e — 1 . 2-3ze?® -1 1 . 2¢2* -1 3z 2 2
im = lim = lim-————-—- ==.1. )
z—0 sin 3z z—0 2. 3x 1 sin3r 2—03 2z sin3x 3 3

. 1
lim z%e=
z—0t

t=1/z = z=1/t et
= lim — = oo.
r—= 0" = t— o0 t—oo ¢

d)
n k 0 1\nt+1 1\n+1
. 1 . 1\"1-(3) 1-(3)

tm > (5) = (5) 2w =500 -3
9.43
a)

lim 1n(1.+3x) _ lim3£1n(l+3x) .1 _ lim31n(1—|—3ac) T _3.q.1-3

z—0  sinx z—0 3 1 sinz  z—0 3z sin x
b)

27 +Inx . 2”1—&—1113:/2’”_ . 1—|—lnx/2x_1+0_1

lim —————— = lim ———-— = lim = = .
t=003-2% —lnz 220 2*3—-Inzx/2* 2—c003—Inx/2* 3-0 3

m —) = 1m = = —
z—0+3-2% —Inx 20+ Inx 3-27 -1 z—0+ 327 —1 0—-1

2+ Inzx . Inz2 /lnx+1_hm2/1na:+1_0—|-1__1.

I b) dr 2% den dominerande termen eftersom den véxer snabbare &n logaritmen, da

x — 00, men nir z — 01 kommer istillet logaritmen att dominera, eftersom den gar
mot —oo.
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9.44

/>~
N

Enligt Pythagoras sats, samt den asfula bilden, &r r? =77, | +17 = [; = \/r? — 12,
och vidare giller det att T’T“ =k = 1y = kr; = 7; =19k’ (om man upprepar
rekursionen i ganger for ;). Omkretsen for den yttersta cirkeln ges av 27rg.

%Z‘” : 1
1_k2 kz_[0<k<1}:7'0 1—k2ﬂ:2ﬂ7"0:>
\/1— 1+k 1+ k

— _—

_ 42
=5 T — T—% 4n° —
2 2 2 2 4m* -1
= l+k=4dr" —4r’k = k(l+4dn°)=4dr" -1 = k= ——.
42 +1
9.45
22 —x+1
z° |z +1
—2%(z+1)
—2?
(—z)(z+1)
T
(x+1)
-1
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Detta betyder att

3 9 1
1 — = 1i — 1—7— —Oﬁ
i (5w = i (1 i)
= [lim =0 = 2*—2+1-p)=0 = pa)=2"—2+ 1.
r—oo T +
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Kapitel 10

10.1

a)

Se b), med a = 1.
b)

h)? — a2 2+ 2ah + h? — a? h(2a + h
limm:lima +oah ¥ a zlimwzlim(2a+h):2a.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

c)

Grinsvirdena #r derivatans definition for funktionen f(z) = 22, i punkterna z = 1 och
T = a.

10.2
oy o J@h) = f(x)
i) = Jim h '
a)
vy (@ h)P—a® a4+ 32®h+3zh® + b3 —a®
fi(z) = lim ————— = lim - -
h(3x? h + h?
= lim (3a” + 3zh + 1) = lim (322 4 3zh + h?) = 322
h—0 h h—0
b)
1 1 z—(z+h)
-1 —h —1 1
f’(m):limwzlimm:hmizlimiz =.
h=0  h h—0  h h—0 x(x + h)h  h=0 z(x + h) x?
c)
x+h x h
rooN e —er oper=1
o= ST e
d)
In(z+h)—Inz In (££0) A2
/ T i _
Fe=im— = =

t=x/h = h==xa/t

| Ra=1/t 1/h=t/z :lﬂ?)ln((lﬁ);):

h—0 = t—0(z#0)
1 1\* 1 1
zlimln<<1—|—> ) = —lne= —.
t—0 x t x x
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10.3

Losning finns redan.

10.4

Se facit.

10.5

Losning finns redan.

10.6
Tangentens ekvation: y; = f'(a)(z — a) + f(a).
Normalens ekvation: y,, = #(11)(.2? —a)+ f(a).
a)
f(x) =cos2z = f'(z) = —2sin2x = f'(n/6) = —QSiH(Q%) =3 =
w= F(E)a = )+ F(5) = —Vale = §)+cos (25) = —Var+ T+ 5
-1 7r 1 T 7r 1
yn=7f,(%)($— 6)+f(6):ﬁ(x_g)+§_ﬁ_ﬁ+§
b)
a=2, f(z) =lnzx = f'(z)= é = f'(a) = % och f(a) =In2 =
yo= F@)—a)+ fla) = 5 (¢ —2) +In2 = 2 — 1412,
Yp = f/_(i)(x—a)—i—f(a) =-2x—-2)+n2=-2x+4+1n2.
10.7
a)

Se facit for bilder.
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b)

Man kan direkt séga att fo inte dr deriverbar, eftersom ett nodvandigt krav for deriver-
barhet dr kontinuitet. Vidare kan man antingen titta pa derivatans definition for f; och
se om hoger- och vansterderivatan ger samma resultat, eller sa kan man konstatera att
utifran grafen att de har olika lutning beroende pa vilket hall man nérmar sig x = 1,
vilket betyder att fi(1) inte existerar (jamfor med hur absolutbeloppet inte &r deriverbart
iz = 0 eftersom det ir ett veck déir). Eftersom det inte dr uppenbart for f3 far man
underscka den nédrmare.

2242z, <1, , 20+ 2, r <1,
= - —t =
fa(@) {433—1, r>1 F@) 4, ¢ > 1,

vilket visar att f/(17) = 2-1+2 = 4 = f/(1"), ddr 17 /17 indikerar att det &r
vénster /hogerderivatan. Eftersom dessa &r lika &r funktionen deriverbar.

10.8

Anviand kedjeregeln och standardderivator flitigt.

a)

d

%(62‘” — sin3x) = 2¢2* — 3 cos 3.
b)

d(l + arctan x) 1+ !

—(Inz + arctanz) = = + ——..

dx x 1422

c)

d 1 2
—(arcsin2z+ 22 +1)) = ——— 24+ 722+ 1) 2= ———— + 1422+ 1)5.
& Cra )= iy TR 2= e TG
d)

d T o T . T

g tan e £ cos ) = e Ty s

jag kommer inte ihag om derivatan av tanz ir en standardderivata, men om man inte
kan den, gar det snabbt att skriva den som sinz/ cosz och sedan anvénda kvotregeln.

e)

%(\/5) — i(xl/Q) — lx—1/2 — L

dx 2 2\/1’

£)
d 1. d, ., 1
) = w)= o
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g)

d/ 1y _d oy Logp 1
da:(\/gf)_dx(x )= 2 N

10.9

Anvénd kedjeregeln och produktregeln (eller kvotregeln).

a)

d
— (%" sin 3x) = 2¢** sin 3z + 3¢** cos 3x = (2sin 3z + 3 cos 3x)e?”.

dx
b)

%(e*g”(x2 +a)=—e"(a?+2)+e*(2r+1)= (-2 + 2+ 1)e "

= @) =0 (1)) = (le.
d)
d(2x2+1>(4x+0)(m+1)2(2x2+1)2(ﬂc+1)4x(x+1)4x22
dx \ (x +1)2 (x4 1)* (x4+1)3
do? + 4o — 422 — 2 4r — 2
- (z41)3 T @+ 13

f)

d 1
%(xln|x|) = In || +:1c; =lIn|z|+ 1.

10.10

Jag kommer nu att borja skriva ' istéillet for % eftersom det gar snabbare, men det
betyder samma sak - ndmligen att jag deriverar det inuti parentesen. Det kan hénda att
jag anvéander Leibniz notation pa framtida uppgifter igen. Den storsta anledningen till
att jag skriver pa detta andra sétt ar att det blir lattare att illustrera hur kedjeregeln

anvands, och dven andra deriveringsregler.
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1 2z
2\\/ _ 2\ _
(n(1+a) = @y = 2
b)
((1na:)2)/ =2lnz-(lnz) = 21n;v.
x

((5712)/ = 6712(7562)/ = —2ze™.
Q)

671/1’

(671/95)/ =e V(1)) = =

(in va)’ = cos Va(ya) = ST

f)

(sin® z)’ = 3sin? z cos z.
g)

tan®x)’ = 2tanz ——s—.

(tan” x) anzT—o—
h)

(axct 1 y 1 1\’ 1 1 1
arctan —) = ——— | = | = - | =- .

x 1_‘_(%)2 x 1/2? x? 2?2 +1
Notera att detta betyder att

1 1
(arctanz + arctan —)' = 0 = arctanz + arctan — = konstant.
x x

(Va) 1 1

(arcsin/z) = 1—(\/?:)2:2\@@:2 T
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b)

arcsin x
e

V1—a2

(earcsin .'L')/ — earcsin T (aI’CSin 55')/ =

c)

(ﬂ)/:((1_x2)1/2)’:%(1_x2)—1/2(1_x2)/:2%:_\/1?7.

d)

Man kan géra pa samma séitt som ovan, men for att skoja till det lite téinker jag anvéinda
kvotregeln tillsammans med resultatet fran c).

( 1 )’:o-m—y(m)’ — T x

V1 —a? (V1 —22)2 Col-a22 (11— a2)3/2
e)
i
((1 +x2)3/2> = g(l + 22)V2(1 4 22) = 22:5\/1 + 22 =321+ 22
f)
<arcsin 1>/ = (/) =— ! = — ! =
x V1-(1/z)? 22, /1 -4 Vat — a?
_ 1 _ 1
VaZvz? -1 l|vaZ —1
10.12
a)
2z V1+z24x
(1n(m+1/1+x2))lz (x +V1+22) _ I+ A _ o2 _ 1
x4+ V1422 r+V1I+22 z+V1I+22 V1422
b)
hrli /:(ln\m|—ln\/1+x2)/: ln|x|—lln(1—|—m2) /:
V1+a? 2
1122 1w 71+x2—x27 1
Sz 21422 oz 1422 z(1+22) x(l+z?)
c)
1 1
In|1 "= ——(Injz]) = ——.
(n i = G (el = o

173



Markus Bolinder

10.13

a)

Se b), med b = 2.

b)

(bm)/ _ ((elnb)r)l _ (ezlnb)' _ (lnb)emlnb — Inbh® —
(10%) = (In10)10".
c)
(x\/i + x*\/i>/ = \/5.%\/571 - \@x*‘/ﬁfl.
d)
(x®) =pb=2a]= (e'“nm)/ ="M (zlng) = mT(x% +Inz) =2"(1+Inz).
e)
((lnx)lfib)l _ (e(lfm) In (lnm))/ — (l—2)In (lna:)((l z)In(Inz)) =
= (Inz)'~"((1 - ) (1112) —In(lnz)) = (Inz)~*((1 - x)xﬁm - EJ; In(Inz)) =
= (lnx)™" (1 —* lnzh (lnx)) .
10.14
a)
F(z)=e¢"
b)
F(x) =sinz.
c)
F(z) = —cosz (ténk pa att derivatan av cosinus dr minus sinus).

d)
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3 2P

Fla)=2 4+

(@) =35 +3
f)

1’ 1 1
g)
1 2z . . .
F(x) = ¢ (kompensera for den inre derivatan).

h)

Titta pa uppgift 10.10 b), det &r néistan det vi vill ha, det &r bara en faktor 2 for mycket.
Alltsa ar

i)
Eftersom derivatan av en konstant &r 0 kan man lagga till en godtycklig konstant till

svaret 1 samtliga deluppgifter, men fortfarande ha ett giltigt svar. Alltsa, ja, det finns
flera korrekta svar.

10.15
a)

Losning finns redan.
b)
fi@)=e” = fi(2) = 2we”,

2arcsinx

fa(z) = (arcsinz)? = fj(z) = N

sinx
fa(x) = Veosw = fi(x) = 2 eoss
1 6 7 6
5(2) = e = ()™ = fi(e) = —6(n) () =~ b
1 2
f6(1; = 5— = sin"2r =— fé(a:) = —2sin” “xrcosx = — _CO:I
sin® x s

Det géller nu att f = f1- fo- fs- fa- f5- fe, och ddrmed att
N A
PR R R R R
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_ 2ze”” n %T% n 1 n *2\5}% n *z(lr?my N —2ope
er? (arcsinz)? = x  \/cosw ﬁ —
ot 2 +1_ sinz 6 _2cosx:

(arcsinz)y/1—22 x 2cosz xlnz  sinz
=2z + 2 +l—ltanaﬁ— 0 —2cotr =
(arcsinz)y/1—22  x 2 rlnx

2 1 1 6
= f(z) = f(z) |22+ +— — —tanz — —2cotx | .
fla)= 1) ( (arcsinz)v1—22 = 2 rlnx )

10.16

Losning finns redan.

10.17
POV =C = *( OV Nt = dt(c) =
= POV + 1L, 4p6)(V() V' () =0 =
0,4 /
— 10 = 1400 s P = 30 [ =
= [p(ty) =5 atm, V(t;) =56 dm®, V'(t;) =4 dm?/s] =
7 4 1
:—5-5~%:—7 ﬁ7—0,5 atm/s.
10.18

Planet befinner sig konstant pa hojden y(t) = 5, och det horisontella liget dndras enligt
x(t) = 15 — 600¢, dér 600 km/h &r hastigheten. Vinkeln 6 = 0(t), vilket, tillsammans

med sambandet
y¢o) 5 1

tanf = ¥—= = = ,
x(t) 15 —-600t 3 — 120t

och i just detta 6gonblick (¢t = 0) géller det att

1 1
0(0) = arctan m = arctan g

Vi soker nu 6'(0), och
d, 1 o' (t) 120

d
a0 = G300 = et T 3o tzon?

1 cos?x +sin’ x 9
_— = =1+tan“z| =
cos? x cos? x
120 120
— = 0'(0 =
(3 — 120t)2 (0)= (1 + tan®0(0))(3 — 120 - 0)2

B 120 120
(14 (1/3)2)-32 941

= 0'(t) - (1 +tan?0(t)) =

=12 rad/h.
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10.19

Volymen &r konstant. Lat h(t) beteckna hojden och r(t) radien. Det géller att h/(t) =
kh(t), vilket ger, via volymsambandet,

V= a(r()h(t) = (V/m) = S((r)hi) =
= 0=2r(t)r'()h(t) + (r(t))*R' (t) = 2r'(t)h(t) = —r(t)W' (t) =
— () = Iézgir(t) = —kr(t). O

10.20

Radien kommer att 6ka linjart med héjden eftersom det &r en kon, vidare skall det gilla
att r =0,da h =0, och att r =6, da h = 8, vilket ger att r(h) = gh = %h. Vidare kan
volymen for konen uttryckas som

i) = 3 B 3 TS
o )3 T 277
L= £ () gy O
= h(t) = 16(V(/t<§) =[h(t1) =4 m, V'(t;) = 0,1 m®/min] =
16-0,1 ,
= 9r 22— 90r m/min.

10.21

Det dr bara att deriverar som vanligt (behandla ¢ som en konstant).

a)
E(e ) =ie™.
b)
d —ix . 1T
%(e ) = —ie™.
c)
d (1) (1+i)z
2 (e+0) = (14 i)e 0
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10.22

Att kningen avtar betyder att f’(¢) avtar, och alltsa dr derivatan av f'(t) negativ, och
derivatan av f'(t) &r just f”(t), vilket betyder att dess tecken dr negativt. Den skulle
dock kunna vara noll ocksa eftersom da &r det en inflexionspunkt och 6kningen avtar da
ocksa 1 punkten, sa ett fullstindigt svar blir att tecknet &r icke-positivt.

10.23

a)
flx)=e3" = f(z) = -3¢ 3 = -3f(x) = D"f=(-3)"f=(-3)"e 3",

b)

Man kan relativt enkelt, via induktion, verifiera att den allm#inna produktregeln,

D*(fg) =Y <Z> forRgth),
k=0

giller. T fallet av denna uppgift éir g(z) = 2° och f(z) = €, dér det giller att ¢g(*) =0,
om k > 4, alltsa ar

et =3 (1) @ @ =3 (1)er (09 = 3 (1)er () -

k=0 k=0 k=0

_ ((0) ; (1) 3% 4 2) 6z + (§)6+> o =

-1
(n2 )x+6n

= <3:3 + 3nz? + 6n

= (2% + 3na® + 3n(n — D)z + n(n — 1)(n — 2)) e*.

10.24

Stationdra punkter dr sadana dar derivatan ar 0, vilket inte nodvindigtvis behover
vara en extrempunkt - ta till exempel en terasspunkt. Vidare behéver en extrempunkt
inte nodvandigtvis vara en stationdr punkt, ett exempel déir det inte &r fallet &r for
absolutbeloppet, som har en extrempunkt i = 0, men den &r inte ens deriverbar dar.

a)
Losning finns redan.
b)
f(x) =2% -3z = f'(z) =32 -3 = f"(z) = 6a.
Punkter av intresse ges av att

() =0 = z =41,

178



Markus Bolinder

de stationéira punkternas karaktér kan i detta fall bestdimmas enkelt med andraderivatan:
f"(-1)= -6 <0 = z = —1 maximi och f’(1) =6 >0 = minimi.
f(=1) =2, och f(1) = —2. Detta tillsammans ger att (—1,2) &r ett lokalt maximi, och
(1,—2) &r ett lokalt minimi (bada ir stationiira punkter).
)
f(2) =2%" = f'(z) = (22 +22)e” = f"(z) = (2% + 4z + 2)e”,

. -

flz)=0 = (2®+20)e" =0 = z(z+2)=0 = {x 0 ’
z =0,
f"(=2) = —2¢72 <0 = maximi,
f"(0) =2¢* >0 = minimi,
f(—2) = 4e~2 och f(0) = 0.
Alltsa dr (—2,4e~2) ett lokalt maximi och (0,0) ett lokalt minimi (bada #r stationira
punkter).
d)
f(x) = (2+sinz)® = f'(x) =5cosx(2 +sinx)* =
= f"(x) = 20 cos® 2(2 + sinz)® — 5sin2(2 + sinz)*.

f(z)=0 = [sinz > 1] = cosz =0 = x:ngmT, n ez,
f”(g—i—mr) = 20 cos? (g + n7r)(2+sin(g + n7r))3—5sin(g + n7r)(2+sin(g +nm))t =

=0-5(-1)"2+ (-1)>)* = ¢(-1)"",

dér ¢ > 0, vilket betyder att x = § + nm &r ett maximi nér n dr jimnt, och ett minimi
néir n ar udda.

3%, n jamn,

1, n udda.

f(g +nm) = (2+ Sin(g +nm)® =2+ (-1)")° = {

Detta ger sammanstillt att stationdra punkter ges av o = 5 4 nm, och (§ + 2nm, 3°) ar
maximipunkter, medan (3 + (2n + 1)7, 1) i minimpunkter.

e)

x
z’ | 27 —1
—x(x? — 1)
x
3 1o (22— 1) — (2 241
f(z)zxf 1=t 2 = fl(z) =1+ (x(xz_)l);( I)l(;jly
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2t =222 +1—22-1 x* — 322
B TR R Cr i
r=—V3 = f(—V3)=-22,
flr)=0 = 2?2 -3)=0 = {z=0 = f(0)=0,

r=V3 = J(V3) =%
x| —V3 -1 0 1 V3
f(x) | + 0 - § 0o - 8§ - 0 +
f(x)/—%‘/g\§\0\§\%‘/§/

Detta visar att (0,0) #r en terrasspunkt, (—v/3, ,i) ar ett lokalt maximi, och (v/3, %)
ar ett lokalt minimi (alla dr stationdra punkter).

10.25

Se funktionsvirdena i de punkter som beskrivs som maximi- eller minimipunkt i
foregaende uppgift.

10.26

Losning finns redan.

10.27

Pa b) och c¢) ér det enda som man behdver undersoka, utover det som har gjorts i
10.24, vad som hénder med funktionen da x — 400 och nér z ndrmar sig punkter dir
funktionen inte &r definierad (for b) och c¢) finns dock inte nagra sadana). Om majligt, dr
det bra att veta funktionens nollstéllen ocksa.

a)
Losning finns redan.
b)

lim (z® — 3z) =00, lim (2* —3x) = —o00
T—r 00 Tr—r—00

r=—3,
2 -3r=0 = {z=0,

v = V3.

Vi kan nu rita funktionen till var bésta formaga.
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c)

lim z%e® =00, lim a2%e* =0,
T—r00 r—r—00

vi vet redan att f(0) = 0, sa nu kan vi rita funktionen.

-

-2

d)
1 / 1 " 2
f(x):x—i—g = f(gc):l—P — f (x):F’

man ser direkt att f(z) har den sneda asymptoten y = z, eftersom den andra termen
forsvinner for stora |z|.

fllz)=0 = 22 =1 = = =+I,

f’(=1)=—-2<0 = maximi och f’(1)=2>0 = minimi.
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Funktionen har inga uppenbara nollstéllen (faktiskt inga alls). f(—1) = =2, f(1) = 2,
och

. 1 _ 1
lim (z4+-)=0—00=—00, lim (z+ =) =04 00 = o0.
z—0~ x z—0t x

Nu har vi all information for att rita funktionen i stora drag.
4

flz) = £ o2 = fl(x) = (2273427 2)e® = f'(z) = (62 —da™ 2427 2)e”.

flx)=0 = (——E)e” = 2#0 = 2-2=0 = =2,
f”(2)—£ >0 = minimi
=3 ,

Vi har nu hittat ett lokalt minimi, och det finns inga nollstéllen vi kan hitta, déarfor skall
vi nu ta en nérmare titt pa funktionens beteende vid z = 0 och x — +o0.

er e
Im — = — =
z—0+ 22 0Ot ’
e’ e? 1

1. _— = — = — =
o0 2 (0-)* 0t o0

lim — =o0 (exponentialfunktion vinner éver polynom),
T—00 I

rT——00 I 0
Slutligen tittar vi pa funktionsvérdet for extrempunkten vi hittade, sedan kan vi rita

2

funktionen, f(2) = 4.
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10.28
a)

Losning finns redan.

b)

1/2? termen kommer att forsvinna for stora |z|, vilket ldimnar den sneda asymptoten
y=1—=x.

c)
222 +1 1
— =2z + —,
x T
vilket &r precis samma funktion som i a), dér vi aterigen ser att den andra termen
kommer att férsvinna, och ddrmed har vi den sneda asymptoten y = 2x.
d)

—rd 2?1 1

— el —
22 x2’

vilket &r samma som i b), varpa asymptoten dr y = 1 — x.

10.29

Losning finns redan.
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10.30
a)

Losning finns redan.

b)

r—22 z—-(22+1)+1 z+1
— — —1— -1, daz — Foo.
22 +1 22 +1 22 +1 p el o

10.31
a)

Det &r lattast att forenkla med polynomdivision, eftersom vi sedan direkt kan séiga vad
den sneda asymptoten ér.

T —4
o3 — 42 +3x 2% -1
—z(z? — 1)
—4z?% + 4z
—(=4)(* - 1)
4o — 4
Alltsa ar
23— 42% + 3z 4+4x—4 it 4
_— = — = xTr — —_—
2 —1 2 —1 x+1’

dar vi ser att braket forsvinner da x — Zoo, vilket lamnar den sneda asymptoten
y=ax —4 for x — +oo.

b)
2
. x . x 00 7r
lim arctan = lim arctan ———— = arctan = arctanoco = —,
T—00 T — T—00 1-1/x 1-— 2
li an == li t ’ tan — tan (—o00) = ——
im arctan = lim arctan = arctan —— = arctan (—o0) = ——,
T——00 r—1 z—- 1-1/z 1+0 2
vilket betyder att funktionen nérmar sig ett konstant véirde bade for negativa och positiva
x. Vi har da asymptoterna y = 3 fér x — oo och y = —F for  — —oo.
c)
For att hitta lutningen betraktas
2 22

k= lim 2= lim —— =
r—too r—+oo (Qj —+ 1)2

)

lim ——— =
z—odoo 2 4+ 22+ 1

och m-vardet fas av att betrakta

3 3_ 23 _9p2 _
lim (y—kz)= lim (:13 x): lim (x * ’ x)z

z—+o00 z—otoo \ 22 + 22+ 1 B r—+oo 2 4+2x+1
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. x> . 222 + z
= hm —_——— — I | = hm —_—— =
zodoo \ 22 + 22+ 1 z—*oo 2 +4+2x+1
24+ 1/x 240

= lim — - —
eotoo 1+2/z+1/z2  1+040

—2.

I detta fall blev griansvirdena féor x — +oo samma, vilket betyder att den sneda
asymptoten dr y = kx + m =z — 2 for z — +o0.

d)

Det finns ingen sned asymptot (for positiva ) eftersom 2% viixer mycket snabbare én x,
vilket betyder att den kommer att ga snabbare och snabbare mot co. Nér x — —co =
27 50 = Z — 0, sa vi har ingen asymptot for 2 — oo och y = 0 fér z — —oo0.

x

e)
241 2142 2
x° + _z + 1

2 -1 2 -1 2 -1

alltsa har vi asymptoten y = 1 for x — do0.

— 1, da z — *o0,

f)

Det finns vertikala asymptoter vid bade & = 0 och vid z = 2. Vidare ar Inx bara
definierad fér z > 0, vilket betyder att det bara finns en poéng i att underséka = — oo.
Eftersom logaritmer vixer langsammare dn polynom kommer funktionen att nidrma sig 0
da z — oo, vilket ger oss asymptoten y = 0 for x — oo.

10.32
a)
z? 2?4204+ 1—-20—1 2z + 1 _
f(m):(x—Fl)Q: 22 +2x+1 BRCESE :>w£rfoof(ac):1.
ron 2@ +1)2 -2z +1)2x+1) 20+2—-42-2  2u
fla)=0- (@+ 1)1 T @1 @+ ®

Stationdra punkter ges da
f(x)=0 = z=0,

och det finns en vertikal asymptot vid z = —1,

i x? 1 1
im = = — =00,
o @+ D2 (002 0F

. z? 1 1

lim = — = o0.

eom1- (z+1)2 (002 0F

For att bestimma grafens allmédnna utseende studeras nu en teckentabell.

T ‘ -1 0
ffe) |+ 8§ - 0 +
fle)y | § N 0
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Detta visar att A = (0,0) dr ett minimum.

|
|
|
i 10
|
|
|
|
i 5
|
|
|
————————————— T—————A———————————
23 2 LY D 1 2
|
|
|
|
! -5
b)
x3 o224+ 1) -z X
fay= L =te e,
x4+ 1 ¢+ 1 x¢ +1

vilket betyder att det finns en sned asymptot y = z. For att hitta eventuella extrem-
punkter studeras nu derivatan.

(24 1)? (224 1)

3x2(z? + 1) — 232z zt + 322
fay = 2D
flz)=0 = 2?2 +3) =0 = 2 =0.

Néamnaren ar alltid positiv, sa det finns inga vertikala asymptoter. Funktionen &r udda,
sa derivatan blir jaimn, och alltsa kommer den att vara positiv for < 0 och for = > 0,
vilket betyder att den stationéra punkten svarar mot en terrasspunkt. Detta &r tillréckligt
for att kunna skissa grafen.
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2x e ) 2(x%2 +1) — 2220 2 — 222

E— xT) = = .
2 +1 (x2 4 1)2 (x2 4 1)2
22 +1# 0 = inga vertikala asymptoter, dessutom &r lim, 4., = 0. Eventuella
extrempunkter ges av

fz) =

1— a2

2 _ _

flx)=0 = 2
Funktionen &r udda, sa vi behover bara titta pa den ena stationira punktens karaktér -
eftersom om den ena dr ett maximum vet vi direkt att den andra maste vara ett minimum.
Man kan snabbt verifiera att f'(0) > 0 och att f/(2) < 0, vilket betyder att x = 1 &r ett
maximum, medan z = —1 &r ett minimum. Med hjélp av detta kan vi skissera grafen.

(1, 1)
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d)

B ,le-(acQ—l)—x(Qx):_ 22 +1
f(x)_xz—l:f() (.732—1)2 (x2_1)27é0'

Det finns alltsa inga stationdra punkter, dock finns det tva vertikala asymptoter da
22 —1=0 = x = +1. Funktionen gar ocksi mot 0 da x — o0, vilket d& &r den
horisontella asymptoten. Vi kan aterigen underléitta vart arbete genom att notera att
funktionen dr udda, sa det ricker med att titta pa den ena vertikala asymptoten.

1
a:l—lgl_ 2 -1 - OT T = a:—I:I—I11+ f<x) %
. 1 .
Jm oy T e - = lim f@) =~
Ur detta skissar vi grafen.
| : I
| |
I |
| |
| 2 |
| |
I |
| |
I |
1 1 I
I |
| |
I |
1 |
-3 -2 1 0 f 2 3
I |
I |
| |
1 b I
| |
I |
| |
I Ly I
| |
I |
| |
10.33

Principen for dessa uppgifter ar att forst derivera funktion och hitta derivatans eventuella
nollstéllen. Sedan kan man titta pa om funktionen har nagra uppenbara nollstéllen,
eller om den har nagra otillatna z-vérden. Darefter studeras ett antal gransvirden for
att se hur funktionen beter sig kring sina asymptoter. Funktionen undersoks sedan for
att hitta eventuella sneda asymptoter, det vill siiga asymptoter pa formen y = kx + m,
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dir k= lim, 400 %, och m = lim,_, 4. (f(z) — kx), notera att det kan vara olika k-
och m-vérden for +o0o och —oo. Efter att man har undersokt gransviarden klart gors
en teckentabell for att avgora eventuella stationéra punkters karaktér, samt funktions
utseende i allménhet. Slutligen kan man rita grafen ganska vil med hjélp av informationen

man har tagit fram enligt ovanstaende process.

a)
2

=z —arctan2z =— f’ =1-— =
f(x) = x — arctan 2z f(z) 1T 422

1
= fl2)=0 = 1+42* =2 = 4’ =1 = T =3,

Ett nollstélle till funktionen &r f(0) = 0, och den har inga otillatna z-vérden. Nu
undersoks sneda asymptoter:

— 2
k= lim (chtarw):l_ozL

r—Fo0 x
. . —mw/2, x — 00
m= lim (r—arctan2z —1-z)= lim —arctan2z = /2 ’
z—+oo x—+oo 7r/27 T — 00

Alltsa har vi dem sneda asymptoterna y = x — § for  — oo och y = x + 5 for z — oo.
Nu vill vi undersdka dem stationédra punkternas karaktér.

Ur denna tabell kan vi se att A = (—%, —% + %) ar ett lokalt maximum, och B =

(%, % - %) ar ett lokalt minimum. Nu kan vi dntligen skissera grafen.
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b)
T _1oln3:fx%_1—lnx

fla) = Inz = f'z) = (Inz)2  (lnz)? "’

f(2)=0 = [2>0,2#1 = 1-lnz=0 = z=ce.

Inga uppenbara nollstillen for funktionen, men beteendet kring z = 07, samt z = 1~
och = 17 beh&ver undersokas.

T 0
—_— — = 0,
z—0+ Inx 00
1 x 1
m — = — = —
t—1-Inz 0~ oo
T 1
= 00.

1 _— — =
xigl+ Inz 0F
Funktionen har inga sneda asymptoter (jamfoér 10.31 f)), och lim, ,~ f(z) = co. Vi gar
dérfor direkt till teckentabellen.
T ‘ 1 e
fz) ] - § - 0 +
fl@) | § N e

Vilket visar att A = (e, e) ar ett lokalt minimum. Detta ger grafen:

L 0

T A T T e —
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2 2V/1+ 22 — 2222 1
f(sc) == —arctanxy — f’(;[;) — 2V1+22 _
Vita? o o
C2422 -2 1 2-VIta?

(1+x2)3/2 - 1422 (1+x2)3/2 :
f(0) =0, och det finns inga otillaitna véirden pa x. Stationira punkter
fllx)=0 = 2—1422=0 = 1+22=4 — z=+3,

bada &r giltiga l6sningar. Det kan vara vért att notera att funktionen &r udda ocksa, vilket
betyder att kvoten f(z)/x &r jimn, si det kommer vara samma k for +o0o. Dérfor ricker
det med att titta pa ett gransvirde for att hitta k-virdet till den sneda asymptoten.

2x
— arctanx 2 t
k= lim Yl = lim J AT g _p=o.
T—00 T z—o00 \ \/1 + 22 T

Igen, eftersom f(z) — kx &r udda, kommer m fér x — —oo att vara samma som —m for
T — 00, sa vi kan titta pa det ena griansvirdet och sedan negera det for att fa det andra.
(Om man tycker det dr forvirrande med alla dessa ”udda/jimn-resonemang”kan man
berdkna alla grinsviirden for sig, vilket kommer ge samma resultat (men jag vill dock
underldtta mitt arbete).)

2x 2x
my = lim | ——— —arctanz —0-z ) = lim | ——————— — arctanxz | =
T a0 <\/1 T 22 > =00 <|x|,/1/x2 1 )

=[z>0] = lim (21: - arctanx) =

oo \ zy/1/22 +1
lim 2 ¢ 2 Ty T
= —————— —arctanz | = ——=2—-—.
z=oo \ \/1/22 +1 VO+1 2 2
Detta ger direkt att m_ = 5 — 2, och vi har alltsd dem sneda asymptoterna y =2 — 7

for x — oo, och y = § — 2 for z — —o0. Vi vill nu undersoka dem stationéira punkternas
karaktar.

z | -3 V3
7@ | - 0o+ 0 -
() |\« 2=V3 7 VB-I N\

Alltsa ar A = (—\/3, g — \/g) ett minimum, och B = (\/g, V3 — %) ett maximum. Med
denna information kan vi nu rita grafen.
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0.5

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ]

-1

d)

Funktionen &r 27 /3-periodisk, sa det réicker med att underscka den pa intervallet [~ %, %),
och sedan bara utvidga den 27 /3-periodiskt.

sin 3x

B ~ 3cos3z(1 + 1 cos 3z) — sin 3z (—2 sin 3z)
14 %cos 3z

= J(@) = (1+ 3 cos3x)? -

f(x)

3cos3x + % cos? 3z + % sin? 3z

(14 4 cos 3z)?

= [cos? 3z +sin? 3z = 1] =

30053x+% _ 12cos3x + 6
(1+ 1cos3z)2 (24 cos3x)?’
Eftersom —1 < cos3x < 1 &r ndmnaren alltid skild fran 0 och vi har inga otillatna
punkter att undersoka.

km
f(z) =0 = sin3z=0 = 3z =kr = T=2 k ez,
pa intervallet vi tittar pa far vi nollstéillet x = 0 och = —%. Stationéira punkter ges av

oy _ 3y — 1t
fll#) =0 = 12cos32x+6=0 = cos3z =—=- —

2
2 2 2k
— 3=t 4ok = g =+ 4
3 9 3
vilket pa vart intervall ger de stationéra punkterna x = —%’r och z = %’T. Aven denna

gang dr funktionen udda, sa det réicker med att understka den ena stationéira punkten.
Det finns inte heller nagra sneda asymptoter - eftersom funktionen &r periodisk. Detta
betyder att det enda som ar kvar att gora ar att kontrollera en av de stationéra punkterna,
samt titta pa funktionsviirdet dar. f(27/9) = % Man kontrollerar #ven kvickt att

T > 0, oc ™ < 0, vilket betyder att z = %~ ir ett maximum, och saledes &r
f(m/9) > 0, och f'(7/3) <0, vilket betyd i i h saled

T = —%’T ett minimum. Vi har dérfor extrempunkterna, pa vart intervall, A = (%”7 %)
som &r ett maximum, och B = (—%’r, —%) som &r ett minimum. Utvidgar man allt

detta som vi har tagit reda pa 2?”—periodiskt far man grafen.
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/

0.5 1 15

10.34

For att hitta storsta och minsta virde for funktioner definierade pa ett slutet intervall,
behover man titta pa stationira punkter, randpunkterna, och eventuella punkter dar
funktionen inte &r deriverbar /kontinuerlig.

a)
Losning finns redan.
b)
Randpunkter att kontroller: x =0, z = 2.
fl@)=6z—2° = f(2)=0 = 6-322=0 = == V2,

den negativa roten #dr utanfoér intervallet och ignoreras dérfor.

7(0) =0,
F(V2) = 6v2 — 22 = 42,
@) =12-8=4,

alltsd ar storsta virdet 44/2 och minsta 0.

c)
Randpunkter att kontroller: x =0, z =

2
f@)=2e = fl(z)=0 = e T —pe *=0 = z=1,

1.

Storsta: e~ *; minsta: 0.
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10.35

Losning finns redan.

10.36

Losning finns redan.

10.37
a)

Inga randpunkter att kontroller, men vi behéver undersoka grinsvirdet da z — +oo.

fla)=a'e™ = f'(x) = (42° —a")e™?,

fl2)=0 = 2*(4d—2)e * =0 = {m:O,
T =4,
0 4
flle)y | - 0 + 0 -
flx) [\ 0 2 256e~% N\,
4
lim z%e zlimx—zO7
T—00 rz—o00 et
4 4
lim z% = lim — :( o) = 0.
T——00 r——o00 eT 0+

Detta visar att funktionen inte har nagot storsta viirde, men att f(0) = 0 ger ett minsta
vérde. Vi vet nu att funktionen har ett lokalt minimi i x = 0, ett maximi i x = 4, och
har minsta vérde 0.

b)
x , 1-1nxfm%_lnx—1
J@) = bz @) = (Inz)2  (lnz)? "’
f’(x)-():%-():[m#l]ﬁlnx1—0:>x—e.
T 1 e
flay| - 8 - 0 +

f@) I 8§ \ooe

Det finns alltsa ett lokalt minimi vid z = e. Nu behover vi understka nagra gransvarden.
Stéllen av intresse #r 0%, 17, 17, och oco. Eftersom jag vet svaret kommer jag att borja
med 1~ och 1.

lim — = — = o0.
z—1+ Inx 0t

Detta visar att funktionen inte antar nagot storsta eller minsta vérde.
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c)

Man ser direkt att lim, 4. f(2) = 00, sd den antar inte nagot storsta virde.
12
fz) = 2%e® 3t —

z2 22 L2
= f/(x) = 2pe’T 3w tl .’L‘Q(Z‘ _ 3)67—330-&-1 _ Z‘(l‘Q —3r+ 2)67_31+1.

z=0,
fllz)=0 = z(2* =32 +2)=0 = {z =1,
T = 2.

z | o0 1 2
fllx) | - 0 + 0 - 0 +

fl@) [N\ 0 2 e N, de7d S

Alltsa ar z = 0 ett lokalt minimi, x = 1 ett lokalt maximi, och x = 2 ett lokalt minimi.
Ur tabellen kan det ocksa avgoras att 0 dr funktionens minsta virde.

d)

Funktionen &r begrénsad, eftersom

2 142
lim (x—l— —|—2arctanx> = lim (+/x +2arctanx) =

z—oo \ 22 + 1 z—oo \x+ 1/x
140
= a —&—Qarctanoo=O—|—2E:777
oco+0 2
2 1+2
lim T + 2arctanz | = lim + /x+2arctanx =
z—co \ 22 4+ 1 z——oo \x + 1/x
1-0 s
= —— +2arct — =0—-2—-=—m.
—oo—0+ arctan (—oo) 5 ™

Det dr dock viktigt att notera att funktion aldrig antar dessa vérden i oéndligheten, bara
att funktionen ndrmar sig dem.

x4 2 , 1@ +1)—(@+2)2z 2
flz) = 21 —2arctanz = f'(z) = ($2+1)2 + 1422 -

e+ 1—-202 —de+2:02+2 2 —4x+3
GERE ECES

=1
f’(:v)0:>:v24:c+3O:>{m ’
Tz =3.
x ‘ 1 3
fl(x) | + 0 - 0 +
fx) | 4 343 \¢ 3+2arctan3 N
Héarur ser vi att x = 1 &r ett lokalt maximi, och x = 3 &r ett lokalt minimi. Vidare ser vi

att %Jr 5 <, vilket innebér att funktionen inte antar nagot storsta vérde, och inte heller
nagot minsta fér den delen (men det &r littare att se eftersom § + 2arctan3 > 0 > —7).
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e)

Randpunkter att kontrollera x = 1/2, och dessutom ir Inz # 0 pa det angivna intervallet.

fx)=zlnz+ (zlnz)? = f(z) = lner:z:% +2z(Inz)(Inx +xé) =

=lnz+1+2z(lnz)? +2znz =2z(nz)>+2znz +nz+ 1=
=2z(lnz)(lnz+ 1)+ lnc+1=(lnx+1)2zlnx + 1).

Pl =0 — {lnx—i—l:O,

2zlnxz 4+ 1 =0 (saknar 16sning)

— Inz=-1 — zx=¢e"1.

x ‘ e~ !
@) | - 0 +
fl@) |\ —et+e?

Detta visar att © = e~ ! #r ett lokalt minimi, nu beh6ver vi bara titta pa funktionsvirdet

iz =1/2 och grinsvirdet da x — 0T.

1.1 /1. 1\ In2 n2\?
fa/2) 2n2+(2n2> 2 +( 2)

n2 (In 2)2

i + T —e ! +e7? (kontrollera med miniriknare),
lim (zlnz+ (zlnz)?) =0+ 0% =0.
z—0t

Vi kan nu séiga att funktionen saknar storsta vérde (den &r ej definierad i z = 0), och att

den har ett lokalt minimi i = e~!, med minsta virde —e™! + e~ 2.

10.38

Alla funktioner &r kontinuerlig och definierade pa hela sitt intervall, vilket betyder att de
kommer anta alla virden mellan deras storsta och minsta. Med denna kunskap kan vi
direkt siga vad viardeméingden for funktionerna &r.

a)

Vérdeméngden ar [—1, 3].

b)
Virdemingden &r [0,4+/2].

c)

Virdeméngden dr [0,e™!].
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10.39

Funktionen &r definierad pa hela R, och den #dr kontinuerlig, alltsa kommer den att
anta alla virden mellan sitt storsta och sitt minsta. Det gor att vi direkt kan séga att
viirdeméngden ir (—oo,27e¢ ™3]

10.40

Volymen ges av V' = 7r2h, och materialitgingen bestims av mantelarean, A = 7r2427rh,
vilket &r summan av botten och cylinderytans area. Ur volymen far vi att h = V/(7r?),
vilket insatt i arean ger

2V

1%
A(r) = mr? 4+ 2mr—5 = e 4+ —,
mr r

vi finner nu minimum genom att betrakta nér derivatan &r 0,

A’(r)zQwr—%zO — TBZE:K =
27 s

r
3V % V 3|V
(%)

Egentligen behdver man ocksa kontrollera att detta svarar mot ett faktiskt minimi, men
eftersom arean vixer mot oéndligheten nér antingen r eller h blir stort dr det uppenbart
ett minimi. Om man inte tror mig kan man kontrollera att andraderivatan &r positiv for
det aktuella vérdet pa r.

10.41

Kostnaden for ¢ timmars kérning ges av

2

X
K(t) =86t4+6(2+ —)t
(1) = 86t + 62+ o)1,

och for en 300 km lang kérning dr ¢ = 300/, dér x #r hastigheten i km/h, alltsa ar

300 622 300 29400
K(x)=86—+(124+ —)— = —— .
(x) = 86 T +( +300) T T 6
Vi far nu den minsta kostnaden genom att sitta derivatan till 0 och genom att kontrollera

randpunkterna, x = 30 samt z = 90,

29400
K'(z) = — 5 +6=0— r? = 4900 = x = 70 km/h,
K(70) = 840 kr,
K(30) = 1160 kr,

K(90) ~ 867 kr,

vilket visar att = 70 km/h ger den minsta kostnaden 840 kr.
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10.42
eB

16

@A

I nagon godtycklig enhet kan vi uttrycka den totala férbrukning, som vi vill minimera,
enligt
flz,y) =2y +24—2)+y+16 +,

dér den forsta termen #r striackan till A, medan den andra &r till B. Pythagoras berittar
vinligt nog for oss att y = v/x2 + 42, vilket insatt i férbrukningen ger att

f(x)zs\/mjum—xﬁf,(x):\/%ﬁ_l

Minimi ges av
flz)=0 = 3z =v22+16 = 922 =22 4+16 — 2= +V?2,

dér den negativa roten &r en falsk 16sning. Det kan enkelt kontrolleras att detta faktiskt
svarar mot ett minimi, och enligt bilden &r x definierad positiv som strickan fran C ner
mot A, alltsd kommer anslutningen att vara 24 — v/2 km norr om A.

10.43

Tiden det tar ges av

Tstrand Tsjo Tstrand Tsjo
f(t):tstrand'i'tsjé:i"‘ri:i —
Ustrand Usjo 10 6

Om vi betecknar strickan fran P till den punkt han nar stranden med z, far vi att

Tstrand = T, Och Tgj5 = /22 + (6 — x)2, vilket betyder att vi skall minimera
x (r —6)2+4
= — _—
fla)=15+ G
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— @) =15+

2(x — 6) 1

Lo2w-6) 1 1 a6
62,/(x—62+4 10 6./ (x—6)2+4
vilket betyder att vi vill veta nér

, 1 1 z—6 6
fle) 06 /@071 AR g

9 9 9 9 9 9 36
= 25((x 6)°+4)=(6—1x) (z—6)° = (xr—6) % 55 =
36 9 3 9
= (z-6) 6 1 = =6 5= 7 km,

den positiva roten &r en falsk 16sning och utesluts dérfor. Om man vill kan man kontrollera
att detta faktiskt ar ett minimi.

10.44
Avstandsformeln ger att avstandet till origo &r
d(w,) = V= 0P+ (y = 0 = /e + (1- 2%,

men eftersom +/z dr en viixande funktion réicker det med att minimera diskriminanten,
det vill siga D = d2.

Da)=a*+(1-a?=a?+1-22+2' =2 —2’ +1 = D'(x) =4® - 22 =
— D"(r) =122% — 2.
!/ 2 QL':O,
D(z)=0 = z(42° -2)=0 = 1
Tr = iﬁ’
D"(0) = -2 <0 = maximi,
D”(i%) =124 —-2=4>0 = minimi.

Detta visar att punkterna (:i:%7 %) 4r ndrmast origo.

10.45

Tangenten till kurvan i en godtycklig punkt x = a > 0 ges av
ye=fa)z—a)+ fla)=[flz)=e"]=—e"(wx—a)+te " =e(at+1-x).

Basen for triangeln ges av tangentens skirning med z-axeln, och héjden av skérningen
med y-axeln.

Yy =0 = e Y(a+1—2)=0 = b=z =a+1,
h=y0)=e%a+1) =
bh e %a+ 1)

Aa) =5 = S ) = Je 1) b et 0+ 1) =
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1 1 1
=e Yat(—za+)+1)=ge(a+1)(-a+1)=ge (1~ a?).
Stationdra punkter ges av:
1
A/(a) = 0 > ieia(l — a2) = 0 — q = (t)]_’

dér den negativa utesluts eftersom a > 0. Av uppgiftens utformning kan vi sékert anta
att detta svarar mot ett maximi - man kan &ven kolla det om man ké&nner sig osdker -
och arean blir d& A(1) = 2e~! areaenheter.

10.46
x l1+z-1 1 fooN 1
T 1tz 14z :1_1—|—a::>f(x)_(1+x)2'

Av bekvémlighetsskél kommer jag att skriva P = (z,y) = (a, 1{;), sa forvirring inte
uppstar. Kurvnormalen genom P ges nu av

y = f(x)

-1 9 a
yn:f/(a)(x_a)+f(a):_(1+a') (x_a)+1+av
och @) ges av normalens skérning med x-axeln:
n = 0 et 1 2 — = —t = _
Y (1+a)(z—a) T x a+(1+a)3

Om vi atergar till bokens skrivsdtt for P, har vi nu hornen P = (at, H%) Q =

(x + L O), och R = (z,0), detta betyder att basen for triangeln éir b = x + —L<5 —

(1+2)®> (1+x)3
T = ﬁ, och hojden ar h = H_% Arean blir da
bh 1 «x T x2
A = — = - ==
@) = = A apiss ot

2(1+x)8 (14 z)>

=0
A'(m)ZOz[JcZO]ﬁx—ﬁ:Oﬁ{x 1’
x=1,

ddr z = 0 uppenbarligen #r ett minimi (A(0) = 0), vilket betyder att den stérsta arean
ges da x = 1 (man kan inte ha tva minimi efter varandra om funktionen ér kontinuerlig
mellan - inte i endimensionell analys iallafall (i flerdimensionell analys kan det hénda)),
men hursombhelst blir P = (1, 3).
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10.47

Fsin(a)

2r cos(a)

4

Den extremt kladdiga bilden visar att hojden pa triangeln ges av r + rsin«, och att
basen ges av 2r cos «, vilket ger arean

2r cos + 7 si . 1 .
Ala) = " ba(; rsina) =[r=1]=cosa(l +sina) =cosa + 551n2a =
— A'(a) = —sina +cos2a = —sina + 1 — 2sin® q,
PR . / . 2 t:sina:—l,
vistker nuniir A'(a) =0 = [t =sina] = —2t°—i+1=0 = i 1
t=sina =3,
att sina = —1 betyder att punkterna som benen gar mot hade sammanfallit med

topppunkten, och alltsa hade det inte funnits en triangel, bara en punkt. For sina = 1/2
riicker det med att titta pa den forsta 16sningen som &r a = /6.

f V3

A"(a) = —cosa —2sin2a = A'(n/6) = ——— — 2— <0 = maximi.

Arean blir da A(7/6) = %. Losningen o = 57/6 #r geometriskt konstig att foresilla
sig, och darfor orimlig. Notera att det inte sédger nagot om vilken form triangeln har,
men randvinkelsatsen séger att v = 23 och den réta linjen ger att 2a +v =7 =
28 =m—27/6 =2nw/3 = [ =m/3. Att triangeln &r likbent betyder att summan av
resterande vinklar dr 7 — 8 = 2x/3, och vinklarna &r lika, vilket betyder att alla vinklar
dr m/3 och triangeln dr dirmed liksidig.
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10.48

Arean ges av rektangelns bas ganger dess héjd, det vill sédga
A(z) = 2cos (x)2sin (x) = 2sin2z = A'(x) =4cos2z = A”(x) = —8sin2x.

A(z)=0 = 4cos22 =0 = 22 =7/2 = z=m/4,
A"(m/4) = —8sin(1/2) = -8 < 0 = maximi,

och att vinkeln &r 7/4 innebir att det dr en kvadrat. O
Arean blir A(w/4) = 2sin (w/2) = 2 areaenheter.

10.49

Lat lingden pa bridorna normeras till 1 (man kan siitta det till nagon godtycklig konstant,
men det kommer bara vara mer symboliskt kridvande att skriva). Cosinussatsen ger att
basen till den 6vre rektangelbiten i kvadrat kan skrivas som

y?=124+1*-2-1-1-cosa=2—2cosa = y = +vV2—2cosa.

Detta tillsammans med areasatsen ger att den totala arean som vi far av
bradkonfigurationen &r

1-1-si 1
A(a):1.y+ﬂ:\/2—2008a+§sina —

2
— Aa) (2 —2cosa) n lcos sin « n lcos
a)=——L + —cosa = ———— + - cosa.
2y/2 —2cosa 2 V2 —2cosa 2
i 1
Ala) =0 = —SBY 4 —cosa=0 = 2sina =cosay2 — 2cosa =

V2 —2cosa 2

— 4sin”a = cos® a(2 — 2cosa) = [t = cosa, sin

— 4—42 =22 -2 — 3 -3t24+2=0,

a=1-cosa=1-t] =
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t =1 dr en rot, sa vi kan utféra polynomdivision.

2 —9t—2
372l t-1

—t3(t —1)
267 +2

—(=2t)(t - 1)

—2t + 2
—(=2)t-1)
0

=cosa =1,
t=cosa =1 /3,
den positiva roten till andragradsfaktorn ignoreras eftersom cosa < 1. cosa =1 =

o = 0, vilket ger arean 0, sa det &r ett minimum. Alltsa maste cosa = 1 — /3 motsvara
ett maximum. Detta betyder att vinkeln vi sdker ges av

B3 +2=(t—1)({t>—2t—2)=0 = {

V3-1
R

o = arccos (1 — V/3) = 2arccos

10.50

Om vi 6vergar till poldra koordinater blir = r cos @, och y = rsin, r &r fixt. Bredden
och héjden ges av 2z respektive 2y. I poliara koordinater blir

2 3 cos O sin? 0 3
wW(8) = % = % = W'(0) = %(QSHIQCOSQa*SiH?’ 0).

W (0) =0 = 2sinfcos?d —sin® @ = sinf(2cos? § —sin*f) = 0 =

sinf = 0,
2¢0s260 —sinf =0 = tan®60 = 2.
sinf = 0 ger att W = 0, det vill sdga ett minimum, och av symmetri ger +6 samma

belopp, vilket betyder att det ricker med att titta pa tanf = /2 = 6 = arctan /2,
som motsvarar ett maximum.
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Ur figuren ser vi att § = arctan/2 = arccos % = arcsin \/g . Vilket betyder att den

sokta bredden och hojden &r

2r 2/3r

1
b= 2x = 2rcosf® = 2rcos (arccos —=) = —= = ——,

V3 V33

2 2 2v6
h =2y = 2rsinf = 2rsin (arcsin \/;) = 27“\/; = #

10.51

a)

Vi vill minimera \/(z —1)2 + (y — 0)2 = /(z — 1)2 + ¢2, dér % + % =1 = > =
4— %. Eftersom +/z &r vixande riicker det med att minimera diskriminanten - vi vill
alltsa hitta nér féljande funktion antar sitt minsta vérdet, eller en konstant multiplicerat
med den,

42 42?52
(x—1)2—|—4—% = :132—2:10—1—1—&—4—% = %—235—1—5 = [multiplicera med 9/5] =

— hitta nir foljande funktion #r som minst: 22 — EQZ +9=

- (2)

och denna &r som minst da = 9/5. Alltsa &r det ursprungliga avstandet, som vi dr
intresserade av, som minst néir x = 9/5, detta ger att planeten har det nirmsta avstandet

9 2 4 /9\? 42 4.9 80 45
21 4——(2) =y/5 +4—— = /=- = 2,
\/(5 >+ 9(5) 52 52 25 5
b)

Exakt samma princip som i a), nu med 22 = y? + 1. Alltsd #r avstandet

V@2 +y—12=Vi2+1+y> —2y+1=22 -2y +2=

6O )

10.52

Losning finns redan.
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10.53

Sitt t = e = e —e® =q < t?> —t —a = 0. pg-formeln ger nu att

1 1
t=e"=_=41/- +a.
e 5 4—|—a

e® > 0 for alla z € R, vilket ger ett antal villkor pa roten.

1

—+4+a <0 = 0 l6sningar, 1

4 a < 1 = 0 losningar,
1

—+4+a=0 = 1 l6sning, 1

4 a=—- = 1 losning,

1 = 4

. . 1
— 2 losningar, 1 <a <0 = 2 lo6sningar,

+a a>0 = 1 l6sning.

%

—> 1 l6sning,

] =

o

AN

N

+

IS

A
N~ N

Att det forsta villkoret ger 0 l6sningar beror pa att rotterna dr komplexa da, det andra
ger 1 16sning eftersom man far en positiv dubbelrot, det tredje ger 2 16sningar for att
roten #r tillrackligt liten sa att ndr man subtraherar den fran 1/2 blir det fortfarande
positivt, s& man har tva positiva rotter, och slutligen ger den sista 1 16sning eftersom
den negativa roten ger en negativ 16sning, men e” > 0.

10.54

Principen for alla dessa &r att flytta 6ver allt till en sida, bilda en funktion, visa att den
ar vixande pa det angivna intervallet, och sedan kontrollera dess startvirde. Om man
har en funktion som &r viixande pa ett intervall och den borjar med att vara stérre dn
0, kommer den fortsitta att vara det - eftersom den ar vixande. Man kan dven fa ett
funktionen &r avtagande, men man kan fortfarande titta pa ett startvirde och sedan pa
punkten dir den blir vixande igen, och om funktionen #r kontinuerlig vet man att den
inte har gjort nagra otillatna hopp (detta blev lite konstigt forklarat, och det &r nog
béttre att titta pa deluppgift b) istéllet).

a)

Losning finns redan.

b)
ef>x+1, 240 < f(r)=e"—2—-1>0, z#0.
N fl(z) <0, x <0,
Jlay=e -1 = {f’(x)>0, 2> 0

Derivatans enda nollstéille dr da = = 0, vilket betyder att funktionen &r stringt avtagande
for x < 0 och strangt vixande for x > 0. Det som behover kontrolleras nu &r att om
funktionen &r positiv i —oo och precis innan x = 0 eftersom da vet vi att den inte kan
ha passerat nollan, vidare behéver vi kontrollera att funktionen &r icke-negativiz =0
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och sedan tar det faktum att den &r stringt vixande for positiva x hand om att den &r
positiv da.
lim f(z) = o0, f(0) =0,

r——00

vilket visar att den &r positiv fér negativa x och for positiva x. O

c)
In(1+4x) > arctan 3z, © >0 < f(z) =1In(1l + 4z) — arctan3z > 0, = > 0.
4 3 41+ 922 — 3(1 4 4z))

/ = — =
@) = ~ T g (1 + 42)(1 + 922)
1+ 362 — 12z (62 — 1)2

M+ +92)  (+an)(i+0a2) = O daz>0.

Det ses snabbt att f(0) = 0, och eftersom funktion ir stringtviixande for = > 0 har vi
visat olikheten. O

d)

1 1
ln(1+x)>x—§x2, x>0 = f(x):ln(1+x)fa:+§x2>0, x> 0.

1 1—-(1+2)+z(1+2) x? .
!/
= —1 = = .
f(x) T2 +x Tt 2 1+x>0’d‘”>0
Igen kan man enkelt kolla att f(0) = 0, vilket visar olikheten. O
e)
Inz <z ! >1 < f(z) =1 \f+1<0 >1
nx - —, x)=lnzr—vVr+— x .
— \/57 —_— ﬁ —_ b py
Pl L 1 _2E-wol wo2Eel
o 2y 2z 2z 20T
_1)2
_ W i
2x\/T
Vidare dr f(1) = 0. Eftersom funktionen &r avtagande da = > 1 och den bérjar icke-positiv
har vi visat olikheten. O
10.55

Randpunkter att kontrollera: z = 1,5, z = 3.

F(z) = (11z +10,5)tan37°  [tan37° |  11z+410,5
(212 —4,5)tan22°  [tan22° | 21z —4,5
11(21z — 4,5) — 21(11z + 10,5) —270
F'(z) =k ’ ok
— Fz) (21z — 4,5)2 z—4527

alltsa ges det minsta virdet av en av randpunkterna. Snabb inséttning visar att z = 3
minimerar F'.
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23 x(2? — 4) + 4z 4z , 4(2% — 4) — 4a2x
= = = =1 =
1@ =3 22— 4 vhoy = f@=1 (2% — 4)2
B _4x2+16_x4—8x2+16—4m2—16_x2(x2—12)
o @ @A

Omskrivningen f(z) = = + Iﬁf ;7 Visar direkt att den sneda asymptoten ges av y = z.

Stationéra punkter:

) B z =0,
flx)=0 = [z #+2] = {x:i\/ﬁ:ig\/g_

Funktionen dr udda, sa det riacker med att undersoka en av de vertikala asymptoterna,
Sig x = 2.

i z3 8
im = — =—-00
z—2- 22 —4 0~ ’
. a3 8
empr 22 4 0F 0
alltsa ar
lim f(x) = —o0, och lim f(z) = oo.
T——2— r——2T

(Notera att —(27) = —27.) Ett teckenschema betraktas nu for att se vilken karaktir de
stationdra punkterna har.

z | —2V/3 -2 0 2 V12
fx) | + 0 - § -0 - § - 0 ¥
f@) |7 =3v3 N0 § N 0N § N\ 3B

Alltsa iar C' = (—2v/3, —3v/3) ett lokalt maximi, B = (2v/3, 3v/3) ett lokalt minimi, och
A = (0,0) en terrasspunkt.
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ﬂl:"_-_-_-_-_-_-_

e -5 -4 3

D . Uy O S S S S
[a%]
e
w
=1

R L S A A L .

10.57

1 -1/22 1 L,
1422 14+(1/x)2 1422 2241

Detta betyder att funktionen maste vara en konstant. Eftersom funktionen inte ar
definierad i = 0, men deriverbar fér x < 0 och = > 0, kan den ha tva olika konstanta
virden for © < 0 och > 0 (eftersom den fortfarande kommer vara kontinuerlig, da
funktionen inte &r definierad i nollan). Sa, for att ta reda pa dessa tva vérden &r det
lattast att sdtta in x = £1:

1
f(x) = arctanz + arctan — = f’(x)
x

f(1) = arctan1 + arctan% = % + % = g,
f(=1) = arctan (—1) + arctan(—%) = —Z - % = —g,
=572
10.58
a)
f@) =t tome i) = fay= -t 2 ool

x 2 T+l x2(x+1)
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1/x = x#0ochln(z+1) = z+1>0 < z — 1, vilket ger definitionsméngden
x> —1, x # 0. For att rita kurvan behéver vi undersoka vad som sker nir x — —17,
nér x — 0, ndr x — 0o, och var derivatan &r 0.
=—-1/2
fl)=0 = 22 —2r—-1=0 = {w ) /%
xTr =

T

1
lim ( +2In(x + 1)) =—-142(—00) = —0o0,
z——11

1 1
lim <+21n(:c+1)> = — 40 =00,
x

z—0t 0+

. 1 1

lim (—4+2ln(z+1)) =—+0=—o0,
=0~ \ T 0~

1
lim <x—|—21n(m+1)> =0+ 200 = o0.

T—r0o0
x| 3 0 1
flx) | + 0 -8 - 0 +
flx) | 4 —2—-2In2 N, § N\, 1422 A
Hirur ser vi att A = (—3,—2 —2In2) &r ett lokalt maximi, och B = (1,1+2In2) &r
ett lokalt minimi.
]
B
4
B
2
-2 -1 0 1 2 3 4
-2
A
4
]
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b)

Ur informationen vi samlat i a)-uppgiften kan vi direkt séga att f(z) = 0 inte har nagra
losningar, men att f(x) = 3 har tva losningar.

10.59

Vi ritar polynomet och dess extrempunkter, sedan betraktar vi en linje y = a och ser
hur manga skdrningar som férekommer.

p(z) = 32 +162° 4+ 1822 = p/(x) = 122> + 4827 + 36z = 122(2* + 42 + 3) =

= p”(x) = 362% + 962 + 36.

T = -3,
p(r)=0 = 122(z* +42+3)=0 = {z=—1,
z =0,

f"(=3)=72>0 = minimi,
f’(-1) =-24 <0 = maximi,
f7(0) =36 >0 — minimi,

)=3
{f(3) = 21,

Slutligen konstaterar vi att

Detta &r nu tillrdckligt med information for att rita grafen.
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(0, 0)

(3227 =

=30

Den svarta linjen illustrera y = a, for a = —10. Vi ser nu tydligt att

o | |-27] |O] |5]
N(@ o] 1 [2]3[4]3]2

10.60

Beteckna de tva bitarnas lingd med x och y, det skall géilla att x+y =28 — y =28—=x
och z,y >4 = z,y < 24. Bitarna kommer att bidra till omkretsen. En kvadrat med
sidan b har omkretsen 4b =y = b=1y/4 = (28 —x)/4 =7 — x/4 och arean blir da
b* = (7 — x/4)2. En cirkel med radien 7 har omkretsen 27r =z = r = x/(2m) och
arean mr? = ma?/(47?) = 22 /(47). Den totala arean kan nu uttryckas som

A(gc):(7—£)2—i—xf2 = A’(x):—21(7—x)+x:x<1+1)—; —

4 47 4 4 2 8 27
1 1
= A'(z)==-+—>0.
() 8 + 2m ~

Detta betyder att derivatans nollstéille kommer att ge ett minimi.

— = = .
8 2 v 2r+8 w44

1 CU7T—|—4_7 567 28T
8 27 N

Al(z) =0 = x(l—I—

Tyvéarr maste vi sitta in detta i formeln for arean for att kunna jamfora det med
randvérdena (vi vet att det dr ett minimi, men inte om det & mindre #n nagot av
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randvirdena), x = 4 och 2 = 24 - ténk pa att  betecknar den del av snéret som anvinds
till cirkeln.

A(ED) = ... = 235 = 2T em?,
A(4)=...=36+ 2 ~ 37 cm?,
A24) = ... =1+ 2 ~ 47 cm?.

a)

Ovan ger att minimal area uppnas da cirkelns omkrets &r x = ii_’; cm och kvadratens ar
—oQ _ .. _ 287+112 _ 287 __ 112

y=28—-—x=="73 Trd = ag4 Cm.

b)

Maximal area fas da z = 24 cm och y = 4 cm.

10.61
oz © 1N (eV/* 4+ x(=1/22)e/®)(z — 1) — zel/* - 1 B
f@)= =3¢ = fw= (@ —1)2 -
= (1—1/x)($—1)*m61/z: $7171+1/x7x61/w:i61/1
(x—1)2 (x—1)2 2z — 12

Det &r uppenbart att lim, 1 f(z) = 1, vilket &r en horisontell asymptot. Vidare &r
x =1 och z = 0 otillatna z-vérden.

t=1/x 1/t t
lim z el/r = / = lim / et = lim ¢ = —00,
z—0t x — 1 t— o0 t—oo 1/t —1 t—oo —t + 1
t=1/x 1/t ¢ 0
lim — et/® = / = lim / el = lim 67:—:07
e—0- x — 1 t— —oo| t=—col/t—1 tw—o0o —t+1 —00
: 1/171:
e e
li vz _ ¢ _ o
ootz —1° - >

Nu har vi undersokt asymptoter fardigt, och det dr dags att beskada en teckentabell.
x ‘ 0 % 1

PO - 8§ 0 - § -

fl@) | x§ 7 e N\ 8 N\

Detta visar att A = (%, e?) #r ett lokalt maximi, och vi kan nu rita grafen.

@

212



Markus Bolinder

10

-10

10.62

De tva fallen som dyker upp beror pa at vilket hall man véljer att platburkens hojd ska
ga. Lat oss séga att fall 1 &r nér platburkens hojd, h, dr den, enligt bilden, lingre sidan.
Det betyder att den horisontella biten av metallplattan ska vara diametern pa locket och
dven omkretsen pa cylindern. Fall 2 dr nér den vertikala biten &r omkretsen, och nér
den horisontella biten &r hjden och diametern. Beteckna radien med r. Volymen ges av
V = 7wr2h.

h=1 2
Fall 1: 0, 5 = V = _ 250 cm® ~ 15 ecm®.
2r+2mr =10 = r= 5 (m+1)2
2rr=10 = r=2 250 1
Fall 2: o "= 10 = V="1{(1-2=) em® =54 cm?.
27’+h:10:>h:107? T T

Maximal volym ges av = 5/m, och h = 10(1 — 17). (Detta kanske bara dr randvérdena,
och man ska egentligen kolla pa ett kontinuerligt spektrum av metallbitar, men det kéinns
uppenbart att man far maximal volym om man utnyttjar s& mycket av metallplattan
som mojligt.)

10.63

V(t) =7(r(t)’h(t) = %(V) = %(Wrzh) — V' =72 h+r°n) =
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V'(t1) = 7 m®/min
Vi(t)  2h@)r'(t) . r(t1) = 100 m

= K (t) =
=202 h(t) = 0,005 m
r'(t1) = 2 m/min
7 1 7 — 21
"(t1) = - = in (6kar).
W(t1) = To000% ~ 5000 — Toooo /™ (dkar)

10.64

Uppgiften innefattar att bestimma storsta och minsta virde. Eftersom funktionen &r
kontinuerlig pa hela R behover vi bara undersoka stationdra punkter.

21 241-2
f(x) = arcsin 7;2 1 2 arctan x = arcsin rr-—= ;;+ T~ 2arctanx =
. 2
=arcsin|1— —— | —2arctanx —
2 4+1

f’(at)=\/1(11 5 >2 <1_x22+1)/_1+2z2:

241
4 1 2
o (T4a2)? . . 1+a2
_ 4x 2 4z 2
- L+a? /a1 +a2) —4(1 +22)2 1422
\/(1+w2)4<1f}2(1f;2)2) VA( ) ( )
4x 2 4x 2

VIO +a22(1+22—-1) 1+22 21+a2)Va? 1+a2

2 T 0, x>0,
- s\l 1) = 4

Funktionen &r alltsa stringt avtagande for x < 0, och konstant for x > 0. For att
hitta storsta och minsta varde betraktas nu vad som hénder ndr x — —oo och ett
funktionsvérde for x > 0.

f(1) = arcsin0 — 2arctan 1 = —g,

2
- 3
wli)r_noo (arcsin ;7“ — 2arctan x) = arcsin 1 — 2arctan (—o0) = g + 2% = g,

vilket visar att funktionen inte antar nagot storsta virde, men har det minsta virdet

—7/2. Kontinuiteten ger att alla virden mellan dessa antas, vilket ger virdeméngden
~£.%).

27 2
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10.65

2
3 X
Likformighet ger att
y _ x+3 s Az +3)?
2 N x2

och ldngden pa stegen i kvadrat ges, enligt Pythagoras sats, av

L(x) = (I@))? = 1 + (1 +3)2 = (x+ 3)2 (1 + ;) ‘

Vi vill nu minimera L.

L'(z) =2(z +3) <1+;2) + (x +3)? (—i) =2(x+3) <1+;L2_(3;+3)j3> —
=2(z+3) (1 - iﬁ) =0 = {i z ;ifegaﬁv lingd),

Eftersom ldngden gar mot odndligheten nér x gar mot 0 och nir x gar mot odndligheten
vet vi att x = /12 4r ett minimum.

Z(f/ﬁ)z({”/ﬁw),/wl;%m.

10.66
f(x):w — f/(x): @21‘—111(1:2—#1)2 iiJrl _ 2$—$ln(x2+1)

332—1—1 x2+1 (132—|—1)3/2

storsta/minsta viirde kan fas av att

flz)=0 = [2°+1#0 = z2-In(2®>+1))=0 =

. ]e= 0, . f(0) = 0 (minsta virde),
2 +1=¢ = z=4Ve2 -1, f(£Ve2 —1) = 2 (storsta vérde).
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10.67

For y = h(z) = 2%/2 ges tangenten i punkten x = a av

a? a?

yr = W (a)(z — a) + h(a) za(x—a)—i—? =ar — o,

och for y = g(z) = Inx ges tangenten i punkten x = b av

1 T
ye = f'(b)(z —b) + f(b) = E(,T —b)+Inb= 7 1+1Inb.
For att tangenten ska kunna tangera bada kurvorna maste den, i tangeringspunkten
pa vardera kurva, ha samma lutning som kurvan, vilket ger kravet a = %. Sedan maste
konstanterna vara lika eftersom annars dr det inte samma réta linje.

2
1
—%z—l—i—lnb:—l—f—lnf:—l—lna = a>-2-2lna=0,
a

antalet 16sningar till denna ekvation besvarar fragan. Bilda dérfor f(z) = 22 — 2 —
2Inz, x > 0. Vi vill nu underséka denna funktions utseende. Vi kan direkt siga att
lim, o f() = 00, och att lim,_,g+ f(x) = co.

2
f’(x)zQx—;zO — 2?

=1 = z=751,

dér den negativa roten utesluts eftersom z > 0. f(1) =1—2—2In1 = —1 < 0. Eftersom
funktionen &r kontinuerlig pa intervallet (0,00) maste den passera 0 nagonstans pa
intervallet (0, 1) och nagonstans pa intervallet (1,00). Funktionen passerar ocksa 0 precis
en gang pa varje intervall, eftersom det bara finns ett giltigt nollstélle till derivatan.
Alltsa har ekvationen tva losningar for positiva x och ddrmed finns det tva sadana linjer.

10.68

Att xg dr en stationdr punkt definieras av att f/(xg) = 0, ddrmed rader det en ekvivalens
mellan A och D. Ett lokalt extremvirde behéver inte nodvéandigtvis vara ett minimum,
sa vi har att B implicerar C'. Slutligen, eftersom f &r deriverbar i x¢ vet vi att derivatan
maste vara 0 i xg for att B och C skall gilla. Alltsa B — C = D <— A.

10.69

Vi behéver bara vilja konstanterna sa att f(z) blir bade kontinuerlig och deriverbar
iz =1 (kontinuitet nédvindigt villkor fér deriverbarhet). Alltsa behover vi titta pa
vénster- och hogergransvirdet, samt vénster- och hégerderivatan.

2 +a, x <1,

22 4+ar+b x<1,
flx) =
1, > 1.

B r+2, r>1

= f'(z) = {
Detta ger foljande ekvationssystem:

fa)y=f@at), l+a+b=1+2, a=—1,
{f’(l)—f’(ﬁ) = {2+a—1 - { -
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10.70

Normalens ekvation, punkten x = h, ges av yn = 77 (x —h) + f(h). Med

flz)=e* —22 = f'(z) =2e*" -2 =

1
ynz—m(

skarning med y-axeln ges av att x = 0, vilket ger att

x —h) + 2" — 2h,

_ 1 2h - 2h L h _
yn——2(e2h_1)(0—h)+e _Qh:>;lz,li>%<e _2h+2e2h—1 =
1 2h 1 5
o o 1 _0_aat.q_2
—}lLl_r%(e 2h+4e2h—1> e 0+4 1 1
Grénspunkten &r alltsa (0, 2).
10.71
sin x . , cosx 2 2
g(z) =In 5~ | =In(sinz) —2lnz = ¢'(v) = —— — — =cotz — —.
x sinz  x x
10.72
e —e T
f(x) = arctan (€”) + arctan (e”*) = f'(x) = + =
1+ (e®)® 14 (e®)?
e e e 1 et 11 1
Cl4e2  14e 2 eTeTher e Telte T effe T el fe
10.73
a)
z \  fz+1-1\ L] !
r+1) z+1 B r+1)  (z+1)2
b)

1+ o

/
(eﬁcz/(1+x))/ — 7%/ () ? _ 7%/ (14a) 2e(l+a2)—a®-1 2% -2z oo/ (14a)
(1+z)? (1+x)?

c)

/
( 2z +3 )’ 7 2z +3 B
Vdx? 4+ 122 + 10 2z +3)2+1
) o 2(2z+3)-2 2((2243)°4+1)  2(2z+3)°
_ 2y/(22 +3) +1— 2z +3) 2¢/e+3)2+1  \/(22+3)2+1  \/(2z+3)2+1

- ( (2x+3)2+1>2 (22+3)7 +1
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2 2

(2z+3)2+ 1) (422 + 122 + 10)>/?

d)

(@ +)Vam+1) = (@24 1%2) = 22 4 )220 = 30/ 4 1

10.74

a)
(Acos (wz + )" = —Asin (wz + 6) (wz + 6)' = —wAsin (wz + §).

b)

(e ®sinz) = —e sinz + e ¥ cosx = (cosz — sinx)e .

(6sinz)/ = cos (x)esina:.
(—z+tanz) = -1+ 1+ tan® z = tan® .

, cost\’  —sintsint — costcost 1
(cott) = | = = ) =T33, —
sint sin”“ ¢ sin“t

N
(COt \/5) __sinzﬁ B 2zsin? \/z

f)
(sin® (Sx))/ = 5sin* (32) (sin (3x))" = 15sin* (3x) cos (3z).
g)
(tan® x), = 3tan? (1 + tan® z) = 3(tan? x + tan’ z).
h)

(sin (cos 2x))" = cos (cos 2z) (cos 2x)" = —2sin (2z) cos (cos 2).
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10.75

Lat lingden av linan som hénger vertikalt ner till M betecknas med y. Eftersom linans
lingd av rimliga skél maste vara konstant, far man, med hjilp av Pythagoras sats, att

y+ vV h? + z2 = konstant,
dér z = z(t) = vot = 2’ = vy. Om vi deriverar detta samband, med avseende pa tiden
(y = y(1)), far vi
d d
%(y +Vh2+2a?)= %(konstant) =
, (R xQ)/ , 2z’ 29w
2vh? + 22 2vh? + 22 2Vh? + 22

Minustecknet betyder bara att lingden pa den vertikala biten minskar, vilket &r rimligt.

10.76

1
f(x) = rarctanx —lnm: T arctanx — iln(l —|—x2) .

= f'(z) = arctanz + v 1l 2w arctan z,
1+22 21422
e —1 (e 412 _ 2
g(CC) = arcsin W — arcsin (M) — arcsin <1 — 62x+1) —

— &1

_ 1 0+ 2e% .2\
- . . (62z 4 1)2 -
1-— (1 _’Effii'+’fgif;ij§>

4€2x 4€2x

ﬁg'(w)\/l_(ll : )2(162$2+1>l

\/(em' +1)* (o1 — o) V(€ +1) (e +1) - 4)

4e2® 2e*

(e 4 1)2e% 2 41

10.77

— 1
_ 2 1o — _ _ 2
y(@) =2 = y'(z) =2z = ynfm(ﬂc—a)w(a)——%(ff—awra,
och vi vill att denna normal ska skiira y = 22, det vill siga
1 1
Y=Yn = —%(x—oz)JraQ::n2 = x2—a2—|—%(x—a):0 —
1 T = a,
:>($—a)(x+a+%)=02 v=—a— L.
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vilket ger skdrningspunkterna

(a,a?) och (—(a + i)7 (a+ 1)2) , (a#0).

2a 2a
10.78
1, d d1

2 1
= V'= Z7hl/ (60 — ) — STh°H = g(zh((ao —h)— RN = g(uo — 3R)hH =
= 7(40 — h)hh' = V'(t) = w(40 — h(t))h()R (t) =
— [h(t) = 10 cm, K/(t;) = 0,03 cm/s] = 7(40 — 10) - 10 - 0,03 = 97 cm /s.

10.79

Tangentens ekvation: y; = f'(a)(x — a) + f(a).

)
f(a:):ln\/gfzélnx = f’(x)z%, a=1 =
ytzfll(x—l)—i—ln\ﬁ:%(x—l).
b)
f)=2""=¢e""% — f'(z) = —(In2)e "2 a=0 =
yr = —(In2)e’(z — 0) +27°% = —(In2)x + 1.
10.80
2 gy — 1
flz)=ln(zr++V1+22) = [10.12 a)] = f(x)_m

Normalens ekvation i punkten x = a:
1
Ty

(x—a)+ fla) = [a=0 =

(@ 0) 4 1(0) =~ 4 In (0 VTE ) =
VI

och tangentens ekvation i z = 0:

:}yn:

e = '(0)(x — 0) + (0) = ﬂii(ﬁx (04 V1T 0?) =
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10.81
a)

Eftersom funktionerna 1/z och cosz #r injektiva (och kontinuerliga) pa det angivna
intervallet kommer #ven deras sammanséttning vara injektiv (och kontinuerlig), vilket
betyder att det existerar en invers. Vidare &r (secz)’ = % =0,daxz =0.sec0 =1, och
lim,_, (5 /2)- secx = 1/0" = oo. Denna information &r tillréicklig for att rita funktionen

pa intervallet. (Se facit for bild.)

Funktionen har viirdemingden (1,00) pa det angivna intervallet, som &r
definitionsméngden (0, 7). Eftersom definitionsméngd och virdeméngd byter plats nér
man betraktar inversen kommer inversen att ha definitionsméngd (1, co), och virdeméngd
(0, %). Nu skall vi ocksa bestdmma inversen:

Yy =secx =

1 1 .
= COST = — == & = arccos — = invers.
cos T Y Y

b)

Antingen kan man bara derivera inversen, eller sa kan man anvénda en sats som séger
att, om nodvandiga villkor &r uppfyllda, att

Med y = f(z) = secx = f~1(y) = arcsecy, och att 1+ tan’z = sec’r =—

tanx = v/secZx — 1 = /y2 — 1 (funktionen (och inversen) &r positiv pa det intervall
vi betraktar, dirfor véljer vi den positiva roten), far vi

(fil(y))/: ! = siim = . .

fre) ST secxtanz /2 — 1
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Kapitel 11

11.1
a)
1 _oo k k
TRl g —2) :>/—d /Z dr =
(*1)’“ k—k—1 — (—1)k!
= {142 Z/ k+1 z = ki 1— oo :ZTzk'
k=1

Utifran detta kan vi direkt bestimma det Maclaurinpolynom vi vill ha, det &r bara att
ta en dndlig delsumma till den ordning av polynom vi sdker.

1‘2 1‘3

PR
1'2 1'3 1'4

S

Man kan ocksa beriikna varje derivata for hand och sétta in z = 0, om man vill.

p3(x) =z —

b)
Gor sjalv.
c)

Gor sjalv.

11.2
Det giiller att

dir fO) () = f(x).

a)
@) = /@) = (@) = (@) =" = £(0) = £'(0) = £"(0) = f"(0) = 1,
OCh 1 0 " 0 2 3
po(e) = 1(0) + PO+ T2y T gy 2 20
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b)

Om man deriverar sinus tva ganger far man tillbaka minus sinus, alltsa kommer man
alltid att fa att f*)(z) = (=1)*sinz = f*¥(0) = 0, pa samma sitt far man att
fERAD (1) = cosxz = fUHD(0) = 1 och att fAF3)(z) = —cosz = fU+3)(0) =
—1. Alltsa blir

_ , f//(o) f///(o) - 1‘3
po(a) = 1(0) + PO+ T2 Ty 20
c)
Enligt resonemanget i b), blir det samma som p3, eftersom fjirdederivatan ér 01 x = 0.
d)
1 1
— 1 ! - - " - -
J@=vite = [@) otz @ 1 +237)
/ 1 1 1
" 2
= p2(z) = f(0) + f'(0)z + 7f2('0)x2 =1+ g - %
11.3
a)

Uppgift 11.2 d) ger att p(x) = 1+ 5, vilket &r hogerledet ovan, alltsa har man linjériserat
funktionen.

b)
Se facit.
c)
Enligt sats, eller nagot, sa ges resttermen pa Lagrange form av
"
Rofa) = 1182,

dér £ ligger mellan 0 och x. Skrivsdttet med att & ligger mellan 0 och z &r ekvivalent
med att skriva £ = 6z, ddr 0 < # < 1. Hursomhelst blir da (f”(x) berdknades i 11.2 d))

22
Rz(m):—78(1+€)3/2.
d)
22 1 22
R I I _
mol = | grrgem| = 5 [ ar e
omx >0 kommer 1+£>1+0=0 = (H;)gm < (1+(1))3/2 =1, alltsa &r
1 x? 1 x?
Sl <12 =[] =2=". O
8‘(1+§)3/2 gl @l =l =2% =5
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e)
Enligt d) vet vi att [Ro(z)] < & < [0 < z < 0,1] < 0,12/8 = 0,00125 < 0,005 =
5-1073. O
f)

Vi vill alltsd ha ett a, dir 0 < o < a, sddant att |Ry(z)] <5-107%, da 0 < = < a. Detta
ger att
a’/8<5-107% <= a*<40-107* = a < V40 1072

g)
Se 11.2 d).
h)
Se facit.
i)
F1@) = — e = ) = s —
4(1 +z)3/2 8(1 + x)5/2
_ f”/(f) 5 $3
= R3(z) = TR 6T 672 0<¢<ua.
J)
Igen ar W < 1, vilket ger
x3 x3 x3
_ < |1 =[x> l=23==. O
| R ()] ‘16(1+§)5/2 <13 ’ w20 = |2°| =2 = 3¢
k)
Exakt samma sak som i e) ger att [R3(z)| < 15 -107%,da 0 <z <0, 1.
114
a)
Se uppgift 11.2 b). Bada blir z.
b)
f(z) =sinz = f"(z) = —sinz och f"(z) = —cosz =
_ S8 o sing ,
i
"
R3(x) = ) 355) z? = ——Coggxg,

dér 0 < € < z, och det ar olika & for de olika resttermerna.
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c)

[siné] <1 och |cos€] < 1. Detta betyder att vi far foljande uppskattningar da |z| <0, 1:

|R2($)‘ = ’_81121£IQ < % < 07 12/2 = 05005a
3
|R3(x)| = ‘COGSEIS < % <0,1%/6 ~ 0,0002.

Detta visar att restermen med hogre ordning &r minst, och darfor bést att anvédnda.

11.5
a)
11.2 a) ger att
z? 2l

pS(fE):l‘f‘Z""?—FE-
b)

. F () ¢t

fV@) =" = R(e) = T Plat = ot
c)
|Ry(z)| = ém‘l =[e£>0 :164>0]—é;n4<[65<3]<i:c4<1 107*
A PR DY S =247 T8

d)

4

Ur c) far vi uppskattningen Ry(z) < %-.

11.6

Losning finns redan.

11.7

Lat f(z) = In(1+4 ). Om vi tittar pa 11.1, ser vi att pa(x) = = — % till In (1 + z).
Vidare har vi att
9 _ fm(f) 3 73

(z) = m — R3(x) = 31 = 3(14¢)%

dir ¢ ligger mellan 0 och z. Vi kan nu skriva f(z) = pa(z) + Rs(x), vilket betyder att

2 2
’f(”)_“z = P2($)+R3($)—x+% =
x? x? 3
= o= G 4 R -+ | = IR = |55
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och om |z| <1/2,sd kommer 1 +& >1-1/2=1/2 = 1/(1+&)® <1/(1/2)3 =8.

a® 8|z 3
‘3(1%)3 =73 - U
11.8
1 2
fla) =arctane = f'@) = 1 = J'0) =~

f(0)=0, f(0) =1,
alltsa dr Maclaurinpolynomet av ordning 1 till arctan, p;(z) = 2. Vi kan nu skriva
f(z) = p1(z) + Ra(x), dér Ro(z) = %ﬁ = 7(1_&2)9:2, dér ¢ ligger mellan 0 och .
Da |z| < 0,1 géller det att

ter

— T

(1+¢%)
Uppskattnings absoluta fel &r dérfor

2
larctanz — x| = | f(z) — x| = |p1(x) + Ra2(x) — z| = |Ra2(x)| < % <107%=0,001. O

11.9
f(zr) =tanz = f'(z) =1+tan’z = f"(z) = 2tanz + 2tan’*z —
= f"(z) =2+ 2tan’z + 6tan® z(1 + tan®z) = 2 + 8tan® = + 6 tan® =,
f(0)=0, f1(0) =1, f"(0) =0,
alltsa &r

L A 1)

tanz = f(x) = pa(x) + Rz(x) = f(0) + f'(0) o =
1—|—4tan2§—|—3tan4§x3
3 b
1+ 4 tan2 tant

< 1+4+3:87
- 3 3

vilket betyder att

[tanz — x| = |R3(x)| < \x|‘3 < §|x|3 = 3\3:|‘3 O

Wl oo
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11.10
. t2 t3 €9t4
e:1+t+§+§+jt,0§9§1:>
(E2 (,C3 69w4
a::]_ —_— — PR
e +x+2+6+24x,
_ (—x)2 (—l‘)g @0(71’) 4 12 1’3 ef(ﬂx A
e +(—x) + 5 + 5 +24(x) a:+2 6+24x,
2 IL’S 601’4 1’2 IL’S 670:1:4
r =1 —_—t — + — 1-— —_ - — =
¢ e B T TR T M VR

e

24’

e* + e~ % dr jamn och antar sitt minimum i x = 0, sedan viixer den stréingt bort fran 0,
vilket betyder att d& |z| < 1 kommer e® + e~ < el +e7! <3+ 1 = 4. Alltsa blir

:2+m2+(609¢+6—9m)

|e””+e_””—2—x2|: (69:”—1—6_9””);—1 4;—12%4. O
11.11

sinac:x—%j—i—cz—s!gxs — Sizle—gg—&—closogafl.
Alltsa far vi att

(€ ligger mellan 0 och z.)

11.12

Losning finns redan.

11.13
a)

Utveckla In (1 + t) till ordning 2 och ersiitt sedan ¢ med —z2, precis som i 11.12. (Rester-
men har berdknats i uppgift 11.7.)

2 t3
In(l+t)=t—— + -
n(l+1) > T30 rep
2\2 2\3 4 6
In(1—2?) = —g? - %) (za®)? a2
— Wm{l-27) =2 > T 3It0P . C T2 30-02)p

dir 0 < 6 < 1. Polynomet far vi genom att titta pa det som inte dr resttermen, alltsa
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b)
Som vi har sett manga ganger ges felet av

6

x
|f(z) — pa() _'_3(1—9932)3 )
. . 2 3
ochnér |z| > 1/48r1—622>1— (3)" =12 = 1/(1-62?)3 < 15
L [af_ 1600 160/ _ 1
(1—622)3] 3 — 1533 — 153 3  3-153°

11.14

Jag kommer att anvinda mig av standardutvecklingar flitigt, samt att Maclaurinutveck-
lingar ér entydiga, vilket betyder att jag kan utveckla f(¢) och sedan ersiitta t med en
annan funktion for att underlédtta mitt arbete.

a)
Losning finns redan.
b)
Se a), men med ¢t = —z, vilket ger
. 22 23 A
e flfor?fEerB(x).
c)
t2
cost=1-— 5 +t'Bi(t) = [t=12/2] =
2
T (%) o\t w. x? 4
1
B(z) = I—GBl(x/2).
d)
In(1+t)=t—1*B(t) = [t =2 =
In(1+2?) =22 + (22)?B,(2?) = [B(z) = B1(2?)] = 2 + 2*B(x).
e)

m(l+t)=t—*Bi(t) = [t=—2°] =
In (14 2°%) = -2 + (—2?)?B(—2?) = [B(z) = B1(—2%)] = —2* + 2" B(x).

I fortsdttningen kommer jag inte explicit att skriva ut hur jag ersétter By, By och sa
vidare. Utan jag kommer bara att bunta ihop alla begréinsade funktioner till en med den
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lagst forekommande ordningen. Alltsa, om det till exempel star 222 B;(2z) — 2° By ()
kommer jag direkt att skriva att det dr lika med x?B(x). Mojligen kommer jag att
faktorisera ut den lagsta ordningen, och sedan erséitta den andra faktorn med en ny
begrinsad funktion, alltsa 222B;(2z) — 2®Bsy(x) = 22(2B1(27) — 2By (7)) = 2?B(x).
Men det beror pa om jag orkar eller inte.

11.15

(o — 1)752 N ala—1)(a—2)

3
21 3l [

(1+t)a:1+at+a

a)
a=1/2ocht=uz.

1 3G-1 5 3 x a2’ 3
\/1+x:1+§x+%x +x B(x):1+§—§+z B(x).

b)
a=—1locht=u=x.

1 1(=1-1)
(Do — )
Tz DTy —

2?2 +23B(x) =1 -z + 22 + 2°B(x).
Notera att detta dr en geometrisk serie med kvoten —z.

c)
a=1/3ocht=uz.

-1
338 4 a’B(x) =1+ 3~ % + 23 B(x).

d)
a=1/2ocht=—x/2.

SF ()R (D () B - - e

e)

a = 1/3 och t = 22, Hir behovs bara t-utvecklingen till forsta ordningen, eftersom ¢ i sig
har grad 2.

1 2
(1+2%)1* =14 22% + (%) By(a®) = 1 + % + 2 B(z)

11.16
a)

Losning finns redan.
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b)
3 rt
rsine = z(x — 5 +2°)B(z) = 2 — 5 + 2°B(z).
c)
x? 3
xz(cosz —1) =x(1 — 5 +2'B(z) - 1) = Y + 2°B(z).
11.17
a)
Med t = 22 utvecklar vi e? till andra ordningen, och cos z till fjirde.
t £ z? | o 6
ecosx=(1+t+ ) +t°B1(t))(1 — §+j+x By (z)) =
z? x? x? 12
2+ 24+t t2+2 + 2°B(z)
x? 2t 2t x?2 2t
=1- o+ +8" -5 + 5 +2°B(@) =1+ — + = +2°B(a).
2+24+x 2+2+x (2) +2+24+x (z)
b)
Eftersom
(arctanz) = b i(—ﬁ)k = arctanz = i ﬂx%"’l
1+ 22 2k +1 '
k=0 k=0
Detta ger att
. 2 .
sinz arctanx = (v — 5 + 2° By (z))(x — 3 + 2°By(z)) =
3 3 4
=% - x% - %x +25B(z) = 2% — % + 2°B(x).
c)
Losning finns redan.
11.18
a)
. 23 5 $3 <17 — L; + 1‘531(26))2
gine — grm A BE) _ 1 4 (x 5t w5Bl(w>) + 3 +
z> 5 3 z3 5 4
(x—g+o: Bl(:r)) (mferz Bl(x))
* 3] * 1 -
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3 g 3
+ (x -5 + x531($)> Bs (90 sy +2° By (93)) =

3
3 2% — 2% g3 gt 2 4

=1 S I e - T T IS -1 r_xr .5 _
+zx 5 + 5 + 5 +24+33 B(z) + x4 > 3 + 2°B(x)

b)

2 4 2 4
£CosT — el—%+i—!+x631(a:) — ee—%+§—4+x631(x) —

x? ozt 6 1 x? ozt 6 2
= 1 —_— 4+ — B - -+ = B
e +( 2+24+x 1(:1:)>+2< 2+24+x 1(33)) +

4

2z 6 ? 2?2zt
+ (—2 +ﬂ +x B1(CL’)) Bs <—2+ ﬂ—i—x Bl(x)) =

2 4 2\ 2 i
=e <1:v2+;:4+2 (2) + 2%B(x) :e—§x2+gas4+x63(:c).

11.19

Funktionen dr redan ett Maclaurinpolynom (alla = star for sig sjilva, det ér inte (z — a)
nagonstans).

11.20

Losning finns redan.

11.21

a)

L ef—1—x . 1+1’+%2+ISB(I)*1*I . 2%+ 223B(2)
lim ———— = lim =lim ——+ =
z—0 2 —0 x2 z—0 212

. 14+2zB(z) 140 1
= lim = = -,
z—0 2 2 2

eftersom B(z) #r begrinsad ndra x = 0 kommer 2" B(z) — 0, da ¢ — 0, for n > 0 -

alltid.

b)
3 Cﬂ?’ ) $3

hm - - - = lm (2 )3 hm 83—
2—=0sin 2z — 2z ==0 (27) — Cor 4 (22)5B,(22) — 20 =0 =% + 2°B(x)
1 1
= lim = 1 = —

3
=0 34 22B(x)  —f40 4

11.22

Om man &r forvirrad over det forsta steget i varje deluppgift, sa dr det bara att jag
utvecklar funktionen kring x = 0 till tillrickligt hog ordning. Jag forutsitter ocksa att
man kan standardutvecklingarna.
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. cosz—e® . 1-— ‘L; + 2*Bi(z) — (1 + (2%) + (22)?Ba(2?))
lim ——— = lim =
=0 xsinz -0 x(z + 23B3(x))

_ 1 1- % —1— 2% + 2*By(z) _ 1 —% + 2*By(z) B
o zli)I%) 1‘2(1 + I’ZBg(ZL')) o zll}f%) 562(1 + $2B3(117)) o
oy —2 @ Ba(@) _ -3/2+0 3
~ a0 14+22B3(x)  1+0 2
b)
im r4+In(l—-z) im x4+ (—x) — (_5)2 + (=)’ By (—x) _
250 1—/1—g22 @201 — (1+ 1(—22) + (—22)3By(—2?)) B
~2 4 a®By(x) . —L+aBs(z)  —1/240

=lim ——% = lim = =—1.
2=0 4 g6By(z) =0 $+a*By(z)  1/2+0

mS
sinx — arctan z L rT=7 Bi(z) - (l'—?—‘rstz(I))

m -———-——= 2
v=0 z(cos2r —1)  w=0 g1 — B2 4 (92)4B,(27) — 1)
)

_ Z 1 a5By(x) i 42?By(x) 1640 1
= hm —_— - = hrn = = ——.
z—0 —213 =+ 56‘535(33) z—0 —2 + SL'QB5<$) —-24+0 12

11.23
a)

1/1 In (14x) z7z2/2+z3Bl(m) 2
(1 aytie = (ono) 7 it s s

_ o —w/243?Bi(z) _ T 9 T 2 2 _r 2 —
ee e(l 2+x Bl(x)—l—( 2+m Bl(ac)) Bg( 2+x Bl(x))

=e— gz + 22 B3(r) =

1 1/xz _ _ e 4 2B _
— lim Hx)ie = lim e jrtaBy(x) e = lim (—E —l—ng(x)) =2,
z—0 T z—0 T z—0 2 2
b)
In(14sin?z) =In(1+ (z+ 23B(z))?) =
=(z+2°B1(2))* + ((z + 2°By (x))2)2 B ((z + 2°B1(z))?) = 2% + 2" B3(x),
och , ) L,
lim (1 + sin? 2)~2/%" = lim ¢~z M UFsin" @) —
z—0 z—0
— lim e—z%(w2+x333(w)) — lim e—2(1+xB3(m)) — 6_2
z—0 z—0 ’
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11.24
a)
. T 1 t=2—-—1 = =1+t . 1+t 1
lim —— | = = lim — =
a—>1\z—1 Inz r—1=1t—-0 =0\ ¢ In(1+1)
— lim I+t)In(1+¢)—t _ imln(1+t)+“n(1+t)_t:1—|—hmln(1+t)_t:
t—0 tln(1+1) t—0 tln(1+1) t—0 tln(141¢)
t— L2 +83B1(t) —t 2 L 8Bt
=1+ lim 7 + 1®) = —limﬁil():
t—0  t(t +t2Ba(t)) t—0 t2(1 + tBy(t))
LBt 1/2 1
g 2 B 1240 1
t—0 1+tBQ(t) 1+0 2
b)
1
lim (x2\3/1+x3—x3) = lim <x2v3 a3y 3+1—x3> =
T—00 xT—r00 x
/ 1 t=1 N |
T—00 3 t—0 t—0 3
1484+ @B)?2B@) -1 4Bl . (1, 1
=i E e —mgtrre) =g
11.25
Losning finns redan.
11.26
_ 0 ef—cosx __ z _ _
FO) = tim {O SOy TETE e mar
z—0 x—0 z—0 €T z—0 2
1+z+ %2 + 3By (z) — (1 - %2 +a:4B2(x)) —ax
= lim 5 =
x—0 €T
1- 24 2°B
= Jim & a)“””z” 3) _ 1y 2 1) = lim (1 + 2Bs () = 1.
x—0 x x—0

a maste vara 1, annars kommer den linjira termen i téljaren inte férsvinna, vilket gor sa
att gransvardet inte existerar.

11.27

Losning finns redan.
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11.28
2
sinar—In(1+e) (@)= (a2)’Bi(az) = (v - § +2°Balr))
lim = lim — =
z—0 1 —cosax z—0 1— (1 _ (a;) i (ax)4Bg(ax)>
oy (a—l)x+L;+x3B4(x)_ - 3+aBy(x)  1/240
= m a2 4 —[CL— ]—1m1 ) = =
z—0 = +x B5(x) x—0 §+1' B5(.’£) 1/2+0

Igen maste a vara 1, annars kommer den linjira termen i téljaren inte forsvinna, vilket
gor sa att gransvirdet inte existerar.

11.29
1 n+x 1 n+x
(1—1—) =e¢ = In (1+> =lhe=1 =
n n
1 1
= (nt+r)h|l+—-)=1 = zp—F—55 — N =
n 1n(1—|—5)
t:l —
= lim z, = /n = lim L—l zlimwz
n—00 t—0 t=0 \In(1+1¢) ¢ t=0 tln(141)
2
. t—(f—%—thl(t))_l. PLEBit) L L+tBit) 1240 1
TS0 t(t+2Ba(t) 0 2(1+tBa(t)) 190 L+ tBy(t) 140 2
11.30

Losning finns redan.

11.31
a)
oo n (o) 1
n T 2
Zf=2—x =e"|,_,=¢".
=l L=l s
b)
oo o0
(=D+t (=D oy
Z 5h 1 Z 5% 1 = arctanz|,_, = e
k=1 k=1 r=1
c)
e 2k > (_1)k
Z(—l)k P = Z ' z* = cosz|,_ = —L.
pors (2k) pors (2k) .

234



Markus Bolinder

d)
e 71_2k:+1 > (_1)k 1
DY i = et = sinzl, /6= 5
P CFI2k+ 1)1~ & 2k +1)! e 2
e)
0 0
(=Dt 3 (=Dt
e => ——= =In(l+2),_, =2
k=1 k =1 k =1
11.32
a)
0 0
3k 1 "
ZE:ZEJ?IC = € $:3:83.
k=0 k=0 " lp=3
b)
=D ()
ZW:ZTQU’“ zln(1+m)|z:1/2:lnf.
k=1 k=1 z=1/2
11.33

Taylorpolynomet kring « = a av ordning n ges av

k) (g
pule) =S L@ gy,

!
= K

med hjélp av denna kunskap &r det bara att derivera och sédtta in det relevanta vardet
pa a. Det finns oftast inte (om nagonsin) trick fér att hitta Taylorpolynom, &tminstone
inte som det gor for Maclaurinpolynom. Eftersom denna uppgift bara dr numeriskt
krévande ténker jag inte skriva upp detaljerade 16sningar. Man kan kontrollera att man
har deriverat réitt med typ Wolfram Alpha.

a), b), c), d), e)

Inses latt.
11.34
flz) = %(1 + 5 ey =tas ;)5/2 — f(z) = 136(1 n 3)3/2 N
— @) = oD = )=, PO0) =1, [10) = o =
f(x) = pa(x) + Ra(x) = £(0) + f/(0)z + fI/Z(O) 22 4 f";(f)xs _

1 =« 52?2 15 £
Lty ryorm  g Ses
7Tat 3 Tt e
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15 £ 15 0,1 —

— — =|—(1 7/23<71 ’71/2_ 13<1 4
(@) = pa(a)] = [Ra(e)] = | s (14 5) V28] < 214+ 25)12 0,18 < 107+,
dér € ligger mellan 0 och x, vilket betyder att polynomet py = % +3+ 5;—; duger.

11.35
arctanx — sinx
im =
x%Ox((l—{—m)l/?’ —ew/?’)
; x — %3 + 2% By (z) — (J: - ‘%3 + a:5Bg(x)>
= lim 5 =
101 _q z
oy S8t Bs(@) _ 1/640
Ca=0 —1 4 aBg(z)  -1/6+0

7%3 + 2° Bs(x)

C a0 (—2 — 22 4 43 Bg(x))

11.36

1n<(113§2> =In(1+2z)—In(1+2)%) =In(1+22)—2In(l+2) =

=27 — (2?2 + (22)* By (22) — 2 (x - %2 + J}SBQ(.’L‘)> =

= 22"+ 2% + 2®B3(z) = —2 + 2 B3(z) =

142z
In ((11:5)2) _ —2? + 23 B3(x)

— lim ﬁ = hm (22)2
0 T—cosdeeohy (1 COF o (ar)iB, (20))

. —1+4aBs(x) -1+0 1
= 3.

—2? + 23 Bs(x) im
~2=0 2+ 22Bs(x) 240

lim ——————~
250 222 1 x2Bs(z)

11.37
f@)= (1420 = f() = 201+ 20 =

= f@) =5+ 2) 7 =

a 77(8) 40
Fo(@) = =50 = g1 g

dér € ar ett tal mellan 0 och z. Felet ges av
40 3

@) = ) = Ia(o)| = | ey

)
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nar0§x§0,1:>1+§21zwgl,all‘csé5r
40 sl 40 o, 1073 5
P — < = < —<107°. O
‘81(14—5)8/336 sgils—=

11.38

Omp=n+z = |r—p|=|z[<1-107", och

. . . —cosé 4 cosé
pt+sinp=n+4z+sin(r+a)=nt+zr—sinx=nr+z—(z+ —5 &) =T
dér jag har utvecklat sin z till ordning 1 och skrivit upp resttermen pa Lagrange form -
& ar ett tal mellan 0 och x. Felet blir nu

- (_€>
6

jm = p— sinp| =

1 1 _n 3_ 1 _3n 1 Can
S6(2'10 ) =g <07 O
11.39
flx) = Ldfr = [analysens huvudsats] = f'(x) = r
o cost Ccos T
"y = BT FasinT
= [ = cos? x
= f(0)=0, f(0)=0, f"(0)=1 =
, 11 0 2
— pa(x) = £(0) + f'(0)z + fT()xz -z
11.40
a)

Forsta derivatan fas med analysens huvudsats,
S(x) = / In (cost)dt = S’(t) = In(cosz),
0
sedan dr det bara att derivera 4 ganger till, vilket jag inte orkar skriva ner.

b)
5(0) =0, S'(0) =0, §”(0) =0, S"(0) = -1, SW(0) =0,
S®)(z) = —2(1 + 3tan® z)(1 + tan® z),

vilket betyder att
S(x) = pa(z) + Rs (),

dar

S"(0) ., S"(0) 4

pale) = 5(0) + 8O + . T .
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och

(5)
R5(LL') = %LL‘S _ _(1 + 31]&112 gz)(l + tan2 6) x5.

¢ ligger mellan 0 och x. For |z| < w/4 &r [tan&| < 1, vilket betyder att

15(z) = pa(2)| = [pa(@) + Rs(2) — pa(2)] = |Rs(2)| =

1+ 3tan”¢)(1 + tan?
_ ~ (1+3tan 2)( + tan §) 2°| < [triangelolikheten] <

i
60

z|®>  8lz|® 2 -z
§(1+3)(1+1)u* i = —] |‘J§|3| )

O

< (]1] + [3tan® z|)(]1] + | tan® z|)

60 60 15

1141

Att cirkeln har radien r ger direkt att P = (r —r cos 6, 7sin ), och att striickan AP = 70,
vilket ger att @ = (0, r6). Med detta kan vi bilda en linje genom P och @ - ténk pa att
z-axeln okar at vinster i figuren. Riktningskoefficienten ges av

rsinf — ro sinf — 6

L= -
r—rcosf—0 1—-cosf’

skdrningen med y-axeln #ir beskriven i punkten Q. Linjens skdrning med z-axeln (punkten
R:s definition) ges av att

sinf — 6 rf=0 — —rf O(cosf — 1)
= — = = — =T
Y= 1 Tcose™ " . % sind — 6@ ’

vi vill nu bestdmma

. O(cosf—1) 9(17 & +0'B1(0) *1>
lim r——— = limr T - =
6—0 sinf — 0 6—0 9‘?"‘9 By (0) — 6

:hmf§+95Bl(9) 2 FBIO)  —1/240 _

—— —_ —3 .
6—0 f%+9532(9) 91—I>r(13767%+02B2(0) T—1/6+0 "
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11.42

1
T(v) = mc® — moc® = moc?® | —— —
v2

c2

Med z = v?/c? far vi funktionen

T(x) = moc? (\/fix - 1) :

och om vi skalar om med en konstant far vi funktionen
1

—1=(1-z)"2 -1

Funktionen (1 + ¢)* har en standardutveckling:

(1+t)o‘:1+oaf+M a(afl)"#!(a*kJrl)

2.4 th + tFTLB(t),

vilket betyder att

1
=1t (~g)() + () Ba(a) ~ 1 = L+ 2?B()
Alltsa ar )
1 1 1
T'(v) = moc 5= m002§ : v2 = 3Mov’,

vilket &r den kinetiska energin i klassisk fysik.

b)
Vi behover underscka storleken pa resttermen x2B(z), och, skriven pa Lagrange form, ir

3

f@) = (-0 1 = fl)= 510 = )= =
1" 3(1 _ £)-5/
— wpo) = Lo S0 e A

vilket ger oss det relativa felet

_ 30?2
 4c2(1—€)5/27

_ 3 _ 3 v2
- ‘4(1 —§>5/2”“" - ‘4(1 —pr 2

1

2

2 3 2
Mo¢ sa-g2
moc2x

eftersom 0 < v < 107 3¢, och & ar ett tal mellan 0, kan vi skriva 0 < ¢ < x = v2/02 <
(1073¢)?/c? = 1075, Detta betyder att nimnaren fir som minst

4¢2(1 — 107%)%/2 = 3,99999?,

alltsa ar ) 4y i
3v §3(10 c):3-10 <105, O
4c2(1 —£)5/2 ~ 3,99999¢2  3,99999
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11.43
flx) =1~ ixQ - ixf” - 3%9# —~ 1—129[:5 +2°B(z) =
= £(0) + f'(0)x + f”2(0) z? + f”?’)go) x4 f(j!(o) zt + @:ﬁ +2°B(z) =
— =00 W L o)~ 1o,
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Kapitel 12

Om det star ”"bestim en primitiv funktion”, behtver man inte ldgga till en integra-
tionskonstant, men om det star ”bestdm alla primitiva funktioner”, sa maste man gora
det.

12.1

Inses lédtt som standardintegraler.

12.2
zott

Skriv om pa formen z* = [2%dx = 71T @ # —1. Exempelvis dr o T W

x~3/2. Nar man har gjort detta inses deluppgifterna litt.

12.3

Kompensera for den inre derivatan, och kontrollera om ndmnarens grad &r 1, for da
kommer man att fa en logaritm. Med denna information inses deluppgifterna litt. (Jag
hade &nda bara skrivit upp svaret, sa ”16sningar” hade inte gett nagot.)

12.4

Integraler ar linjira operator, sa man kan integrera varje term for sig.

a)

Inses latt.
b)
— [(E-2+ L) e=mpiratatprommps Lol vo

c)

1 2
/(ﬁ—i— ﬁ) dx:/(x1/2+x_l/2)da::2a:3/2/3—|—2x1/2+C’:§$\/5+2\/5+C.

d)
x3 2 4xi/3

2/3 _ 1
/LM dxz/(3”+5:c—7/3)dx=—2i e

e)

Kvadraten &r pa hela ndmnaren, vilket ger 1:_—13: +C
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f)

Kvadraten ar bara pa x, sa vi far —arctanz + C.

12.5

Aterigen #r det bara att kompensera for den inre derivatan, vilket gor att dven dessa
deluppgifter inses litt. P4 h) dr e(*+t1) = ee??,

12.6
Nej.

12.7

Losning finns redan.

12.8

Man skulle kunna gora variabelbytet i huvudet, och bara se den inre derivatan, men for
att vara tydlig kommer jag, atminstone pa denna uppgift, att explicit gora variabelbytet.

a)
= i 1, 1
2 2
T, d = :2 f t _— = — t = — z .
/e x dz dt xdx /e 5 =3¢ =3¢
xdx = dt/2
b)

Exakt samma variabelbyte som i a) ger

/let dt = let = 1e”“g.
6 6 6

c)

t=22 — dt =2xdzx —

/cosx2~2x dz:/cost dt = sint = sin z2.

d)
Detta ir halva funktionen i ¢), alltsa blir en primitiv

1.
*SIHCCZ.

2
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e)

Med t = 23 = dt = 32°dz = x%dx = dt/3 far vi att

dt 1 1
/acgcosa:3 dr = /cost 3 = gsint = gsinxg.

f)

Samma variabelbyte som ovan ger

dt -1 1
/J;2Sina:3 dr = /sint 3= — cost = —gcosa:3.

3
g)
t—l
1 1 = 1
/—Qcosfdxz x :/—costdt:—sint:—sinf.
T x 1 x
dt = ——de
X
h)
t=x>+5 1 1
2x(2* +5)° do = :/}%ﬁ:fﬁzf >+5)%
/‘ﬂx ) do [ﬁzme ot =@ o)
12.9

a)

Losning finns redan.

b)

t =sinz 1 1
/cosxsin3x dr = :/t3 dt = ~t* = Zsin 2.
dt = cos xzdx 4 4

. [ t=sinz | 1, 1.,
cosrsinx dxr = = [ tdt=-t*= —sin“zx,
dt = coszdx 2 2

. t =cosz 1, 1 9
cosrsinx dxr = . = | —tdt=—=t*=——=cos”z,
dt = —sinzdx 2 2

1 1
/cosxsinx dx:/isin%c dr = —ZCOSQ$.

d)

1 t=sinx 1 1 1
/cosac.2 dr = :/—2dt:_7:__ .
sin” x dt = cos xdx t t sin x
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e)

Losning finns redan.

f)

Samma som e).

g)

i t =cosx -1
/smaz dx = ) :/—dt:—ln\t|:—ln\cosx|.
Ccos T dt = —sin xzdx t

h)

sin &
cos T

Samma som g), eftersom tana =

12.10
a)
t=a"+1 1
/ ! <2z dr = v z/fdt:1n|t|:
x? 41 dt = 2xdx t
=lnjz*+1|=[2"+1>0] =In(z* + 1).
b)

Samma som a).

c)
Integranden &r halva den i b).
d)
322 t=a3+1 1 )
———dr = = [ —dt=Inlt| =z +1].
/56‘34-1 ! [dt:3x2dx /f g | |
e)

Integranden &r en tredjedel av den i d).

£)

z t=e" 11 1
/de: o :/fdtzln\ﬂ:
e? +1 dt = e*dx t

=Inle®+1|=["+1>0]=In(e”+1).
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g)
Foet b= e 1
/idm: ~ - Z/*dtzln\ﬂ:
et e T dt:(e"L—e_L)dx P
=Mme" +e 7 =[e"+e " >0 =In(e" +e %),
h)
/6 +1 dz/<e+1) dx:\/<1+67:1:) dr — ¢ — e~ .
e’ ex er
12.11

I samtliga deluppgifter kommer variabelbytet t = lnx = dt = %dax att anvéndas.

a)
Yooy [ La_ Ll s
/x(lnx) da:—/t dt—gt —3(1113:).

b)
L _ e Lge
/m(ln:c) da:—/tdt— 2t —2(11158) .

c)

Samma som a).

d)

Samma som b).

e)

1 . .

/fsm(lnx) dx:/smt dt = —cost = —cos (Inz).

x

f)
/l ! d:c:/ldt:ln|t|:ln|ln:z:|.
r Inx t

g)

Samma som f).

h)

Samma som e).
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12.12
a)
t = a2 1
=/ f d:/'Qd: :/f"tdtz
fx) /f(m) z rsinz® dx &t = 20di 25111
_ 1 I
7—§cost+C’— 2cossL’ + C,
1 1
f(0)=0 = 0=—§+C = C=§ =
1
_— f(x):i(l—cosx).
b)
1 t = arctanx
_ / d — d — =
f(@) /f(x) v /(1—|—x2)arctanx v dt:dix
1422
:/%dtzln\t|+C:1n|arctanx|+C’,
lim f(z) =0 = lim (ln|arctanx\+0):lnz+C:O — O=-Inhl —
x—00 x—00 2 2
= f(x)zln|arctanx\—1ng.
12.13

Losning finns redan, dock anser jag att variabelbytet t = e® + 5 &r béttre, men det &r en
marginell skillnad.

12.14
a)
Se 12.11 f)/g) och ligg till en integrationskonstant.

b)

t= ) )
/sina:cosf‘l/3 x dr = c.osgc = /—t’4/3 dt = §t*1/3 = 3cos V3 1.
dt = —sinxdx 4

12.15

Om man anvénder sin repertoar av kdnda derivator kan man ofta se en kedjeregelsderivata
bland integranderna, vilket motiverar ett lampligt variabelbyte.

a)

Losning finns redan.
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b)
1 b=V
/—Sinﬁdm: dx :/QSintdt=—2005t+C:—2cos\/5—|—C.
NG dt = ——
2Vx
c)
t="T22+5 @t L9 )
/x\/m? 5dr = | dt = l4zds /\f —ﬁgt\/ﬂczi(?xzm)?’/%a
xdr = dt/14
d)
x t=2"+5 1
R I —— dt=Vt+C=+v22+5+C.
/\/x2+5 [dt—2xdm /Qﬁ Vit S
e)
Se facit.
12.16

a)

Lo6sning finns redan.

b)
t=ax+1 = z=t—1
/:cx/x—kldx: v v :/(t—l)\/%dt:/(t\/i—ﬁ) dt =
dt = dx
_ 252 23 _2 5/2 2 3/2
=t St C =@t s+ +C
c)
/ x e — t=2x+5 = x=(t—05)/2 _1/t—5dt
NorE A dz = dt /2 i) v
_ 1 _3 _ 1255 5 _1 8/2_ 9 _
—4/(\/5 ﬁ) dt = ot 42\/i+0_6(2x+5) SV2+5+C =
2¢ 5 5
:<6 i 2)\/2374— +C = (a:—5)\/2m+ +C.
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d)
/@dm:/mdw:/;ﬁ)ﬁm:
:gln|x2/3+1|+c:[$2/3+1>0]:gln(x2/3+1)+(],
12.17

Om man glommer bort partialintegrationsformeln kan man enkelt hirleda den genom
att utga fran produktregeln:

(fa) = f'g+ fd > fo' =(fa) — 'g = / fo de = / ((fg) - f'g) dz =
— /fg/dx:/(fg)/d:ﬂf/f’gd:v:fgf/f’gdx.

Déar vi har funnit formeln
[ 1o do=so~ [ rga

Principen f6r hur/nér man vill anvéinda partialintegration kan variera lite. Om man har
ett polynom ganger nagot ar det lampligt att derivera bort polynomet, men om man
har en invers funktion (Inx eller arctan z till exempel) dr det lampligt att derivera den
inversa funktionen, eftersom man da far ett rationellt uttryck.

a)

Losning finns redan.
b)
/:ce*”” de = —xe ™™ — / —l-e®dr=—-ze*—e"+C=—(x+1e*+C.
2 2 1 2 2
/\/Elnw dx = gxx/flnx —/gx\/f Zdx = gxx/flnx —/5\/5 dx =
x
2 4
= gmﬁlnx — 535\/5—1— C.
d)

1
arctanz dr = [ 1-arctanz dz = zarctanz — | x- —— do = [12.10 ¢)] =
1+ 22

1
= zarctanx — 3 In (14 2%) +C.
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e)

Losning finns redan.

f)

Pa denna uppgift kan man vélja den primitiva funktionen till 1 limpligt for att underlétta
sitt arbete, det géller ju att [ 1 dz =z + C, sa om vi véljer C pa ett bra sitt kommer
integralen som &r kvar att underléttas.

/ln(x—i—l) dgc:/l-ln(x—i—l) dm:(x—i—l)ln(x—i—l)—/(m—i—l)- de =

z+1
z(x—|—1)ln($—|—1)—/1 de=(z+1)ln(z+1)—z+C.

Hér valde vi C' = 1, om man istéllet, som man kanske instinktivt vill géra, viiljer C = 0
behéver man utfora polynomdivision.

g)
1
/(lnx)2 dr = z(Inz)? —/x-Qﬂ dr = z(Inz)? —/21n:1c dx =
T

1
=2(lnz)? -2 <1’1H£L’—/£L’~> =z(lnz)? —2zInz + 2z + C.
x

h)
/xQSinx dm:—xQCosx—/—%ccosx dr = —x2005$+2xsinx—/2sinx dr =

= —2%cosx + 2xsinz + 2cosx + C = (2 — 2%) cosx + 2z sinz + C.

12.18
a)

Losning finns redan.

b)

Det spelar ingen roll vilken av funktionerna vi véljer att integrera, och vilken vi véljer

att derivera. Jag kommer integrera e?®.

1 1
I:/e%sini’)x dr = §e2lsin3x—/§e2$3cos3m dr =
_ 1 2T _: 3 1 2x 1 2T . .
= ;e sin 3z 5 <26 cos 3z /26 (—3sin 3z) d:c) =

1 3 9 1 3 9
= 562”3 sin 3z — Eeh cos 3T — 1 / e?*3sin 3z dx = 562”3 sin 3z — Eeh cos 3T — 11 -

13 1 3
= ZI = 562:6 sin 3w — Zezm cos3r —>

e2x

_ 2 2 _: 3 2x _ .
=>I—1—36 sin 3z 3¢ cos3z+C = 13(251n3x 3cos3z) + C.
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12.19

b)

/z\/x T de = %x(z+1)3/2 7/1 . %(IH)W do = %x(z+1)3/2 _ %(x+1)5/2+0.
c)

12.20

t= = z =1t
/eﬁdm: v v :/Qtetdt:%et—/Qetdt:2tet—2et+C=
dxr = 2tdt
=2t —1) 4+ C =2V (VT — 1)+ C.

12.21

a)

1 t=a? 1
/xgsinsc2 dac:/fx2-2xsina:2 dr = * z/ftsintdtz
2 dt = 2zdx 2

1 1 1 1 1
= —itcost—/—§ -1-1cost dt = —itcost—i— §sint+C = §(sinx2 — 22 cosx?) + C.

b)
t=e"
/e In(1+¢€®) de= [dt:exdx] :/ln(1+t) dt = [12.17 )] =
=1+t)ln(1+¢t)—t+C=(1+€")In(1+e")—e"+C.
12.22

Om nagra av dessa uppgifter med rationella uttryck kraver polynomdivision kommer jag
att skippa sjalva utrikningen och direkt skriva upp vad polynomdivisionen ger. Om man
vill se polynomdivision kan man titta pa andra kapitel.

a)

Polynomdivision ger att

z2 44 5
=rz+1+ ——
r—1 z—1

och

5 x?
x4+ 1+ dr=—+z+5Injx—1|+C.
rz—1 2
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b)

Polynomdivision ger att

3 2 _
z° + 5x° + 2x 1:x2+2m—4+ 11 ’
x+3 z+3
och
9 11 x3 9
420 -4+ ——) de=—+2z"—4x+11lnjz + 3|+ C.
z+3 3
12.23
a)

Faktorisering av ndmnaren och partialbraksuppdelning ger att

1 1 _ A B _
2—4 (z2-2(x+2) -2 z+2

— 1=A@x+2)+Be-2)=(A+ Bz +2A-B) 1 =

)
1: 20A—B) =1,
=
x: A+ B =0

/m21—4 dx:/(xlg - x14/r42> du =

1 1 1 xr — 2
4n\m | 4n|z+ |+ C 4nx 5

=

e

b)
Vi faktoriserar aterigen ndmnaren och ansétter en partialbraksuppdelning.

2 e _ z+ 13 _ A B
¢ —4dr—5=(x+1)(x 5):>a:2—4x—5_x—5+x+1

= z+13=Az+1)+B(z-5)=(A+B)z+(A-5B)- 1 =
1: A—5B =13, A—5B =13, A=3,
z: A+B =1 6B =—12 B=-2

r+13 3 2
— — =31 — 5| —21 1 .
:/x274x75dx /<x5 :1:+1) dex =3In|z —5|—2n|z+ 1|+ C

c)

x =1 ar en rot till polynomet i nimnaren. Polynomdivision av ndmnaren med faktorn

r—1ger att 2 — 622 +11x—6 = (z—1)(22 —52+6) = (x—1)(z —2)(z — 3). Téljaren har

ingen av dessa tre faktorer, vilket betyder att vi nu kan ansétta en partialbraksuppdelning:
S5x2 — 7o + 13 A B C

= —t
3 — 622+ 11x —6 $—1+x—2+x—3
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— 522 T +13=A(x - 2)(x—3)+ Bz —1)(z —3)+C(z — 1)(z —2) =
= A(z? =524+ 6) + B(z? — 42 +3) + C(2? =32+ 2) =
=(A+B+C)2® — (5A+4B+30)z + (6A+3B+2C)-1 =

1: 6A+3B+2C =13, —-3B—-4C =13-6-5,
= d{z: -54A—-4B-3C =-7, = {—-B-2C =7-5-5, =
22 A+ B+C =5 A+B+C =5
-2C =17-3-18, A=11/2,
= < B+2C =18, = < B=-19, S
A+B+C =5 C =37/2

/ 522 — Tx + 13 d / 11 19 n 37 d
:> €Tr = — €Xr =
a3 — 622+ 11z —6 2x—-1) x—2 2(xz—23)
11 37
:?ln\x—ﬂ—191n|x—2|—|—?1n|x—3|—|—0.

12.24

Jag kommer att skippa sjdlva 16sningen av ekvationssystemet som uppstar vid partial-
braksuppdelning, eftersom det &ar jobbigt att skriva upp, men jag kommer fortfarande
att skriva det ekvationssystem som man far. Om det &r viildigt enkelt att 16sa, som i a)
nedan, kommer jag nog skriva l6sningen.

a)

Eftersom vi har en upprepad faktor i nimnaren ansétter vi en partialbraksuppdelning

pa foljande form:
; — é + B + ¢ _—
r(x—32 =z -3 (r—3)2
— 1=A(x -3+ Bx(x —3) +Cx = A(z? — 62+ 9) + B(z* — 3z) + Cz =

= (A4 B)2* + (—64A -3B+C)z + 94 =

1: 9A=1 — A=1/9, A=1/9,
= (z: 6A-3B+C =0, = (B=-1/9, =
2?2 A4B=0 = B=-1/9 C=1/3
1 1 1 1
:/x(m—S)Q v /<9x 9($—3)+3(Jz—3)2> o
1 1 1 1 z 3
= “lnfz|— |z —3|- ——— +C =~ (1 LA Y6}
gl =g lnfe =3[ = 55 + 9(“ m—3’ x—3)+

b)
Aterigen har vi en dubbelrot i nimnaren, sé
3r+11 A n B
(x+2)2 z+4+2 (z+2)?
= 3r+11=Ax+2)+B = A=3 = B=11-24A=5 =

3x+ 11 3 5 5
e —— dr = dr = 31 2l — —— +C.
[ o= (et gap) @=mles 2 ig
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c)
Igen har vi upprepade rotter, alltsa ansétter vi

1 A B C D E

S o\a — T —
x2(x —3)3 x+x2+x—1+(x—1)2+(x—1)3

= 1= Azx(x —1)>+ Bz — 3)> + C2*(x — 1)* + Da?*(z — 1) + E2® =
= A(2* =32° + 322 —2) + B(2® —=32° + 32— 1) + C(2* —22° + 2?) + D(2® — 2*) + E2* =
= (A+C)z* +(-3A+B—-2C+D)2*+(3A-3B+C—D+E)x*+(-A+3B)z—B-1 —

1: -B =1, A=-3,
z: —A+3B =0, B=-1,
— (2?2: 34A-3B+C—-D+E =0, = .. = (C=3, =
22: -3A+B—-20+D =0, D =-2
i A4+ C =0, E=1
:/édx—/ —§—i+ LA 2 + ! dx =
2(z—3)3 x 22 x—1 (x—1)2 (z—-1)3 B
1 2 1
= -31 — 1 -1 — .
3n|x|+x+3n|x |+x—1 2(w—1)2+0
d)
Samma princip ytterligare en gang ger att
1 1 A B c
= ==+ - —

w+202+z  2(z+1)2 z z+1  (z+1)2

= 1=A@*+22+1)+B@*+2)+Cr=(A+B)2* + 2A+B+C)z+A-1 =

1: A -1, A=1,
= qz2: 244+B+C =0, = {(B=- =
z2: A+ B =0 C=—
:>/ E ! dr =
x3+2x2+z x :c+1 (x+1)2 T
1
=z -Injz+ 1|+ —+C.
r+1

12.25
a)

Standardintgral: arctan x + C.

b)

Kompensera fér den inre derivatan 2, vilket ger % arctan 2z + C.
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c)

Kompensera for den inre derivatan 1/3, vilket ger 3arctan § + C.
12.26

a)

42% = (22)? = samma som 12.25 b).

b)

2?/9 = (z/3)> = samma som 12.25 c).

c)
1 4

m dr = 211 dz = 2 arctan 2z + C.
d)

/ Ly / Y9 LT

———F drx = | 55— dx = s arctan - i

249 22/9+ 1 3 3
12.27

Principen for nir man har andragradsfaktorer som inte gar att faktorisera ytterligare, ar
att kvadratkomplettera namnaren och sedan bryta ut sa att man far nagot pa formen
t2 + 1 i ndmnaren, for da vet man att en primitiv funktion &r arctant.

a)
/ ! d —/ ! dz = arctan (z — 1) + C
pop e R @17 11 x = arctan (x .

b)
/;d‘r—/;dw—amtan(x—i—%—l—C
2+4x+5 ) (x+2)2+1 7 '

c)

1 1 1/4
/x2—2x+5dm_/(x—1)2+4dx_/(x—1)2/4+1dx_

+C.

1/ 1 d L t x_l—i—C larctanx
=~ | ———— dr = - —— arctan —— = -
4 (17*1)24—1 41/2 2 2 2

Om man tycker det &r svart att se den primitiva funktionen, med inre derivata och
allting, direkt, kan man alltid gora ett variabelbyte ddr man sétter ¢ till det som &r inuti
parentesen. I detta fall hade man da fatt

-1 da 1 1 1/ 1
t= =Y o =
2 2 4/(90—)2“ * 2/t2+1
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vilket gor det lite ldttare att se. Jag kommer for det mesta inte att gora det variabelbytet,
men man kan ha i atanke att det dr mdojligt att gora sa for att underlétta for sig sjélv.

d)

1 1 1 1 1 T +2
/7372—%4554—6 dx—/(m+2)2+2 d;v—2/(m\;%2)2+1 dx_\ﬁarctani\/i +C.
12.28

Pa dessa uppgifter kan man antingen gora som i l6sningarna i boken, dér man kvadrat-
kompletterar och gor ett variabelbyte, vilket alltid fungerar - och &r vildigt algoritmiskt
- eller sa kan man addera 0 till tédljaren pa ett listigt séitt och sedan dela upp den i tva
brak, dar den ena har en konstant i tdljaren, vilket blir till nagon arctan grej, och den
andra har den derivatan av ndmnaren i téljaren, vilket ger logaritmen. Jag kommer
att gora pa det senare séittet for det ar roligt att addera 0 - det &r ju trots allt ett av
analysens dédliga vapen.

a)
Losning finns redan.
b)
/ z+1 dx—/ z+1 dx—/ r+2-1 do —
2?2+4z+5 ) (z+2)2+1 ) (@+2)2+1 7
T +2 1 3 2(x+2) 1
= — dr = = der =
(x4+2)2+1 (x+2)2+1 2?2+4x+5 (z+2)2%24+1
1
:§1n|1:2+4;1:+5|—arctan(:v+2)+0:[x2+4x+5>0]:
1
:§ln(x2+4a?+5)—arctan(x—i—Q)—i—C.
c)

Losning finns redan.

d)
z+1 rz+1 r+2-1
/x2+4x—|—6 “ /(:c+2)2+2 “ /(a:+2)2+2 “

x4 2 1 1 ) 1 x4 2
= - de=-In|(x +2)*+ 2| — —= arctan —— + C =
/((w+2)2+2 (m+2)2+2> 2 I ) | V2 V2

1 1 x4+ 2
=[(z+22%4+2=2>+32+6>0]==1In (2% +4x + 6) — — arctan —— + C.
(@+2) =3I )~ g aretan *

12.29

Losning finns redan.
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12.30

Nér man har ett andragradspolynom som inte gar att faktorisera mer i ndmnaren, och
man Onskar vilja gora en partialbraksuppdelning, ansitter man ett linjart polynom i
téljaren (det ska ha en grad ldgre &n nimnaren).

a)
2 _Aa:+B+ c N
(x24+1)(z—1) 22+1  z-—1

— 2=(Az+B)(z-1)+C@*+1)=(A+C)2* +(-A+ B2+ (-B+0)-1 =

1: —B+C =2, A=-1,
= qx: —“A+B=0, == (B=-1, ==
z2: A+C =0 c=2

= /w%—ndw:/(‘ﬂ%:) =

2 x 1
= — — dx =
r—1 x2241 2241

1
=2In|zx — 1] —§ln(x2—|—1)—arctanx+c.

b)
2t —1= (22 -1)(2®>+1) = (z — 1)(z + 1)(2% + 1), och alltsi ansitter vi

L _ A, B CaiD
-1 -1 z+1 2 41

= 1=Ax+1)(*+1)+Bx—1)(2> +1) + (Cz+ D)(2* — 1) =
=A@+ +2+ 1)+ B -2+ - 1)+ 0@ —2) +D(@*-1) =
=(A+B+C)2*+(A-B+D)2*+(A+B-C)z+(A-B-D)-1 =

1: A-B—-D=1, A=1/4,
z: A+ B-C=0, B =-1/4,
=
z2: A—B+ D=0, C =0,
22 A+ B+C=0 D=-1/2
1 - 1/4 1/4 1/2 B
- /x‘*—ldx/(w—lx—i—lﬁ—i—l) do =
1 r—1

1
~3 arctanz + C.

r+1

1 1 1
:iln|x—1|—zln|x+1|—§arctanx+C:11n
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c)

50® + 1222 + 120 +10  52° + 122> 4122 +10 Az + B

C D
=

(22 +4)(z2+22+1) (22 +4)(z+1)2

Cox24+4 1l (x4 1)2

— 523+ 1222+ 122 +10 = (Az + B)(2? + 20+ 1) + C(z + 1)(2® +4) + D(2* +4) =
=A® +22° 4 2) + B@® + 22+ 1)+ C(a® + 2% + 4o +4) + D(2* +4) =
=(A+0)2* 4+ (2A+B+C+ D)a®> + (A+2B +4C)z + (B+4C +4D) -1 =

1: B+4C +4D

z: A+2B+4C
22: 2A+B+C+D
23 A+C

=

/ 5a3 + 1222 + 122 + 10
(22 +4) (22 + 22+ 1)

S

4z 2 1

= 10,
=12,
=12,
=5

A =4,

B =2,

C=1,

D=1
4x+ 2 1 1

z2 4+ 4

d =
x+1+ (:c+1)2> .

1
= d =
/<x2+4+m2+4+x+1+(9€+1)2> *

Az 1/2

1 1

:i/<ﬂ+4+

(x/2)2+1

r+1

) o

1
:21n(x2+4)—|—arctang—|—1n|1:+1|—7+C’.

12.31
a)

Polynomdivision:
25 +1
xt + a3 + 22

=z—1+

z+1

22 +1
xt 4 23 + 22’

behandlar det rationella uttrycket for sig och bérjar med att anséitta

_ 22 +1
22z x4+ 1)

2+ 1
4+ 23 4 22

A B
z x2 x22+zx4+1

Cx+ D

— 2’ +1=A*+ 2 +2)+ B@x? + o +1)+C2® + D2? =
=(A+C)2*+(A+B+D)2*+(A+B)x+B-1 =

1: B =1,
N r: A+ B =0,
z?: A+ B+D =1,
3 A+C =0

8
+
—

2
— 7d = —_—
/x4+x3+x2 : /( "

A=—1,
B=1,

— —
C=1,
D=1

1 z+1

_ T ) de=
a:2+a:2+a:—|—1> v

1 +5+3
:—ln|x|——+/7x 22 gy =
x 2 +ax+1
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il 1+/ 1 2041, 1)2 .
= — 1n —_ = — —
. x 222 +2x4+1 a224+2+1 .

1

1 1 1
:—1H‘$|—*+*1H|$2+$+1‘+*/ﬁdl‘:
1 1 14 1
:—ln|x\—7+71n(x2+m+1)+77/x7dm:

r 2 23 ) (32 +1
1 1 23 2 1
:—ln|x|—;+§ln(x2+m+1)+§§arctan gi/—g +C.

Alltsa far vi att

/ 523 + 1222 + 12z + 10
(22 +4)(x2+22+1)

x? 1 1 1 2x + 1
=" —z—Inlz|—- =+ -In(=®+z+1) + — arctan +C.
b)
x2+8x+47x2+4x+8+4x747 rz—1
22 +4x+8 22 4+ 4z + 8 o 22+ 4z +78’

hir har vi en niimnare som inte gar att faktorisera, men den ér redan pa ritt form (linjért
delat pa kvadratiskt), alltsa kan vi bérja integrera direkt. Jag kommer integrerar det
rationella uttrycket forst.

rz—1 _ r+2—-3 _ T+ 2 3 _
22+404+8 224448 x244x+8 x2+4xr+8

_1 2z+4 3. 1 2w+4 3/4
S 222 +de+8 (242?244 222 +4e+8 (R 41

:>/ z—ld_/l2x+4 31 .
Zrdrvs )2 rarys a(=2p 1) T

T +2

+C =

1 3-2
:§1n|x2+4x+8|fTarctan

z—1
= /(1+4x2+4x—|—8) dx =

2
+C.

:x+2ln(:c2+4:c+8)76arctanx+

c)
Polynomdivision ger att
3 +4 T+ 4
B R (P N
24z z(x+1)
och vi ansitter darfor
r+4 A B

—_ = — 4+ — A 1)+ Bxr=(A+B A
@) x+m—|—1:> (x+1)+Bx=(A+B)z+A =

258



Markus Bolinder

A=4, A=4,
— —
A+B=1 B=-3

344 4 3
2/3?—1— d:c:/ r—14—— dr =
24z rz x+1

2
%fx+4ln\x|f3ln|x+l|+(7.

12.32
a)

For omskrivning av sinz (och cos ), se uppgift 8.66.

x T
t:tan§ - §:arctant —> x = 2arctant. O

b)

Losning finns redan.

12.33
Med t = tan § far man att sinxz%och dgc:H%dt-
a)
1 1 2 2
/2+sinx ! /2+1i§21+t2 /2+2t2+2
1 4 1
1 3 2t+1
/(t+2)2+4 3. (F)+1
4 2% +1 2 2tan § +1
= 76 arctan + + C = —= arctan (zm2—|—> +C.
32 V3 V3 V3
b)
1 12\% 9 22+ 1
/,3 dx:/ + 7dt=/¥dt=
sin® x 2t 1+ 4t?
1 2 1 21 1
I t+-+—= ) dt=—+=-In|t| - — =
= Dt B - gt + O = § (S — ot ) + Sl tan ]+ C
= 3 5 B 8(tan%)2 8 2 2 2 2 .
12.34
a)

Losning finns redan.
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b)
/sin2m dx:/Qsinxcosx dx:/Zsinx do —
cos3x cos3 x cos? x
t =cosz -2 2 2
= =] —dt==-+C= +C.
ldt =— sinxdm] / 12 t cos T
c)

Med t =sinz = dt = cosx dx far vi integralen

1 1 1+t—-t 1 1 1 1
dt: = = - — — - — dt
t+ 12 t+12 7 t(1+t)  t 1+t t 1+t

=Inlt|-In|l+¢t|+C=In|sinz| —In|l +sinz|+ C.

d)

Samma variabelbyte som i c¢) ger

1 1
9 g, 10 _ .10
/t dt = —1015 +C 10 sin™ z + C.

tan® x + tan x B tanx(tan?z + 1)
tan®z + 3tan?z + 2tanz + 6  tan®z + 3tan?z + 2tanz + 6’

vilket betyder att med variabelbytet ¢ = tanz = dt = (1 + tan®z)dr kommer

integranden att forenklas till
t

3 +3t2 +2t+6
t = —3 &r en faktor till 3 + 3t2 + 2t + 6, och med polynomdivision far man att
3+ 3t + 2t + 6 = (t + 2)(t* + 3), vilket motiverar partialbraksuppdelningen

t _At+B+ C
B+32+2t4+6 242  t+3

= t=(At+B)(t+3)+C{t*+2) = (A+O)* + (3A+ B)t + (3B+20) -1 =

3B+ C =0, A=3/11,
= (3A+B=1, = (B=11/2 =
A+C=0 C=-3/11

:»/—t dt—/ B2 3 ) =
B34+32+2t+6 11(t2+2) 11(t+3) B

_i/ 3t N 2 3 gt —
11 24+2 242 t+3 o

t

V2

1 /3
= — (2 In (2 4 2) + V2 arctan

1 =
o 3n|t+3|>+0
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_ L

2 t
55 (31n(t2—|—2)—31n|t+3|2)+£arctan—+C:

11 /2

3 tan® z + 2 V2 tan
= O TS V2 rctan L 4
22 M anz 432 11 Tt

f)

1 = =
/—. 3 5 dr = /79;20; L — dx 2/7035 L dx =
sin“x 4+ 2cos? x +2 tan®x + 2

cos? x

t=tanz 1 1/2
dt = dx/ cos” x 2 +2 (t/v/2)2 +1

1 t 1 t
arctan — + C' = —= arctan any +C.

1/V2 V2 V2 V2

1
)

12.35

a)

Losning finns redan.
b)

Losning finns redan.

)

Partialintegration ger att

I:/sin5xcosx dx:sin5xsinx7/5cos5xsinx dr =

:sin5xsinx+5cos5xcosm—/—25sin5xcosx dr =
=sinbzsinx + 5cosbrcosx + 251 —> —241 = sinbxsinz + 5cosdxcosx — 24C —>

1 5
— I = —ﬂsin&vsinx— ﬂcos5mcosx+0.

d)

2

1 1
cos2z = 2cos’x —1 = cos x:§+50052x -

1 1 1
E /costdx—/<2+2C032x> dx:g+isin2:r+0.
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e)

sin z cos? z = sin? (1 — sin® z) = sin® 2 — sin® z,

en primitiv till sin? z bestimdes i b)-uppgiften, och pa samma siitt kan vi skriva

€T 4 15e2% — 20 + 157727 — M7 4 ¢7107) =

’LG.L + 6—161 66i47; + e—i4z N 1561'27; + e—i21‘ @
2 2 64

1

64\
1

32

= f—c036x+£cos4xf §0052x+£ —
32 32 32 16

1 3 15 5
.. 6 _ - 9 - _
= /sm xdm—/( 3 cos 6z + 16(305433 —32cos2:r+ 16) dx

1 3 15 5
= f@sm61+ 6—4$1n4x— 6—481n2x+ 1—6m+C —

— /sin4 xcos?z dr = / (sin4 x — sin® z) dr =

1 1 3 1 3 15 5
= 5811149:— Zsm?:z:qL 81’— <192 sin 6x + 6—431n4z7 @81n2x+ mx) +C =

! 6 ! 4 ! 2z + : +C.
192snx 64smx 64smx 6%

£)

Eftersom sin 3z = Im(e3?), s kan vi skriva om integranden:

/62z sin 3z dx = Im /6(2+3i)z dr | =Im ;6(2%‘31‘)1 +C =
24+ 3

=Im (Me(2+3i)r> +C =1Im (213&.6(2‘*'3“1) +C=

22 + 32
e2w
= 1—31m ((2—3i)(cos3x 4+ isin3x)) + C =
e2:r
= ﬁlm ((2cos3x + 2isin 3z — 3icos 3z + 3sin3x)) + C =
6236
= Tg(?sin?)x —3cos3x) + C.
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12.36
t=vVr+1l = z=t>-1 = dz =2tdt —

1 14 ¢ 2t + 22

]__

4 ~

=—o—-1-4Vz + —41n|17\/x+1|+é:[—1+C*:C]:
=—z—4Vr+1—4ln|vz+1-1]+C.

12.37
x—1 1 1-(z+1)—(x—1)-1 dx
x+1 9 % (x4 1)2 x t(r +1)2
ztdt—dixz
BRCESE
3 fz—1 r—1\"?
- - — . :t3 — )
/(aH_l)2 x+1d$ /3ttdt +C (x+1) +C
12.38
a)
Gor sjalv.
b)

2 —1

t—rz=vVa2+1l = t?—22x+2’=2>41 = Az =t’-1 = z = 57

c)

2z x
t=z+Va2+l = dt=(14+4 ——= |de =1+ dx =
( 2\/12+1> ( t—x)

t— t t—
e dr = dr = gt —
t—x t—x t

= / dt=|t|+C=In(zx+ Va2 +

:>/¢x21T /t—

parentes eftersom z + vz2 +1 > 0.

12.39

Losning finns redan.
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12.40
a)
P4 +5=(2+2*+1 = t=204+2+/(z+22+1>0 =
2 t—x—2 2 t
—dt= (1 TS =TT dr —>
(x+2)2+1 t—x—2 t—x—2
t—x—2
ﬁdm:%dt

z/;da@:/ ! t_x_2dt:/1dt=
VrZ+4r+5 t—xz—2 t t
=lnjt|+C=In(x+2+ Va2+4z+5)+ C.

Om man vill kan man forst géra variabelbytet ¢ = x + 2 och sedan gora variabelbytet
s =t+Vt2+ 1, istillet for att géra bada variabelbytena samtidigt.

b)

Om man vill gora det svart for sig, kan man anvinda variabelbytet i 12.38, vilket ger att

21 2
x 5 t—2 t*—1 / 1 1 1
_— = = = 1—7 = — _— =
/ = dx /t—x ; dt / 57 dt 57 dt 2t+ o +C

1
=2<x—|— 24+ 1+

=—)+c
r+ Ve +1 ’
1 oz —Var+1l
T+ 1 22— (22 +1)

1 1
= —|(z+Va?+1l4 —rn——
2( x+\/x2+1>

1
:§(x+\/a:2+1—x—|— x2+1)+C’:\/ac2+1—|—C’.

Om man vill géra det enklare for sig kan man anvénda variabelbytet t = 22 4 1, varpa

man far integralen
1
—— dt,
/ 2/t

som kraver betydligt mindre arbete.

och

=—z+Val+1l =

+C=

c)
r+1  w+2-1 w2 1
Va2 +4dz+5 (@ +2)2+1  J(@+2)2+1 J(@+2)?2+1

z+1 dI:/< z+2 1 )dm
Va? +4z+5 VE+222+1 Sz +2)?2+1

=/@+2?2+1-In@+2+/(z+22+1)+C=

=V22+dz+5-—In(z+2+ Va2 +4z+5)+C.

Se kommentaren i slutet av b)-uppgiften och a)-uppgiften for att se hur integralerna
beréknades direkt.
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12.41
a)

Man kan antingen anvénda variabelbytet i 12.38, eller partialintegration. Partialintegra-
tion ger att

z? +1—1
1-va? dx = x\/x? / de = x\/2? + 1 / =1
/ \/7 \/7 \/7 x2
1 1
=zvVa+ —/(\/x2+1—> dx = x\/2? + —I—l—/idx
Vaz+1 Vaz+1
= 2[=zv’+1+h(z+V22+1)+2C =
1 1
:>I:§x x2+1+§ln(x+ z24+1)+C.

Man kan ocksd anviinda en trigonometrisk substitution, x = tant (eftersom tan®t + 1 =
sec?t), eller #ven en hyperbolisk substitution, z = sinht (cosh2t —sinh?*t =1 =
sinh?t 4 1 = cosh? ).
b)

x =sint = dx = costdt

vi antar dven att sinz, cosz > 0, vilket betyder att v/1 — 22 = /1 —sin®t = V/cos2t
cost =

1 1 t in 2¢
= /\/1—:102dm:/costcostdt:/(2+20052t> dtzi—i—snil +C,

sin2t = 2sintcost = 2sintv'1 —sin2t —

t Qt
— sm C’ffarcsm:L’Jr $\/1*I2+C

2
c)
2 2 r+1,
"+ 2r+3=(rx+1)"+2=2 +1],
(@ +1) (52 +1)
vilket betyder att, med varibelbytet t = 2= — da = /2dt kommer problemet att

V2
overga till det i a) (mojligtvis en konstant ganger det i a)).

/\/mclx:/ 2((“7;)2“) dx:\@/\/m\@dt:

=2 7t\/t2 142 ln (t+ Vit +

2 2
lx+1 rz+1 r+1 r+1 ~
=2 = — ) +1+4+1In + +1|4+C=
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1 1
:2(ag+1)\/x2+2x+3+1n<\/§(33+1+\/x2—|—2x—|—) +C
1 1 ~
:§(x+1)\/x2+2x+3+ln(x—|—l+\/x2+2m+3)—|—1 —2 +C =
[ln1+6’0]
= % = =
1
:§(x+1)\/x2+2x+3+ln(:c+1+\/:172+2:z:+3>+C

12.42
Partialbraksuppdelning:

222 + 6 A B Cx+D
(x —1)2(22 + 22 +5) To—1 * (x —1)2 +x2+2x+5
= 227+ 6=A(x —1)(@® +22+5) + B(x* + 22 +5) + (Cz + D)(2* =22+ 1) =
=A@ +2? +32-5) + B(@* + 20 +5) + C(z® =222 + 2) + D(2* =2z + 1) =
=(A+C)2*+ (A+B—-2C+ D)2’ + (3A+2B+C —2D)x + (—-5A+5B+ D)1 =

—5A+5B+ D =6, A=0,
3A+2B+C—-2D =0, B=1,
A+B-20+D =2, C =0,
A+C =0 D=1

- f(x):/(x—1)§i;+62x+5) dx:/((x—ll)2+x2+;x+5> de =

:/<($—11)2+(x+11)2+4> dx:/((x_ll)ﬁr(x;{;:l) dz =

1
=— —|—7arctanx+1—|—0,
r—1 2
och
T
1 =04+-=-+4C=0 = C=—- =
Jim f(z) +22+ 4
1
= f(x) = —— + - arctan vt T
1—=x 4
12.43
Vat+2—z (Vo2 +2—1x)?

V2 +2+z (V2424 2) (Va2 2 —x) -
22 + 2 — 22V22 4 2 + 22

_ _ 2
= PR Y =z°+1—-zV2?+2 =
= d —/<m2+1—x\/x2+2> dx =
/\/x2 2+
12 1
P _ __ 23/2 C_i (2 23/2 O
3+x 23(:104—) + g te 3(w+) +

Om man vill kan gora variabelbytet ¢t = 22 4+ 2 pa rottermen for att littare se vad den
primitiva funktionen &r.
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12.44
2?2 + 22 —3 = (v +3)(x — 1), vilket ger partialbraksuppdelningen

222 — 4z + 34 A B Cx+D

(22 + 2z 4+ 5)(x? + 22— 3) 7x—1+x+3+x2+2x+5

— 22?7 —4x+34 = A(x+3)(2® +22+5)+ B(x—1) (22 4+22+5)+(Cx+ D) (2* +22—3) =
= A(2® + 522 + 11z +15) + B(2® + 2® + 3z — 5) + C(2® + 20> — 32) + D(2® + 22— 3) =
= (A4+B+C)2*+(5A+B+2C+D)z*+(11A+3B—-3C+2D)z+(15A—-5B—3D)-1 —

15A — 5B — 3D = 34, A=1,
11A+3B—3C +2D = —4, B= -2,
5A+B+2C+D =2, C=1,
A+B+C =0 D=-3
1 2 x—3
d = — d =
- /f(x) v /(a:—l x+3+x2+2m+5) v
_ x—3 oz +1-4 r+1 _ B
22420 +5  22420+5 22+420+5 (v+1)2+4
B 20 + 2 B 1 B
C 20 +22+5)  (ZEh)2+1)

_/1_2+2x+2_ 1 de —
) \z—1 =z43 2=2+2z+5) (TH)2+1 N

1 1
:ln|x—1|—21n|x+3|+§ln(x2+2x+5)—Qarctanx;— .

12.45

Funktionen blir rationell om faktorn x — 1 férsvinner, eftersom da kommer man inte fa
nagon term av grad -1 vid partialbraksuppdelning. Om man inte har nagon sadan term
kommer den primitiva funktionen inte innehélla nagra logaritmer, utan bara rationella
uttryck. Alltsa vill vi vélja a och b sa att

a=c,

b= —c

ax+b:c(m—1):cx—c=>{ = a=-b.
12.46

Variabelbytet t = tan § = cosz = }jr—ttz och dz = H% (se uppgift 12.32), vilket ger
oss integralen

[ o= [ omerim = [ : dt= [ o it
4+5cosz 4+5;§§1+t2 ) A+4arr+5-52 ) 9—¢2 7

och
6 A B

9 — ¢2 _3—t+3+t

= 6=3(A+B)+(A-B)t =
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— A=B=1—

A+ B=2,
A-B=0

6 1 1
= [ —sdt=[s—+— ) dt=—W]3—t|+ |3+t +C=
/9—t2 /(3—t+3+t) nf3 =43+t +

t 34+ tan 2
—In 3i +C=In Jrtany
33—t 5

12.47

Partialintegration, dir vi integrerar 1 och deriverar arcsinz, ger att

t=1-2a°

dt = —2zdr = zdr = —dt/2 -

. . x
arcsinx der = zarcsinxg — | ——— dx =
V1—22

1
= xarcsinx + / Tx/f dt = zarcsinz + vt + C = zarcsinz + M—i— C.
12.48
Partialbraksuppdelning:
322 —x 42 A Bx+C

@A D@—1) z-1" 2+1

= 32?242 =A@’ +1)+(Bz+C)(x—1) = (A+B)2*+(—B+C)z+(A-C)-1 =

A-C =2, A =2
A+B=3 C=0
322 —x +2 2 T 1 9
————— dx = —— 4+ —— ) de=2Injz - 1|+ =1 1).
— /(x2+1)(a:—1) * /(m—1+x2+1> v=2fe =147l +1)
12.49
Polynomdivision ger att
225 + 2 2z 41
—_— =2 1
xt—1 v +:E4717

ochzt —1=(z-1)(z+1)(z*+1) =

20+1 A N B +Cw+D
-1 z—-1 z+1 22+1

— 2r+1=Alz+1)(*+ 1)+ Blx—-1)(z*+1) + (Cx+ D)(z* - 1) =
=A@+ +r+1)+B@@* -2 +2-1)+C@@* —2)+ D(@* - 1) =
=(A+B+C)2*+(A-B+D)2*+(A+B-C)x+(A-—B-D) -1 =
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A-B-D =1, A=3/4,

A+B-C =2, B =1/4,
— —

A-B+D =0, C=-1,

A+B+C =0 D=—1/2

54 g 4 14 —z—1/2
:»/de_/<2x+1+3/ PRV /)dz_

4 —1 z—1 x+1 2 4+1

1 1/2
:x2—|—x+iln|x—1+4ln|x+1|—/< A / )da;:

24+1  22+1

1 1 1
:x2+:17—|—%ln|x—1|—|—Zln|x—|—l|—Eln(xQ—l-l)—garctanz.

12.50
a)

Samma princip som i 12.47 ger att

1
/arctanx dnc:ac.eurctanﬂc—/L dr = rarctanx — — In (1 + 2?) 4 C.
1+ 22 2

b)
Variabelbytet 2 = 3sint = dx = 3costdt (vi antar ocksa att sint, cost > 0) ger att

3cost cost

1
S B L L T
/\/9—332 /\/g_gsmzt vcos? t

dt:tJrC’:arcsinngC.

12.51
a)

t=c¢e"
/emsinem dr = :/sintdt:—cost+C:—coseI+C’.
dt = e*dx

b)

Partialintegration:

1 1 1
/x(m+1)9 de = —x(z+1)*0—— / 1-(z+1)0 dr = I—Ox(aj—&-l)w—m(x—kl)u—ka

)

Partialintegration:

/ * dx:xtanx—/l-tanx dx =129 h)] = ztanz + In| cos x| + C.

cos? x
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d)
l1—tanz 1—322  cosg—sing  (sinz + cosz)’
1+tanz 14 2;‘;; " cosz+sinz  cosz+sinz
11—t
= /ﬂdx:1n|cosx+sinx|+0.
1+ tanz
e)
T
t = tan —
L, 2 12
T = _ = - =
sinz dw = 2dt/(1+17) 21+
sinz = 2t/(1 +t%)
1 T
= ;dt:1n|t|—|—C=1n|tan§|+C.
f)

Eulersubstitutionen, t — x = vz2 + 1 ger att

?2—-1 t 1 1 1 2 +1
z= _—:>dx_(+>dt_+dt

2t 2 2t 2 212 2t2
och 2 2 2 2
21 22 -2+1 241
Vel+l=t—x=t— = =
S N 2t 2t %
1 J 1 ?2+1 2 +1 t24+1 i t2+1dt
—dx = = = = .
t241 2 2 3 2 2
1+va?+1 1+ 54 2¢ 22+ 83+t t(t2+2t+1 t(t+1)
Partialbraksuppdelning ger att
2 +1 A B C

= — _— B e l—
SR TSR (ES)E

= PH1=At*+2t+ 1)+ Bt +t) +Ct = (A+B)t* + 2A+B+O)t+A-1 =

A =1, A=1,
= 2A+B+C =0, = (B=0, =
A+ B =1 C=-2

1 241 /(1 2 )
= | ——F———=dr = | —= dt = - ) dt=
/1+\/332+1 * /t(t+1)2 t (t+1)?

2 2
=Inlt|l+ —+C=Ih(z+vVa2+1)+ ——mmMm + C.
i t+1 ( ) z+1++vVz2+1
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Kapitel 13
13.1

Inses latt.

13.2

Inses latt.

13.3

2

2 3 2 3
e <e ¥ =1 :»/(He*x)dxg/(ul)dz:a O
0 0

13.4

(arcsinz)? > 0 pa det angivna integrationsintervallet (och pa hela sin definitionsmingd),
men svaret ar negativt, vilket dr orimligt.

13.5

Losning finns redan.

13.6

1
varje delintervall som vart & - alltsa &r & = % -dirk=1,2,3,...,n (dafar viatt &, =1

(vilket vi onskar)). Detta ger Riemannsumman

Intervalllingderna av partitionen dr A& = =+, och vi ska vilja den 6vre dndpunkten i

Ry=> f(&)AE=) &In(1+&)AL = ng(u ) %
k=1 k=1

k=1

och vid en griansdvergang (n — oco) 6vergar summan i integralen

1 1
/ f(z) de = / xIn (1 4+ x) dx = [partialintegration] =
0 0

1 1
1, 1, 1
=|=-2"In(1+ — = dr =
[2:10 n ( ac)}0 /0295 T,

1 —
—(fma-o —1/ slta)—(+o)+l,
2 2/, 1+

—2121/1 1+ do=
RN A 1+z) 7
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1

1 101
:51112—5 §x2_1'+1n‘1+1'|02
= 11 2 ! + L 11 2-0= !
I R R R
13.7
Losning finns redan.
13.8
Réta linjens ekvation ett antal ganger ger att
2t, 0<t<1, 2?4+ Cy, 0<z<1,
flt)=93—-t, 1<t<5, = S(x)=q3z— 322 +Cy, 1<a<5,
-2, 5<t<6 —2x + Cs, 5 <z <6.

S(0)=0 — C, =0,
5(1)21 - 3—%+Cg=1 = (o= —-—

S(B)=1 = -10+C3=1 = C3=11.
Med detta har vi funktionen

m2, 0<z<1,
S(z) = 33@—%3@2—%, 1<z <5,
11 - 2z, 5<x<6.

13.9

Integralen riknar arean under grafen - med tecken. Alltsa vill vi ha hela det positiva
bidraget, och inget av det negativa. Darfor viljer vi x = 3, dér funktionen gar fran att
vara positiv till att vara negativ.

13.10

Vi anvénder analysens huvudsats for att hitta derivatans nollstéllen.

d

— (/ e_tzsintdt> = " sing =0 = x=kr, k=0,1,2.
dz \ Jy

Man kontrollerar snabbt att & = 1 motsvarar ett maximum (eftersom da far man med
hela intervallet dér sint &r positiv). Alltsa &r z = .

13.11

Losning finns redan.
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13.12

Analysens huvudsats sidger att

g()
% ( / £t) dt) = f(g(x))g ().

d / AreUMT gint it sin (arcsin x) (arcsin )’ x
— - =——(arcsinz) = ———.
dz \ J; t arcsin V1 — 22 arcsinx

b)

c)

1
([ )
dx cos & dx 1

CcOos T

V1—t2 dt) = —\/1—cos? z(cosz)’ = sin® z.

d)
d sin x d sin x 0
= Vi—t2dt] == V12 dt+ Vi—t2adt| =
dx cos x dx 0 cos x
d sin x cos T
= — V1—12 dt — Vi—t2dt) =
dx 0 0
=11 —sin?z(sinz) — V1 — cos2 z(cos )’ = coszVcos? z + sinzVsin? z =
= [\/COSQZ‘ = |cosz| = cosz och Vsin?z = |sinz| =sinz, da 0 < z < g] =
=cos?z +sin’z = 1.
13.13
Lat - ) X
fo=1-a+ [ Ta — p@) =1+ <141 <o
1

da x > 1. Alltsa dr funktionen stringt avtagande nir z > 1, och f(1) = 1—1—|—f11 Si;‘t dt =
0. Ur detta foljer olikheten. O
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13.14

Jag borjar med att bestdmma en primitiv funktion. Partialbraksuppdelning av integran-

den:
r+1 x+1 A n B N
r2+52x+6 (z+2)(z+3) x+2 z+3

— 2+1=A4A@@+3)+B@x+2)=(A+B)z+B4+2B)-1 =

3A+2B =1, A=—1,
— —
A+B=1 B=2
1 1 2
= /Ldm:/ - + der=—Inlx+2|+2Injz+ 3| =
22451+ 6 z+2 x+3

1
z+1 1

32
:(—ln|1+2|+21n|1—|—3|)—(—ln|0—|—2|+21n|0+3|)=5ln2—31n3:lnﬁ.

13.15
a)

Losning finns redan.

b)

Medt=e* = dt=¢e%drochz: 0—-1 = t: 1 — e far man att
1 e
/e$1n(1+ez)dx:/ In(1+¢t)dt=[12170)]=[14+2z)In(1+2) —z]] =
0 1

=(l4+e)ln(l4+e)—e—2In2+1.

/e(ln:c)2 de = [12.17 g)] = [:c(lnx)2 —2zlnx + Qx]; =
1

=e-12-2-142—-04+0—-2=¢—2.

d)
/4
/0 Co;gm dz = [12.51 ¢)] = [z tanz + In| cos z[]5/* =
7r 1 . 1
= Z.1Jrln\ﬁ7071nl = Z751112.
13.16
a)

Losning finns redan.
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b)
1 2 2e”
= - = 2 t x\/ —
coshx er f e 7T (61)2 +1 ( arctan e )
1
d
/ a = [2 arctan BI]l_l — 2arctane — 2 arctanefl'
_1 coshzx
c)

Jag borjar med att bestimma en primitiv funktion. For att gora det, gor jag forst
variabelbytet t = #'/3 = 2z =t*> = da = 3t®dt. Sedan anvinds partialintegration

for att berdkna integralen som uppstar.

/Cos:z:l/3 dx:/3t2cost dt:3tQSint7/6tsintdt:

:3t251nt+6tcost—/6~1-costdt:3tQSint+6tcost—GSint:
= (3t* — 6)sint + 6t cost —
1 1
= / cosa/? dx = [(33@2/3 — 6) sinz!/® 4+ 621/3 cosxl/g}o =
0

=(3—-6)sinl+6cosl —0=6cosl—3sinl.

d)
/2 /2
/ e sin 2z dr = 2/ eMTsinxcost dr =
0 0
t=sinx = dt =cosxzdz v, o )
= =2 / te' dt = [partialintegration] =
z: 0—=>7/2 = t: 01 0
1
= [Qtet]é—Q/O 1t dt=2e—0—2[e!], =2 —2(e—1)=2.
13.17
a)

Variabelbytet t = arcsine = x =sinx = dx = costdt, dar
x: 0—=1/2 = t: 0— /6, omvandlar integralen enligt,

1/2 /6
/ (arcsinx)? dx = / t? cost dt.
0 0
Vi bestdmmer nu en primitiv funktion till denna, med hjilp av partialintegration.
/t2 cost dt = t*sint — /2tsint dt = t*sint + 2t cost — /QCost dt =

=t*sint + 2tcost — 2sint = (t* — 2)sint + 2t cost —>

/6 2
= / t?cost dt = [(t* — 2)sint—|—2tcost]g/6 == 14 T
0 72 3v3
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b)
t=¢e" = dt =e"dx
z: 001 = 1t: 1—>e

/1 dz _/1 evdzx B
0 6x+672z+2_ 0 62x+67x+26m -

_/e dt _/e t it
oy 2ttt ) 422241 T

Vi bestdmmer nu en primitiv funktion till denna integrand. Man kan enkelt kontrollera
att t = —1 dr en rot till ndmnaren, varpd polynomdivision ger att ¢3 + 2t2 + 1 =

(t+1) (2 +t—1) = (t+1)(t+5+ @) (t+3— %), detta motiverar partialbraksuppdelningen

t A, B cC
t3+2t2+1_t+1 t+%+§ t_;,_%_%

= t:A(t2+t—1)+B<t2+<3—\/5>t+1 \/5>+

-

2 2 2 2

2, (3, Y5 LA
+C<t+<2+2 tt o+ =

—A+(§—75)B+(§+75)C =0, A=1,
= A+(%—§>B+<g+75>(] —1, = {B==35  —
A+B+C =0 C = B4

¢ 1 —3\/05—5 3\/136—5
:‘/3726115:/ +— + dt =
V5 1 5
P+ 2t +1 t+1 t+s+2 t+i-¥

3vV5+5 1 V5| 3/5-5 1 V5
3v5 1 1 5 3v5 1 1 5
n|t+1] <10+2>nt+2+2+<10 5 n |t 5 5
35 1 V5 1 V5
=lnlt+1+ " lnlt+=— | —Inlt+ =+ =] —
n\+\+10 (n +2 5 n+2+2
1 1 V5 1 V5
—— 1 S+ 24 ] )
2(mt+2+2 +nt+2 2)
3v5. |t+i-¥| 1 5 1 5
=In|t+ 1|+ \[ln 2 2 | _Zn t+7+£ t_‘_,_i _
10 el V512 2 2 2 2
2 2

276



Markus Bolinder

3 20+1-5] 1.,
=Inlt+ 1|+ In ——In|t*+t-1|.
£+ 1] 25 [2t4+14 V5| 2 |
Alltsa &ar
¢ t
s dt =
/1t3+2t2+1
3 |2t+1-vB| 1 ’
= |lnlt+1]+ In — -l +t-1]| =
£+ 11 2V5 |2t +14+V5| 2 | |L
2e+1-— 1 -
=In(e+1)+ 5 In ct \/gffln(eerefl)fanf 5 n3 \/5
25 2e+1+V5 2 2v5  3+5
Kom ihag att ln% = —Inz (om man tycker att facit ser lite annorlunda ut).
c)
@—t n® = tan® z(tan z)’
cosvr N Tioszg o FUARL

Alltsa kommer integralen att forenklas betydligt med variabelbytet ¢ = tanz = dt =
dr/cos?z, dirz: 0 > m/4 = t: 0— 1.

/4 o 1
[ [t
o  Cos’x 0 4

13.18
a)

Jag borjar med att bestdimma en primitiv funktion. Partialintegration, dir jag integrerar
x/(1+ 22)? och deriverar Inx, ger

/ zlnzx d 1 1 / 1 ld
= — —— - In — _— . — =
Q12227 20427 ° 20+22) z

Inz n 1 / 1 d
=————+4+ - | —— dx.
2(1+22)  2) z(1+22)
For att berdkna den integral som aterstar tillimpas partialbraksuppdelning;:

14 Besc
r(1+22) =z 1422

= 1=A@*+1)+B2*+Ce=(A+B)2x* +Cex+ A1 =

A=1, A=1,
= (C =0, = < B=-1, ==
A+B=0 C=0
1 1 x 1
— —de= [ (== — ) dz=In|e| — = In (1 +2?
:>/af(1+x2) ! /(m 1+w2> v=Mhfz|=5m{+27) =

Inz 1 1 Inx

1 1
— M =T e - S In (1t 2
2(1+x2)+2/x(1+x2) TS T3 Tl g,
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vilket betyder att

2 2
1 1 1 1
/&d:c: 7L+fln|x|——ln(1+z2) =
L T 2 M

14+ 22)2 2(1 + «2) 1
1 1 1 1 13 1
=——In2+-In2—- -1 — ~In2=—1In2— -1Inb.
1On +2n 4n5+0 0+4n 2011 4n5
b)
7T/41_t
/0 ﬁ dx =[12.51 d)] =[In|sinz +cosm|]g/4 =
2 1
=In——-In(0+1)==1In2.
5 m(0+1) = ;
c)

Integranden skriker efter variabelbytet z = sint = t = arcsinx. Detta ger att
dx = costdt, och x : 0 - 1 = t: 0 — 7/2, vilket betyder att v1— 22 =

V1—sin’t = | cost| = cost pa intervallet. Inséttning i integralen ger

1 /2 /2
/ v/ 1 — 22 arcsinz dx:/ sintcost-t-costdt:/ tsintcos?t dt.
0 0 0

Denna integral kan bestdmmas med partialintegration, dér vi noterar att en primitiv till
sint cos?t Ar —% cos®t. Vi far dirfor att

1 1 1 1
/tsintcothdt: —gtcosgt—/—g-lcosgtdt: —gtcosgt—kg/cost(l—sith) dt =
s =sint 1 1 1 1 1
= =——tcos’t+ - [(1—5%)ds=—-tcos’t+ -5 — —s° =
[ds__costh 3o +'3t/k §7) ds = —gileostit ga = gs

Licos? t 4 Lsint — Lsint
= —<lCOos —SsSmi— — s t.
3 3 9

Med detta far vi att

/2 1 1 1 /2
/ tsintcos®t dt = |—=tcos®t + = sint — = sin® ¢ =
0 3 3 9 0
1 1 2
= _(4+-—_Z_0=2
Jr3 9 9
13.19
a)

Losning finns redan.
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b)

Isinz] sin x, 0<x<m,
sinz| =
—sinz, w<ax<2m.

En primitiv till e~* sin « fas med partialintegration (eller genom att skriva om pa komplex
form). Jag integrerar e~* och deriverar sinx.

I:/6*$sinx dx:fe*””sinxf/fe*‘”cosx dr =

=—¢ sinz —e Tcosx — /eﬂj sine de = —e” “(sinz + cosz) — [ =

—X

(&
I=—
— 2

(sinz + cosx).

Med detta far vi att

27 s 27
/ e lsinz| de = / e Tsinzx dx —/ e Flsinz| dx =
0 0 ™

=7 T o7 2
= [— (sinz + cos x)] - {—(Sinm + cos x)} =
2 0 2 ™

e e e 2 e ™ 1 1
=—(0-1)—(——=(0+1 - (0-1)=ce 2 e ™y
5 (0—1) ( 2(0+ ))+ (0+1) 5 (0—-1) 5¢ +e +2

13.20
a)

Losning finns redan.

b)
T 2dt
t=tan - = dt = ——
P 2 1+¢2
/ ﬂdx: x:O—>E:>t:O—>1 / 1+1t2t2 2dt
o l+cosz 2 0o 1+ 51+t
1—¢?
cosr = ——
14 1¢2

1 2 1 2 2
1—1 1—-1¢ 2—(1+1¢%)
:2/ dt:/ / + dt:
o A+2)1+2+1-1) o 1422 1+t2

1
2
:/ —s -1 dtz[?arctantft](l):zfl,
0 1+ t2 9
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c)
dt

t=tanx — x = arctant — dx =

7T/4 1 t3+t4
e / (tan3x+tan4x) dm:/ SRS dt.
0 o t*+1

For att bestdmma en primitiv till denna integrand utfors forst polynomdivision, vilket
ger att

B4t —t+1 t 1
=P 4+t—-1lt—0——=PFt -1l — =
241 + Jr752-1-1 + t2+1+t2+1
3+t ) t 1
= dt = tr+t—1———+— | dt =
/t2+1 /( * Pr1 el
14 1, 1 9
=-t°+ -t —t—-In(t*+1)+arctant =
3 2 2
143 4 1
°+t 14 1, 1 9 m 1 1
— —dt=|=t —t*—t——In(t 1 tant| = ——=-In2— —.
/0t2+1 [3 t5 2n( + 1) + arctan T 52—
13.21
a)

x4+ 3 x4+ 1+2 z+1 + 2
V2420 +10 V22422 +10 /z+1)2+10 /(z+1)2+9

Samma princip f6r som i 12.40 c) ger att en primitiv funktion till detta uttryck &r

Va2 +2x4+10+2In(z + 1+ 22 4 22 + 10).

Integralens viirde ges alltsa av
V32+4+2-3+10+2In(3+1++v32+2-34+10)—
- (\/(71)2 F2(—1) 41042 ((=1) + 1+ /(12 + 2(-1) + 10)) -

= V25 +2In(44v25) — (V94+2Inv9) =2+ 2In9 —2In3 =2+ 2In3.

b)

T : d
/ Sy o do = [12.34 a)] =
0o Vcos?2x+2cosz + 3

= {—ln(cosx—i—l—I— Vcos?z + 2cosz + 3)
0

2+6
=..=In2+v6)-Inv2=In 7% =In (V2 + V3).
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13.22
a)

Gor sjalv.

b)

Man ser direkt att svaret blir arctan X.

c)

Grénsvérdet &r m/2.

d)

Eftersom svaret i c)-uppgiften &r mindre dn o#indligheten (dndligt), sa &r integralen
konvergent.

13.23

Losning finns redan.

13.24

Egentligen ska man skriva upp dessa integraler som integraler till ett visst tal, sag X
eller €, och sedan ta ett gransvirde av det viirde man far fram. Alltsa pa samma sétt
som man gor i 13.22 och 13.25. Jag kommer dock att berdkna grénsvéirdena direkt med
oo i integralgrianserna, eftersom det gar mycket snabbare att skriva. Alltsa ska man ha i
atanke att det egentligen ar grinsvirden som beriknas och man bor vara mer rigoros
om man berdknar generaliserade integraler pa en tenta. Det svara i uppgifterna &ar dock
inte att skriva upp ett gransvirde, vilket motiverar varfor jag gor pa detta vis. Man kan
ocksa tycka att om integralen dr konvergent kommer man mérka att ens svar dr dndligt
nér man stoppar in granserna, och om den &r divergent kommer man ocksa mérka det,
sa ett griansvirde kan tyckas vara overflodigt, men man bor forhalla sig till hur den som
rattar ens tenta vill ha det.

a)

oo

/OO M 11n(1—|—962) 00— 0 =00 = divergent
= | = = — = Vi .
o 1+a2 2 . 8

b)

Partialintegration

oo o0
/ ze ¥ dxr = [—xe"”]go —/ —1-e¥de=0+ [—e_ﬂgo =—0—-(-1)=1
0 0
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Att den forsta utintegrerade biten blir 0 foljer av att exponentiella funktioner vixer
snabbare #&n polynom. Denna integral &r gammafunktionen utvarderad i z = 2.

I'(z2) :/ t*~te™t dt,
0

och for heltal n > 0 giller det att T'(n + 1) = n! - vi har alltsa beriiknat 1! pa ett onddigt
komplicerat sétt i denna deluppgift.

c)
Forst kan vi konstatera att lim,_, w = 0, eftersom polynom véxer snabbare 4n

logaritmer. For att berdkna integralen anvidnds partialintegration.

[0y, [—Wx_”f—/lm‘:v(zj—n =

:_0—(—11f11)—|—/1 mde/l mdx.

Partialbraksuppdelning

2 A B
r(2x—1) z  2x-1
A= -2,
= 2=A2x-1)+Bxr=(2A+B)z—-A-1 = B4 =
o0 2 = 9 <9 4
/1 T2z —1) dx_/l 22z — 1) dx_/l <_x+2ac—1) dv =

2 oo
[21n|x+21n|2x1|]§0[21n < } —2In2 - 2Inl1=2In2.

d)
Partialbraksuppdelning av integranden:
x A B Cx+ D
x4—1:x—1+x—|—1+ x2+1
—= r=A(x+1)(2* + 1)+ Bz —1)(@* +1) + (Cx + D)(z* - 1) =
=A@+t + 1)+ B@* -2+ - 1)+ 0@ —2) + D(@* - 1) =
=(A+B+C)2*+(A-B+D)2*+(A+B-C)x+(A-B-D) -1 =

1: A-B-D=0, A=1/4,
z: A+ B-C=1, B =1/4,
=
z2: A—-B+D =0, C=-1/2,
22 A+ B+C=0 D=0
B 1/4 1/4 x/2 B
:>/2 _/2 (w—1+m+1_:132+1) dv =

2 -1
x2+1

.-

1 1 1
:{41n|x—1|+4ln|x—1|—4ln(x2+1} {
1 22 -1 1 5
— 2w -m|Z—])=m?
4(n|| n22+1D iy
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13.25
a)

Gor sjalv.
b)

Man ser snabbt att integralen har virdet 2 — 24/e.

c)
2.

d)

Ja, eftersom svaret i ¢) < oo.

13.26

Losning finns redan.

13.27
a)
1
/ Inz de=[zrlnz -z, =In1-1-(0-0)=—
0
Den nedre grinsen ger ett standardgrénsvirde som har vérdet 0.

b)

B _x+1—(x—1)_1 L
(1:1)(9:+1)_2<x1 x+1>:>

:>/ 1/2 1 LY goe
zz—l o)y \a—1 zy1) ¥

Injz—1]—Inx+ 1]? =00 = divergent.

l\D\»—l

c)
Jag borjar forst med att bestimma en primitiv funktion. Variabelbytet t = /z =
dt = 2% ger integralen

arctan f
\/>

= /Qarctant dt = [12.50 a)] = 2tarctant — In (1 + ?) =

= 2y/xzarctan/z —In (1 + z) =

1
arctan 1/ T
———dzx = |2 t —In(1 =——In2.
; NG x = [2y/zarctan oz —In (1 + 2)] 5 —In
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d)

Detta &r en standardintegral:

/12\/% = [III(CU+\/CU2*1)]?:ln(2+\/§).

13.28

Losning finns redan.

13.29
a)

*  dx farct 1 T ( 7r)
= [arctanx = _(=Z) =~
1t a2 — T 9 2) ="

b)

Om vi tittar pa 13.27 b) kan vi gora foljande observation:

*  dx - 2 dx
1 .7(72—1_ 1 $2_17

och den mindre integralen var divergent, alltsé blir &ven denna divergent.

c)
Om man jamfor med, exempelvis, 12.50 b), ser man att en primitiv funktion &r % arcsin 2x,
alltsa blir

R
———— = |- arcsin 2z =—|l==(-=2)) ==
i Vl-dz2 |2 Ly 2\2 2 2

d)
Notera att )
1 1 1
I(l*I)ZI*I2*1*1+1‘*I2:*7 (:172) ,
vilket betyder att
1 B 1 B 2
1—z) 2 /1— 2z —1)2
Vall= i@y VIS
Detta motiverar variabelbytet t =22z — 1 — z = % = dx = %, ochz: 0—

1 — t: —1 — 1. Med detta blir

/ 1 _dr / 1 2 dt / b dt [arcsin t]l
— = = = Tr.
o Ve(l—2) Javi—t 2 J i Jyi-t2 -t
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13.30
a)

Losning finns redan.

b)

Losning finns redan.

c)

Losning finns redan.

d)

Integralen
/  dx
1 X

divergerar. Vi tittar dérfor pa gransvardet

1 . z+nz . l4+hna/z
T gim

T—00 T T—00 1

=1

Eftersom gréansvirdet dr dndligt divergerar integralen enligt sats. (Om vi hade haft 1/x
i ndmnaren och gréansvérdet hade blivit 0 hade vi inte kunnat uttala oss om huruvida
integralen konvergerar eller inte.)

13.31

Jag kommer lite halvslarvigt prata om vilken grad ndmnarna har, d&ven om det inte
handlar om polynom, men det &r ett bra tankesétt for man kan da jamfora det snabbt
med den harmoniska integralen/funktionen 1/z, och snabbt séiga om den konvergerar
eller divergerar. Nar man sedan har handviftat sig fram till ett svar kan man forsoka ta
sig dit lite mer rigorost.

a)

Néamnaren har typ grad 3/2, vilket far oss att tro att den konvergerar pa det givna
integrationsintervallet.

7dwé/ T de= [—] =2(=0 - (-1/v2)) = V2 < 0,
/2 3+ 1 s /23 VT, (-1/v2)
vilket betyder att integralen konvergerar enligt sats.

b)

Hér viixer ndmnaren asymptotiskt som /z, vilket dr langsammare &n x, och alltsa avtar
funktionen langsammare &n 1/x, vilket far oss att tro att integralen divergerar. Vi jamfor
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med en mindre integrand, 1/+/z, och ser vad som sker.

/2 — dx>/ 7da;_[ﬁ]g°_

Detta bekriftar vara misstankar, och vi kan séiga, enligt sats, att integralen divergerar.

c)

Denna har asymptotiskt samma grad som a)-uppgiften, men minustecknet gor att vi inte
kan jimfora den med samma funktion som i a) direkt. Dérfor tittar vi pa grinsvirdet av
kvoten mellan funktionerna istéllet.

1
Jo3—1 vV 1
lim mi_l Im —— = lim —— =1,
T—00 e T—00 — r—oo /1 — 1/5(}3

vilket betyder att integralen konvergerar enligt sats.

d)

Notera att vi har ett annat integrationsintervall, och pa detta intervallet, som inkluderar
0, ar det istéllet funktioner som har en nimnare vars term med ldgst grad har en grad,
som &r storre dn 1, som kommer divergera. For denna uppgift kommer funktionen bete
sig som 1/+/z, vilket har en grad som &r mindre dn 1 i ndmnaren, sa vi tror att den
konvergerar. Pa intervallet mellan 0 och 1 &r

1
—dx—2 z]d =2 < oo,
/0 \/l‘+£€5 / Vel

vilket betyder att integralen konvergerar, enligt sats.
e)
Om man kommer ihag hur man integrerar (specifikt uppgift 12.51 ¢)), vet man att

1
1 1
/ — dx = [ln\tanf\] = 00,
o Sinz 2o

vilket gor det ganska tydligt att integralen divergerar. Dock &r uppgiftens syfte att man
ska anvinda nagon jamforelsesats. Pa intervallet 0 till 1 &r sine < ¢z — - > 1

sine — z°
Alltsa &r integralen
b '
/ — dx > / — dz = o0,
o sinz 0o T

vilket, enligt sats, visar att integralen divergerar.

f)

t=z = z =1t

/widx I N .. —/det <
Ve rn | RV

z: 0200 = t: 0= 0
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2dt
S/ 7—\f<oo
0

Den sista likheten kan enkelt visas med flerdimensionell analyb men om man motséatter
sig sadant i endimensionell analys kan man séga att 2e~ ¢ < 2e7*, och sedan berikna
den integralen. Vi har iallafall visat att integralen &r konvergent.

13.32
a)

Losning finns redan.

b)
T <£_1
23+ Inz — 23

pa det angivna integrationsintervallet (Inz > 0, da x > 0). Detta betyder att

o0 001
/ deg/ La=1 o
1 23+ Inx 1 a2

_ﬁ’

13.33

Funktionen f(x) = ﬁ ar positiv och avtagande da x > 1, vilket betyder att foljande
olikhet géller:

f(x dac<Zf < f1 f(z
e -

I det aktuella problemet ar n = 400, vilket ger att

/nf(z)dx/4001dx 2/2]1%° = 2v/400 — 2v/1 = 38
1 L ovE T a o

Vidare &r f(1) =1 och f(400) = 5. Alltsa har vi att

35<—+38 Z—<1+38<4O O

13.34

Losning finns redan.

13.35
Inx

Vi tittar pa nér funktionen f(z) = 3 dr avtagande, kvotregeln ger:

l~a:2—lna:-2x_ 1—-2Inx

fl@) == 1

T 3
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Derivatan #r alltsa negativ da = > /e, och /e < V4 = 2. For att kunna anviinda
integraluppskattningen maste funktionen vara positiv och avtagande pa hela intervallet,
men da x = 1 dr funktionen vixande, alltsa maste vi manuellt ta ut den forsta termen.
Det giller att

- o In2 ®Ilnx
kz_;f(k)ﬁf(Z)—i—/z f(x)dx:T+/2 ?dx.

For att berdkna integralen borjar jag med variabelbytet: t = lnx = dt = %, x = el

ochz: 2—00 = t: In2 — oco. Alltsa ar

/2 2% g :/1 ~ dt = /1 te™t dt = [13.24 b)] = [~ (t + 1)e 1], =

n2 € n?2
In24+1
:_o_(_(1n2+1)e*1n2):%.
Sammanstallt har vi nu att
. Ink Inl > Ink In2 ®Inz In2 In2+1 2+3In2
S k2_+4+/2x2x4+2 4
k=1 k=2
13.36

Funktionen f(x) = z%m dr positiv och avtagande for x > 0, och lim,_,~ f(2) = 0, vilket

betyder att féljande olikheter géller:

f(n) + / o) dr < 30109 < 500)+ / f(@) dr = [n— 0] <>

[e%s} S 1 [e’s}
— o+/0 f(z) dzgkz_of(k)ga+/0 f(x) de.

Vi behover nu bara beridkna integralen for att visa uppskattningen.

> > 1 1 [ 1 1 z 1%
A f(x)d-r—/(; $2+ad$—5/0 (m)z_'_ldx—\/a{arctan\/a]o =

a

Inséttning ger direkt att

13.37

En trevlig sats siger att om f(z) dr positiv och avtagande pa ett intervall, exempelvis
[0, 00), géller fljande ekvivalens

Z f (k) konvergent < / f(x) dx konvergent.
k=0 0
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a)

Man kan snabbt kontrollera att f(z) = —— ir positiv och avtagande pa [2,00). Alltsa

zlnzx
ar serien konvergent om och endast om

/200 f(z) dx

dr konvergent. Vi berdknar dérfér integralen. Lat ¢t = lnx = dt = dxz/x och
x: 2—00 = t: In2 — oo, vilket ger

<1 <1
/ dx:/ —dz =[In|z|]ig, =00 =
2 1

zlnzx no &

— 1
== kz_z ok &r divergent.

b)

Om vi later f(z) = 8% = f/(z) = Z3A%, som #r vixande fram tills z = €%/ ~

1,95 < 2. Detta betyder att om vi tar ut den forsta termen fran serien (som #nda ér lika
med 0) kommer vi att kunna géra jamforelsen

. Ink * Inz

Z 13/2 konvergent <= /2 peyE) dx konvergent.
k=2

Exakt samma variabelbyte som i a) ger att

* Inz ot o0
——mz/ ﬁ:/tfmﬁ,
/2 x3/2 In2 (et)1/2 In2

och denna integral adr konvergent, vilket man enkelt ser genom att berédkna dess virde
med partialintegration. Alltsa dr serien konvergent.

13.38

Vi borjar med partialbraksuppdelning:

1 1 A B
2+3x+2 (z+1)(z+2) x+1 z+2

= 1=Az+2)+Bx+1)=(A+B)z+ (2A+B) -1 =
2A+ B =1, A=1,
——- ——
A+B=0 B=-1
:>/°°71 d /oo L L) e+ 1 I 2
= — = n — 1n =
1 224+3z+2 v 1 x+1 x+2 . * * !

_ [m

x+1
T+ 2

} zlnl—lng :lné.
1 3 2
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13.39

Vi behover visa att derivatan &r storre én 0 for > 1. Analysens huvudsats ger att

(Inz)? (Inz)3

f(z) = m(lnx)’ T o1

Det giiller att Inz > 0 for £ > 1 och dessutom ar x — 1 > 0, da « > 1, varpa vi &r
klara. O

13.40

sin 2z B 2sinx cosx - 2sinx cosx
3+2sinx —cos2x 3+ 2sinz+sinz—1 2+ 2sinz +sin’z’
detta motiverar variabelbytet ¢ = sine = dt = cosaxdx, och z: 0 — /2 = t:
0 — 1, vilket ger att

/2 sin 2 Loy ot +2-2
/ o= [ g [ oS
0o 3+ 2sinz —cos’z o t2+2t+2 o t2+2t+2

1
2t + 2 2 X
- - dt = [In (t? 4 2t + 2) — 2arctan (t + 1)] , =

/o <t2+2t+2 (t+1)2+1> [In (2 + 2t +2) — 2arctan (t + 1)] |

=Inb5—2arctan2 —In2 + g

13.41

Partialbraksuppdelning:

2 A . B +C’m—|—D

ri-1 -1 x+1 22+1
= 2 =Alz+ 12>+ 1)+ Bx—-1)(2*+1)+ (Cx+D)(2* - 1) =
=A@+ +r+ 1)+ B —2?+2-1)+C@* —2)+ D(@*—1) =

=(A+B+C)2*+(A-B+D)2*+(A+B-C)z+(A-B-D)-1 =

1: A-B—-D=0, A=1/4,

z: A+ B-C=0, B =-1/4,
—— ——

z2: A—-B+ D=1, C =0,

22 A+ B+C=0 D=1/2

e dw_/@(l/zx EYCI 1/2)dx:

vz rt—1 o Blz—1 z+4+1 2241

1 1 1 > 1 z—1 1 <
=|-lnlz—1]— =In|z + 1|+ - arctanz =|-ln|——| 4 s arctanz =
1 1 3-—1 1 3+1
=*1n1+z—fln\[ —z:fln\[—F +
4 1717341 6 4 3-1 12

V3+1  (V3+1)(V3+1) 3+2V3+1
Aol (B-DB+1)  3-1 =2+V3
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13.42

Jag kommer visa att den dr konvergent genom att berdkna dess virde, men om man vill
gora det med nagot test, sa dr det ldmpligt att titta pa virdet av kvoten med integranden
och 1/2%, d4 z — oco. Man bor da fa nagot dndligt tal, vilket visar att integralen #r
konvergent, eftersom f;o 1—12 dx dr konvergent. Partialbraksuppdelning:

20 —4 A +B$+C
e+ 1)(22+1) 224+1 2241

= 2r—4=A(x*+1)+ (B +C)22+1) =
=(A+2B)2* +(B+2C)z+ (A+C)- 1 =

A+ C = —4, A=—4,
= {B+20=2, = {B=2, =
A+2B=0 C =0,
20 — 4 & 4 2z
= do = _— dx =
/ Qe+ )@2+1) /2 ( 2m+1+x2+1> v
oo 372+1 o
=[—2m2z+1]+In|2+1|]]. = |In|————|| =
[ n2z + 1]+ 1njz® + |]2 {n 4x2+4:z:+1L

1 5 5
711117171% ln4+ln571n1.

13.43

/”/4 cosz t=sinz = dt =coszdx /1/\/5 dt
x = _
0 x 0

sin® P 0T/ = t: 0= 1/V2 3’

och denna vet vi dr divergent enligt sats (egentligen ska den 6vre grinsen vara 1 i satsen,
men det dr 0 som stéller till besvér).

13.44

Det géller att sinx > —1, vilket betyder att vi gora foljande jamforelse:

oo 2 M oo 1
/ Lm;: dz < / dx = [arctan z]|{° =
1 14z 1 1422

vilket visar att den ursprungliga integralen konvergerar.

0ol
e~

13.45

Analysens huvudsats ger att
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som dr 0 da x = 1. For att ta reda pa vilket virde som &r storst behover vi dels kontrollera

derivatans nollstélle, och dels randpunkterna (x = 0 och z = 2). For att gora detta

beréknar vi forst integralen. Partialbraksuppdelning
1—t¢ A Bt+C

— —
A1+ t+rl £+l

= 1-t=AF+ 1)+ (Bt+CO)(t+1) =

=(A+B)**+(B+O)t+(A+0)- 1 =
A+C=1, A=1,

— (B+C=-1, = (B=-1, —
A+B=0 C=0

= 7= [ = ) (- wr)

T

1
= {lnt+1—21n|t2+1] =
0

t+1 17 x+1
= |ln =ln ——,
2+ 11, 224 1

absolutbeloppet férsvann eftersom x € [0, 2]. Detta visar att

F(0) = 0 (man kunde sett detta direkt),

F(1)=Inv2=1m2~7/5,

3~
F(2)=In 2 ~6/5< 3In2.

Hérur ser vi att det storsta vardet ar %ln 2.

13.46

Variabelbytet t = sine = dt = cosadr, z: 0 = 7/2 = t: 0 — 1, ger integralen

/2 1
/ coszV1+sin’z do = / V1+t2dt =[12.41 a)] =
0 0

1 1 1
= 5leVa? + 1+ (+ x2+1)](1):—2+§1n(1+\/§).

N

13.47
Eftersom A(x) > 0 géller det att
Aw) = [ 100t — A() = ),

enligt analysens huvudsats, och
2z

f(z) = A'(x) = (arctan z?)’ = gt
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13.48

Partialintegration ger att

/(x—a)lnx d:U:(%:102—a:v)ln;zc—/(%aﬁ—aa@)-l dz =

T

2

1 1
= (ix —az)lnx — Za?Q +ar =

2

2
1 1
ﬁ/(z—a)lnxdzz{(x2—ax)1na:—x2+a4 =

1 3
:(2—2a)1n2—1+2a+1—a:2(1—a)ln2+a—1:O =

3-2In2 8ln2-3
1—2In2  8ln2—-4"

3
= (1—2ln2)a:1—21n2 = a=

13.49
a)
Variabelbytet ger att dv = —sintdt och att z: —1 -1 = ¢: 7 — 0, vilket ger att

1 0 T
/ V1—a? d;c:—/ sinty/1 — cos?t dt:/ sint|sint| dt =
—1 ™ 0

™

T 1 (" 1 1
= [sint >0, t € [0,7]] :/ sin®t dt = f/ (1 —cos2t)dt=— |t——sin2t| = T
) 2 /s 2 "7 2 .2

b)

Om man ritar grafen till funktionen ser man att det &r en 6vre halvcirkel, med radie 1,
vilket betyder att integralen kan tolkas som arean av halva enhetscirkeln. Det ger direkt
svaret.

13.50

Se facit.

13.51

Analysens huvudsats ger att f/(z) = Si%, vilket i sig ger att f"(x) = W

f()=0 = x=km k=2,3.
1 1 o . .
f"(2r) = — > 0 = minimi,
2

1
1" (3m) = —3- > 0 = maximi.
T
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13.52
=e P (Ine®+In(e™™+1)) =ze " +e "In(e”® +1).

/ 11(7—:6) dz :/ xe " da:—i—/ e Pln(e™+1) de.
0 € 0 0

=e¢ "In (ez(efz + 1)) =

Den forsta integralen &r samma som 13.24 b), och har vérdet 1. Den andra kan enkelt
bestdmmas genom att forst sittat =e ™ = dt=—e *dr,z: 0 200 = t: 1 —0.

fe%s) 0 1
/ =Tl (e~ +1) da::—/ I (t+1) dt:/ In(t+1) dt =
0 1 0

=[1217 )] =[(t+ ) In(t+ 1) =ty =2In2 - 1.
Alltsa &ar

/xe_’”dx—l—/ e *ln(e®4+1)dr=1+4+2In2—-1=2In2.
0 0

13.53

Funktionen f(x) = I (;r;) ar uppenbart positiv och avtagande for x > 1. Darfor géller
foljande olikhet:

DSk < f(1)+ /100 f(z) da.

k=1
f(1) =1n2 och

/oof( )d /OO ln(l-i-%) d t:l/x — dt:—dw/xz
x xTr = _ N x/) T = _
1 1 2 100 = t: 10

X xT

0
= 7/ In (1 +¢) dt = [se forra uppgiften] = 2In2 — 1.
1

Detta betyder att f(1) + [~ f(z) do =3In2 — 1 och dirmed &r
1

> In (14 1
}:fiéllggmz—L 0
k=1
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Kapitel 14
14.1

Losning finns redan.

14.2
a)

Vi beraknar forst var kurvorna skar varandra.

2 1
= = 2=4/14+22 = z= 3.
1+22 14+ 22 )

Den Gvre integrationsgrinsen dr alltsa z = /3. For att fa arean tar vi den dvre kurvan
och subtraherar den nedre, och integrerar det.

V3

& L V3 1t
_ B B . o
/0 <1+$2 1+a?2) dv = [Qamtaﬂx In(z + v +1)}0 3 In (V3 +2).

b)

Har har vi redan fatt integrationsgriinserna. Vi gor ocksa omskrivningen (med hjélp av
dubbla vinkeln for cosinus) 1 — cos?z = sin®z = £ — 1 cos 2z. Integralen vi vill beriikna
ar alltsa:

/2 11 z 11 m
sinx — | = — —cos2x = |—cosx — = + —sin2x =1-——.
0 2 2 2 4 o 4

14.3

27 2

Eftersom varje horisontellt plan skidr ut en kvadrat kan vi fa volymelementet som
dV = dAdx = (V4 — 22)?dx = (4 — 2?)dx. Den sékte volymen i deluppgifterna fas sedan
av att integrerar till den 6nskade héjden.

a)

Hér vill vi ha hela volymen, sa vi integrerar till x = 2.

2 2
V:/ dV:/ (4 —2?) de =8 —
0 0

w| oo
Il

|

=)

b)

Nu integrerar vi istéllet till z = 1, vilket ger volymen [4z — %1}3](1) =L m3

14.4

Losning finns redan.
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14.5

Losning finns redan.

14.6

Skivformeln ger att volymen fran rotationskroppen ér

1 1
V:ﬂ/ del‘:ﬂ'/ 28 dr =",
0 0 7

14.7

Om man roterar den 6vre halvcirkeln, med radie R, vars funktion ges av y = vV R2 — 2
kring z-axeln kommer den rotationskroppen som uppstar att vara ett klot. Medelpunkten
av klotet ar da i origo och att ett plan delar det i tva delar, pa avstandet a fran
medelpunkten, betyder att vi kan fa den ena volymen genom att integrera fran © = —R
till z = a. Den andra biten kan man antingen fa genom att integrera, eller genom att
subtrahera det forsta resultatet fran klotets totala volym. Volymen av den forsta biten
blir, med skivformeln,

a a 1 a
V1=7T/ dea?:ﬂ'/ (Rz—x2)dx:7r{R2x—x3] =
R -R 3 |_gr

1 . 1 . .
— 7 (aR? - 2a® + R® — R*) = 2 (2R® + 3aR* — @),
3 3 3
vilket betyder att den andra biten har volymen

s

3 (2R = 3aR* + ).

Vo = gwR?’ - g (2R? + 3aR* — a®)

14.8

Skivfomeln ger direkt att volymen &r

w/2 /2
7r/ e dac:w/ (sin? 2z + 4sinz cosz + 4 cos® ) dx =
0 0

7T/2 7|'/2 3 3
:71'/ (1 + 2sin 2z + 3 cos® z) da:zﬂ'/ <1+251n2x+2+2c0s2x> dx =
0 0

/2 (5 3 5 3 /2
=7r/ —+2sin2zx 4+ -cos2z | de =7 |-z —cos2z + —sin2z =
0 2 2 2 4

0
5 (57 + 8)
= —_— 2 -

I rdkningarna har dubbla vinkeln for sinus och cosinus, samt trigonometriska ettan
anvants.
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14.9

Eftersom z > 1 dr den 6vre integrationsgransen oo. Skivformeln ger

oo o0 1
V= 2 dx = - dx=
7T/1 Yy Xz ’/T/1 x(1+x2) Xz

1 (1+a2%)—z-z 1 x

- L(sz) YD) —x‘w} -

oo

< /1 1
=7r/ ST N de=n Injz| — =In[1+2%| =7|n
1 z 1422 2 1

1 T
=7n|lnl-In— | =—=1n2.
( ﬁ) 2

T

V1422

| -

14.10

Losning finns redan.

14.11

Vi léser ut y fran ekvationen till randen/ytan pa torusen och anvéinder sedan skalformeln.
(x—4)+y*P=4 = y=+4— (z —4)2.

Pa grund av symmetri ricker det med att titta pa den positiva roten och sedan multiplicera
den volym man erhaller med 2. x kan som minst vara 2, och som mest 6, vilket r vara
integrationsgrinser. Skalformeln ger nu (den yttre faktorn 2 dr f6r att kompensera for
symmetriargumentet)

6 6
V:2/ 27rxydx:47r/ x4 — (x—4)2 de =
2 2

T —4=2sint =— dx = 2costdt

_ |4—(z—4)?=4—4sin’t =4cos’t| _

s i
1 2=6 =1 —7 = —
. 2 2

/2

= 47r/ (44 2sint)V4cos?t 2cost dt = [|cost| = cost pa intervallet] =
—m/2

w/2 /2

cos®t dt + 327r/ sintcos® t dt =

/2
:327r/ (2 +sint) cos® ¢ dt:647r/
—7/2

—7/2 —m/2

/2 w/2 1 1
:647r/ COSQtdt—|-0=1287T/ (—l—cosZt) dt =
—m/2 0 2 2

1 w/2
= 64n {t + = sin Zt] = 3272
2 0
Att den ena integralen blev 0 beror pa att integranden var udda och intervallet symmet-
riskt kring 0. Det anvéindes ocksa att integralen 6ver ett symmetriskt intervall av en
jamn funktion adr 2 ganger integralen fran 0 till ena &ndpunkten.
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14.12

Massan ges av [ dm, och dm = p(x)dz = z*dz. Alltsa ir

2 1,]* 7
m:/la,jdx:{?)xg]lzgkg.

14.13

Samma princip som i férra uppgiften ger att

m—/dm—/pdx—/;ln(uz) de = [12.17 )] =

=[1+2)In(1+=)—2]2 =3In3 -2 ke.

14.14

Har giller det att dm = pdV = pdAdz. dA &r tvarsnittsytan, som har en radie som
Okar linjart med z. Den ska vara 0 da x = 0 och 1 da = = 2, vilket betyder att
r(z) = x/2 = dA = mr? = 7w2%/4. Masselementet ir alltsd dm = (10 — xz)ﬂédx.
Massan blir dérfor

2

2
s m 10 1 76T
= — 10—2 2d :——3——5 :71{'
m 4/0( x®)a® dx 4[396 e RalT g

14.15

Beteckna avstandet till ena dndpunkten med z, da dr avstandet till den andra L — x.
Detta betyder att p = kxz(L — x) och darmed &r dm = pdx = kx(L — x)dzx, vilket ger

massan
L

1
= kL3,

L
L 1

14.16

Cylinderformen betyder att tvéirsnittsarean #r konstant: dA = w42 = 167, och alltsa &r
dm = pdV = pdAdh = 167 1n (5 + H — h)dh, dir H = 20. Massan i en full silo blir da

20

m = / 167 1n (25 — h) dh = [partialintegration] =
0

-1

25— h
= 16m(—51n5 + 2510 25) — 167 - 20 = 167(45In 5 — 20) k.

dh =

=167 [(h — 25)In (25 — h)]2° — 167 /20(h —25)

14.17

Losning finns redan.
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14.18
Massan beriknades i 14.12 till 7/3 kg. Masselementet ér fortfarande dm = z%dz, alltsa
ar
o2, 31 1% 315 45

me — 54 ' d:774 =51 — 5qa°

v 7/3/1”“” “ 7{4”5}1 74928
14.19

76T

Om vi sneglar tillbaka pa 14.14 ser vi att massan ir 22 kg, och att dm = T (10— 22)z%dx.

™
i 15 4
Masscentrum ges da av

1

. 15 [10 , 1 4] 55
e 76w /15 '

2

7r

10— 2 de = 2 | a2
/014(0 x)x® dx 201 1 7% "6

14.20

Eftersom kroppen ér homogen &ar densitet konstant, p. Masselementet blir dm = pdV =
pdAdr = pry?dx = mpe®* dx. Vi borjar med att berikna den totala massan:

1/2 1 1/2 1
m = /dm = 7rp/ e?® dx =7p |:€2‘T:| = pr.
0 27, 2

For att berdikna masscentrum behéver vi en primitiv till ze??, vilket fas med partialin-
tegration.

1 1 1 1 1 1
2x _ T2 21, p2T 2T P R 2x
/xe dr = 23:6 /21 e“? dx 2xe /46 (2:10 4)6 .

Masscentrum ges nu av

1 /1/2 2x dr = 2 1 o 1 2x 12 _ 1
mpre’® dx = x e =—.
wple—1)/2 Jo e—1[\2 4 0 2(e—1)

14.21

Homogen ger konstant densitet p. Vi behGver masselementet for att berdkna tyngdpunk-

ten, och massan. Ur figuren ser vi att hela vinkeln #r 7/2, alltsa &r halva w/4 och det

betyder att koordinaterna fér den 6vre punkten dér den radiella linjen och cirkelbagen
R

skér varandra ges av R(cos 7,sin 7 ) = (%, ﬁ) Vi kan dela upp kurvan i tva delar,

R
y = €L, nggﬁa
VRZ — 22 %<x§R.

Masselementet ges aterigen av densiteten ganger volymelementet: dm = pdV = pmy?.
Detta betyder att massan ges av

R/V2 R
m:/dm:pw(/ x2dw+/ (RZ—mQ)dx>:
0 R/V2
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R/V2 R 3
= p7 {1x3] + [1R2x2 - 1x3] =..= pw@ (1 — 1> .
31, 2 3 lr/va 3 V2

For att berikna tyngdpunkten kommer vi ocksa att behdva berdkna tva separata
integraler, vilket jag tdnker gora forst.

R/V?2 4
/ z® de = &
0

16’

R R 4

1 1 R
/ z(R* —2%) dx = [R2x2 - x4] =—.
R/V2 4

Masscentrum ges nu av

14.22

Vi borjar med att uttrycka radien som en funktion av héjden. Vid hoéjden x = 0 &r
radien r och vid x = h &r radien 0. Alltsa &r 7(z) = r — ;2. Konen &r cirkulér sa
tvérsnittsarean dA = 77#2. Konen #r homogen, s& densitet &r konstant p. Masselementet
blir dm = pdV = pdAdx = pr(r — Fx)?dz. Vi behdver inte berfikna massan med en

integral eftersom vi vet vad volymen av en cirkuldr kon. Massan m = pV = %Z)h Detta
betyder att vi kan ge oss pa masscentrumberikningen

1 1 g ro 32 " 2 5,14

14.23

Héar kan vi direkt konstatera, om densiteten &r konstant p, att massan ar m = p% =
2’%}33. Vid héjden x har tvirsnittsytan formen av en cirkel med radie v R%Z — x2. Detta
ger att dm = pdV = pdAdz = pr(vVR% — 22)%dx = pr(R? — 2?)dx. Tyngdpunkten ges

nu av
x —1/$dm—3/Rx (R* — 2?) dx =
" m - 2p7mR3 J, e B

3 {1R2 1$4]R 3R

ToRs |2t T
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14.24

Symmetri ger att tryckcentrums z-koordinat ligger pa y-axeln. Med tipsets inforda
beteckningar ska vi berékna den totala tryckkraften

R
2
F = /dF = / pgy - 24/ R2 — y? dy = pg {—3(}32 - 92)3/2}
0
och tryckkraftens angreppspunkt

1 3 R 3 [
ythf/de / y-pgy-2vR2—y2dy=ﬁ/ Y VR —y? dy =
0 0

- 2pgR3

R
:@pﬁ
0 3

y= Rsint = dy = Rcostdt /2
=|y: 0=>R=t: 0—>7/2 | = 3/ R%sin?t - Rcost- Rcost dt =
0

R3
v/ R? —y?2 = Rcost

/2 /2 /2
:3R/ SinthOS2tdt:%/ sin? 2t dt:ﬁ/ (1 —cosdt) dt =
0 4 Jo 8 Jo

1
3R [t 1 sin 4¢

/2 _ 3nR
8

0 16

14.25

Har ar ocksa tryckcentrums z-koordinat pa y-axeln av symmetriskél. Loser vi ut z ur
den givna far vi att

2
_ z 2_ 2(Y _ h_Y

Analogt till foregaende uppgift far vi att dF' = pgy dA = pgy - 2a/1 — §. 2 kompenserar
for att vi bara integrerar den positiva roten. Tryckkraften ges alltsa av

h 0
Yy t=1-y/h = dy=—hdt /
F= 2a4/1-= = = —2pgh h—ht)avtdt =
/Opgy a N [ o0 h 150 Py 1( Yav/t

2 2 Loog
= 2pgah? | Zt3/2 — Z45/2| = = pgah? N.
pga [3 5 |, 1™

Tryckcentrum ges av

1 1 h Yy
== [ydn=—3>— pgy - 2a4]1— = dy =
Yte F/y m Spgahg/w/o Y- pgy - 2a 5 W

[= samma variabelbyte som ovan| =

0 1
:_%/ (h—ht)%/idt:% (Vt = 2tVt +12Vt) dt =
1 0

1
15h [th/z -~ %t5/2 + 3;/2} _ %h.

T4 3 5 o 7
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14.26

Losning finns redan.

14.27

Man kan antingen kénna igen dessa parametriseringar som cirklar, eller sa kan man
anvinda formlen for kurvlingd:

r= [ V@ (0)2dt.

0

a)
Se b), med r = 1.

b)

2'(t))? + (v'(t))? = r2, vilket betyder att man integrerar en konstant, si man far direkt
att langden &r 27r, vilket dr cirkelns omkrets.

c)

Det ar cirklar med radien 1 och r.

14.28

Losning finns redan.

14.29

Vi anvénder formeln for lingden av en funktionskurva (y = f(z)):

1/2

L+ (f'(2))? da.

2z 42
fl@) == = @) =1+ 5= 55 =
122 +at 42?1422 +2t (1+22)?
=222 (=222 (-2

alltsa ar

1/2 1/2 14 22 1/2 )
v 1 dx*/ \/: Q:*/ 1_$2 dr =
1/2 9 1/2 (1 (1-
:/ (2—1> dm—/ ( +2) + x)_1> dr =

—/1/2 L + ! -1 dx:[—ln|1f:v|+ln\1+x|fx]1/2:1n3—7
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14.30

Man ser snabbt att det relevanta kurvstycket ligger mellan z = —1 och x = 1, vi anvinder
formeln for lingden av en funktionskurva (y = f(z) = f'(z) = 2z).

b= [ VIR TEP e [ Vivataen [ ViTit -
—1 —1 0

t=2r = dt=2dx 2
= :/ V1+t2dt =[12.41 a)] =
x 0

021 = t: 02

2
(t\/1+t2+1n(t+\/1+t2))] :\/5+%1n(2+\/5).
0

DN =

14.31

Losning finns redan.

14.32
a)

Léngden av kurvan ges av

B
| V@O e .
x =r(0)cosb, . ' =1'(0) cosf — r(f)sind,
y=r(0)sinf y =1'(0)sind + r(0) cos b
= (2/(0))* + (v/(0))* = (+' cos§ — rsinh)? + (r'sin 6 4 r cos §)* =
= (1")%cos? 0 — 2r'r cos O sin @ + 2 sin? @ + (r')? sin® O + 2r'rsinf cos O + 2 cos? § =

= ((r")?* 4+ 7*)(sin® 0 + cos® 0) = (+'(0))* + r(0)* =

B B
:,»/ @O+ 0)? d9:/ VO + 107 do. O

b)

I o6

r(0) =e % — 1/(h) = _66_ =

— (/O + () = e =

= L:/ ,/56—20/6 d@:‘/ﬁ/ e 0/ qo =
0 36 6 Jo

= V3T [~e /] T = VBT(0 - (1)) = VAT,

0
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14.33

Losning finns redan.

14.34

x = 20u3, . 2’ = 60u?, .
y=20(1—(1-u?)?>?) y = 60u(l —u®)/?)
— (@)% + () = 3600(u* + u>(1 — u?)) = 3600u>.

Strickan han cyklar ges nu av

1 1
L= / ()2 + (y')? du = 60/ w du = 30 km.
0 0

Vi kan fa tiden genom att integrera éver tiden (rimligen).

dt 3030 + s 1 1,1%° 1350 9
ti=[dt= [ —ds= ds=—130s+ 5| =——=-h
! / /ds § /0 600 600[ 8+28]0 600 4

14.35

Losning finns redan.

14.36

Formeln f6r rotationsarea (cosh ér jimn, och intervallet symmetriskt, sa det ricker med
att titta pa positiva  och dubbla arean):

1
A= 2/ onf(x)\/1+ (f'(z))? de = [(coshz) = sinhz och cosh?z —sinh®z = 1] =
0

1 1 1
= 47r/ coshzV 1+ sinh?z dx = 47r/ coshzVcosh? z dz = 47r/ cosh? z dz =
0 0 0
s, 1 1 ! 1. !
= |cosh®z = -+ —cosh2z| =27 | (1+cosh2z) dz =27 |z + —sinh2z| =
2 2 0 2 0
2 -2

=1+ =2 )=1

T) 2(€2+4—6_2).

14.37
A/OSQWf(m)de/OSQWQ\/E 1+<2\2/5>2d:c
:47r/03\/x(1+i)dx:47r/03\/mdx:
:M{g(mH)sQEZM(;S_g)Jf;.
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14.38
Vi parametriserar ellipsen:
2
2cost
TP =1 = ‘[C?S ©0<t<2m
2 y =sint

Rotationsarean kring z-axeln ges nu av

2 ™
A= /0 2|y ()| /(' (£))2 + (v (t))? dt = 47r/0 sint\/(f\@sint)2 +cos?t dt =

:477/ sinty/2(1 — cos2 t) + cos? t dt:47r/ sinty/2 — cos?t dt =
0

0

V2s = cost = V/2ds = — cost dt -1/v2
= = —4V2r V2 — 252 ds = [12.41 b)] =
t: 0= = s: 0= —1/V2 0

:477[5 1—82—|—arcsins}0 =47 O—i—i l—l—l—z =2 4+ 2r.
1B L2V T2y

Jag byter integrationsgréns nér jag tar bort absolutbeloppet eftersom funktionerna &r
periodiska och sinus dr positiv pa det nya intervallet (och framforallt for att kunna ta
bort absolutbeloppet).

14.39

Striackan ges av att integrera hastigheten Gver tiden:

1/4 1., 4.1 50
5= /v dt = / 1600(t — 4t?) dt = 1600 | =t* — ~t3| = = km.
0 2 31, 3

14.40

Hastigheten ges av att integrera accelerationen 6ver tiden:

3
v= /a dt = / 100 cost dt = 100[sint]3 = 100sin 3 m/s.
0

14.41

Energin som gar at ges av

24 12 12
Tt mt Tt
E= 1+ in—|) dt=2 1+7sin— | dt=2|t—12 — =
/0 ( 7| sin 13 |) /o ( 7 sin 12) { cos 12} .

=244 24 (—(—1) — (—1)) = 24 + 48 = 72 kWh.
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14.42

Arbetet ges av

W:/Fda:

a)

Kraften #r konstant, sa arbetet #r bara kraften ganger végen, vilket blir 2- (3 —1) =6
Nm.

b)

2 1
Wz/ kr dr = [ka] =2k =6 Nm.
0 2 0

L TN |
W = / kx de = {kxﬂ = ZkL>.
0 2 o 2

14.43

Strom representerar den laddning som passerar under en viss tid, alltsa &r laddningen
strommen ganger tiden (enheten for laddning &r Coulomb, C = As).

Q- / i(t) dt.

3
Q= / 2dt =4 C.
1
b)
0,01 6 0,01
Q:/ 6sinwt dt = [—coswt] =
0 w 0
6 6 3
w< cos (0,01w)) 1007r( cos ) T C
14.44

Losning finns redan.
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14.45

Vi borjar med att hitta skdrningspunkterna.

1 3 =
S o2 —3 — {7
z 2422 T =

Det &ar ganska tydligt att %% ligger 6ver den andra funktionen i intervallet (om man

skulle viilja motsatsen kommer man bara att fa minus svaret). Alltsa ska vi berdkna

/2 (3 1) d {3 arctan —— — 1 | ]2
— xr = | — ar n——1n|xr -
1 \2+2% V2 V2 1

3 1
= [ arctan v2 — arctan — | — In 2.

14.46

Den nedre begrinsande linjen ges av y = Ine® = 3, alltsa ska vi beréikna

4

/ (Inz —3)de=[zxlnz —m—Bx]zz =4et —det — 3e® 4 463 = €3

3

14.47
a)

Skivformeln ger att

b)

Kroppen ar homogen, sa dess densitet dr konstant p, vilket betyder att massan for
kroppen #r m = pV, och med skivformeln igen far vi att dm = pdV = pme®® dz.
Tyngdpunkten ges nu av

1 2 !
T = — /x dm = 7/ x - pre®® dx = [partialintegration] =
m pr(e2 —1) Jo

2 1 oot 2 11 !
= —— | |zze®®| — 1-—e¥de | =——— || zz—=)e*| =
e2—11\|2 o Jo 2 e2—1[\2 4 0

_ 2 (1, 1\ _ e+l
Ce2-1\4 4)  2(e2—-1)
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14.48

Formeln fran 14.42 c) ger att arbetet &r
1
W = -kL?
2 )
dir k = F/x = 250/0,05 = 5000 N/m, och L = 0,1 m. Inséttning ger att

1
W:§-5OOO-O,12:Q5Nm.

14.49

Arbetet ges av

o0 2
W:/F(ﬂc) dx:/ MO Gy = mgR? [—1}
R x

T

oo

-1
= 2 —) - — =
. =mgR < 0 7 ) mgR.

Kinetisk energi ges av
L o

Ep = §mv ,

och alltsa maste vi ha en hastighet som fordrar en kinetisk energi som &r lika stor som
mgR.

1
§mv2 =mgR — v =+/2¢9R.

14.50

Skivformeln ger att volymen &r

g 711 1 T 2
V:ﬂ/ sinzxdxzw/ — — —cos2x cla::z T — —sin2x :ﬂ-—.
0 0o \2 2 2 2 0 2

Om f(x) = sinzx dr arean

A= 271'/7T f@)/1+ (f'(x)? doe = 27r/ﬁsinx\/1+(3082:1: dzx =
0 0

t=—cosx = dt =sinzdr 1
] :271'/ V14+t2 de=[12.41 a)] =
-1

z: 0>m = t: -1—>1

- [t\/1+t2+ln(t+ V1 +t2)£1 = .. =7(2V2+2In(V2+1)).

14.51

k
pVit=k = p= 711 och k= 2000 1044

Arbetet ges av
10

10
k ok 1

- [5000 : 107/5V—2/5} .~ 15080 Ndm = 1598 Nmn.
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14.52

Laddningen kommer att rora sig fran avstandet a till avstandet 0, alltsa ska vi berikna

a+l a+l
B Qg , -1 _ 1 1 B at+l—a  Qql
F_/a kr2 dr—k‘Qq[r} _qu(a a—i—l)_qua(a—i-l) _ka(a—H)

a

14.53
x = bcos 3t + 3cost, 7/ = —3bsin 3t — 3sint,
. . , = (@) +(y) =
y = bsin3t + 3sint y' = 3bcos 3t + 3cost

= (—3bsin 3t — 3sint)? + (3bcos 3t + 3cost)? =
=9 (b2 sin? 3t + 2bsin 3t sint + sin’ ¢ + b2 cos? 3t + 2bcos 3t cos t + cos? t) =
= 9 (b?(sin® 3t + cos® 3t) + 2b(cos 3t cos t + sin 3t sint) + sin® t + cos’ t) =
=9 (b +2bcos(3t—t)+1) =[b=1]=9(2+2cos2t) = 18(1+2cos*t — 1) = 36 cos’ ¢.
Kurvléngden ges av

27 27 w/2
L= V()2 + (y)? dt = 6/ | cost| dt = 24/ cost dt = 24[sint]}/* = 24.
0 0

0

14.54

Sétt origo i mitten av kabeln. Den hiinger som en parabel, vilket betyder att den har
formen f(x) = az? + bx + ¢, eftersom origo #r i mitten dr bade b = 0 och ¢ = 0. Vidare
ska f(25) =10 = 625a = 10 => a = 13. Av symmetriskél &r lingden frén z = —25
till = 25 samma som tva ganger lingden fran z = 0 till x = 25. Vidare ar f/(x) = 14%3:,

vilket betyder att lingden &r

25 25 4 2
L:Q/ 1+(f’(x))2da::2/ 1+ (2] do=
; 0 125
4 125
t=—x = dor = —dt 4/5
125
_ 125 4 == V1+82 dt =[12.41 a)] =

T 025 = t: 0 < 0

125 45 125 (4 [41 T
_ 12 2 2 el O i il 2y ) =
: [t\/1+t —Hn(t—i—\/l—i—t)}o : (5\/25+1n(5+\/25)>

12 4 ++/41
= 5v4l + 75111% m.
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14.55
Av symmetriskél dr ypr = z; = 0.
(@2 4+ 422 = 42 — ) = 2t 42027 4yt = da? — 4P —
= y*+ (227 +4)y? + 2" — 422 =0 = [pg-formeln] =

— 2= 2?2 /(22 -2)2 -zt + 422 =

= Vot 422 42t + 422 — 22 —2=/822 +4— 22 — 2.

Eftersom kroppen ska rotera kring z-axeln ar det y? som &r av intresse, da dm = pdV =
pdAdx = pry*dx = pr(v/8x2 + 4 — 2% — 2)dz. Vi ser ocksa att i forsta kvadranten kan
x variera mellan 0 och 2, vilket blir vara integrationsgrianser. Massan ges av

2
m:/dm:pw/ (\/83@2—1—4—952—2) dz,
0

2 t=V2r = do=dt/V2 2v2
2/ V22241 dx = ! g / =2 V21 dt =
0 r: 0252 = t: 0—2V2 0
(1241 a)] = — [VEF T+ + VE T 1)}2\/27 =64+ —ln(3+27)
V2 0 V2 ’
2 1 1 2
822 4+ 4 — 2% —2) do = 6+1322—{32} =
pﬂ'/O( 2 + T )xmr( \/in(—i—\f) 3x—|—x0
1 2
p7r<ﬂln(3+2\/§)3>.

For att berdkna tyngdpunkten bérjar jag med att berdkna

2
/xdm:pw/ (x\/8x2+4—x3—2:1:) dr =
0

=pr ig(8:c2 +4)%/% - lx‘l —2? ’ = p7r(i(363/2 — 432 4 —4) = g,mr
163 4 o 24 37
Tyngdpunkten ges nu av

2pm _ 2v/2
n(3+2v3)—2) 3mB+2v2)-2v2

1
xT:—/xdm:
m p7T<

Det giller ocksa att 3 +2v2 = (vV2)2 +2v2+1 = (vV2+1)? = In(3+2V2) =
21n (v/2 + 1), vilket betyder att

2v2 B V2 B 2
3In(34+2v2)—2v2 3In(v2+1)—v2 3v2In(v2+1) -2

Detta ger slutligen tyngdpunkten

1
V2

2
(xr,yr, 21) = (Sﬁln(\@Jrl)Q’O’O)'

310



Markus Bolinder

14.56

Energin som kriavs ges av integralen

W:/(h—l—;l—i—x)gdm:[senedan]:/(g—f—x)gdm,

dm = pdV = pdAde =p-2r-lde =

d\? /1
= |r= <2> —x2, p=1000, d=1, h=0,1, och I = 3| = 6000 1—x2dx.

Arean #r som den ar eftersom det &r en cylinderformad tank. Radiens ekvation kidnns
igen fran cirklar. Att A inkluderas i energiintegralen dr fér att man behéver pumpa upp
den sista biten pa tanken ocksa, (om man uteldmnar h:et kommer man att fa fel svar
(det bor bli 375m/2 + 250¢, vilket inte dr det som star i facit), men uppgiften dr lite
flummigt formulerad). Nu aterstar det bara att berikna integralen

12 /g 1 1/2 1
W:/ 24z )-6000 f—x2gdx=12009/ (3+5x)y/ - —a® dv =
0 5 4 0 4
r=1/2 = dr=dt/2 ! 5t\ /1 t2
- = 600 3+ )2 - dt=
L::O%l/2:>t:0%1] g/o(+2) 11

= 1509/1(6 +5t)V/1— 2 dt = [12.41 b)] =
0

dar

2 aolt
= 1509 {3 (t\/l 82y arcsint) - %(1 - t2)3/2] = 295¢7 + 250g = 25¢(97 + 10) J.
0

14.57

Volymen per tidsenhet fis av V = [dV, dir dV = vdA = k(R*—r?)2nr dr = 2nk(R*r —
r3)dr. Det vi soker #r alltsa
B kRt

R
1 1
V:27Tk,‘/ (R%r — %) dr = 2wk |=R%r* — —pt| = .
0 2 4 ], 2

14.58

Om hastigheten dr omvéant proportionell mot snélagrets tjocklek kommer plogen, teore-
tiskt, ha oéndlig hastighet niir det inte finns nagon sno (alltsa precis innan det bérjar
snoa). Detta betyder att snéplogens hastighet kan skrivas som

_ k
T t—ty

v(t)

om tg &r tiden da snoén borjar falla. Lat vidare tg = 0, och ¢ har enheten h. Strickan som
snoplogen kor under forsta timmen kan da skrivas

tH1
/ v(t) dt,
t
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och under andra timmen

th2
/ v(t) dt,
t+1

dér t da ar tiden fran klockslaget nédr det borjade snoa, tills klockan &r 12.00. Den andra
strickan ska vara hélften sa lang som den forsta, alltsa &r

t+1 k _ t42 k B _ B
/ L 2/ " di = lff]]," = W], =
¢t t+1 T — 1o

= [t>0 = In(t+1)—-lnt=2(n(t+2)—In(t+1) =

t+1 t+2\°
—_— = — — (t+1)P=tt+2)? =
t (t—l—l) ( ) ( )

1 5

= ? 432+ 3+ 1= +4P + 4t = P+t —-1=0 = t:—i(t)g,

dér den negativa roten utesluts eftersom ¢ > 0. Vidare &r —% + % ~ 0,618 h =~ 37 min.
Alltsa borjade det snda 37 minuter innan klockan 12.00, vilket motsvarar klockan 11.23.

14.59

Pythagoras sats ger att a® + (g)2 =R? — a =+vR?2 - 9. Den &vre delen av klotet fis

av att rotera kurvan f(xz) = v R? — 22 kring y-axeln. Av symmetriskil kan vi fa hela
volymen genom att dubblera volymen for den 6vre delen av servettringen. Den volymen
fas av skalformeln, och vi integrerar fran a till R.

R

R R
V=2-27r/ zf(z) d$:47r/ 2V R? — 2?2 de =4rw [—;(32—302)3/2] =

VRZ=9
A7

_4r

3
Notera att svaret inte beror pa radien. Allmént géller det, om man skér bort en cylinder
med hojden h ur ett klot med radien R, sa kommer servettringens volym att vara ”Tha.
Sok pa "napkin ring problem” om du vill veta mer.

((R? — (R? — 9))3/2 — (R? — R?)%/2) = ZL(93/2 — 0) = 367 cm®.
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14.60
Lat f(z) =y=1-% = f'(z) = —=x.

a)

Léngden ges av

V2 V2
L:/O V14 (f'(x))? d:v:/o V1+a?de=[1241a)] =

1 1 V23
:[23: L+a2+ (e + 1+x2)} =\[2+21n(\f2+x/§).

0

b)

Skalformeln ger att volymen &r

V2 V2 JL‘S 1 1
V=27r/ xf(x)dxz?ﬂ'/ x— ") de=2r|z2?- -2 =n.
A o 2 2" 73

14.61

Ur uppgiftsbeskrvningen har vi att densiteten p = kz (x dr det vinkelrita avstandet till
y-axeln), och p =1 nir x =1 = k = 1. Masselementet blir dd dm = pdx = x dz. Om
vi nu kombinerar detta med kurvlingdsformeln far vi massan

4 4
m:/ \/1+(y’)2dm:/ vV 1+ 42? doe =
1 1

= |:8 *3(1 + 4.132)3 2:| ) = 712 (653 2_ 53 2) kg
14-62

a)
flx)=y=+vz = [f'(z) =1/(2y/x), varpa arean ges av

1 : 1 1 1 1
A:Zﬂ'/o f(x)\/1+(f(x))2dx:27r/0\/5 1+£dz:27r/0 \/I—de:z?:

0

6

43/2 43/2

4

b)

Vi &r intresserade av skalets tyngdpunkt, alltsa behéver vi dess massa, men eftersom det
dr homogent dr densiteten konstant p (godtycklig ytdensitet), och massan dr da m = pA.
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For att berdkna [ dm, slinger vi bara in ett p och ett x i formeln for rotationsarea
som vi anvéinde ovan.

[rtm=zn [Caifer Tarman [ (o022 for Lo
xm—pﬂoxx4x—p7rox44 T+ de=

5/2 3/27 1
B 2 1 12 1 ~ 5Bpr  prm

Tyngdpunkten blir da

5v5pm T
T+ T 25v/5 4+ 1

pr(5v5-1) C105vE—1)

xrr =

14.63

Skivformeln ger att volymen &r

oo 1/x 2 oo L2/ t=1 = dt = —d 2
V:w/ (e > da::ﬂ/ 62 dr = /@ o/ =
1 T 1z rz: 1200 = 1t: 1—=0

1

0 1
1
=—7r/ eztdtzﬂ'/ et dt =7 | ze* 21(62_1)_
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Kapitel 15
15.1

Losning finns redan.

15.2

1 1
vy =lnz = y(z) = % dx =[12.11 b)] = 5(11136)2 +C,

ochy(1) =2 = C =2. Alltsd ir y(z) = 2(Inz)? + 2.

15.3

Losning finns redan.

15.4

Alla dessa differentialekvationer &r linjéra och av forsta ordningen, vilket betyder att de
kan 16sas med integrerande faktor.

y' + f(z)y = g(r) = integrerande faktor u(x) = el 1) de —
= y'u() + f@)u)y = g(@)uz) = ()" = g(@)u(z).
a)
Se ¢), med k= —2.
b)
Se ¢), med k = 3.

c)
Integrerande faktor: p(z) = el —kdr — e~k notera att minustecknet foljer med till

integralen i den primitiva funktionen. Multiplikation med den integrerande faktorn
omvandlar vénsterledet till en derivata av en produkt:

(ye ™) =0-e =0 = ye " = C = y(z) = Ce".

d)

x

Integrerande faktor: p(x) = efwde —¢3 2, vilket ger ekvationen

(ye” 12 =0 = y(z) = Ce 2"

15.5

Aterigen kan dessa losas med integrerande faktor.
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a)
Samma som 15.4 a), vilket betyder att vi multiplicerar med funktionen u(z) = €%, vilket
ger

1 1
(ye?) =1-¢* = ye* = 2 + 0 = y(a) = 5 +Ce ™",

b)

Den integrerande faktorn p(z) = e=3% ger

1 1
(ye™3) =1.e73 — ye 3% = —ge*“ +0 = yl2)=—5+ Ce?.

c)
Integrerande faktor e/ 5@ dz — esin@ yilket  efter multiplikation, betyder att vi far
differentialekvationen

sin x — yesina: :4esinm+0 — y(.’ﬂ) :4+Cefsina:.

STV — 4 cos we

(ye
d)
Samma som 15.4 d), vilket betyder att u(z) = e®’/2 och vi far d4 DE:m

(yezz/z)’ —z.e8/2 = ye‘””z/2 =240 = ylx) =1+ Ce /2,

15.6

Losning finns redan.

15.7

Fortfarande ar dessa linjdra forsta ordningens differentialekvationer, vilket betyder att
de kan lsas med integrerande faktor. Man maste dock kontrollera att de &r skrivna pa
standardform forst (en 1:a framfor y').

a)

Integrerande faktor: pu(z) = e/ 2% 4 = ¢*” vilket omvandlar ekvationen till foljande:

2

z2\/ z? z?2 —x
(ye* ) =0-¢" =0 = ye¥ =C = y(x)=Ce™" .

b)

10 1
zy +10y=lnz = ¢ + —y= 22— p(z) = el & dv = 0z — ena'’
x x

=2 = 2% +102% =2 Inz = (2'%) =2Inr = 2% = /xg Inz dx =

1 1 1 1 1
= [partialintegration] = 1—03310 Inzx — / Exlo - dz = l—oxmlnx - 1—009610 +C =

1 1
= y(z) = 1—0111;10 ~ 100 +Cz™10,
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c)

y +cotwy = tan’z = pu(x) = el cotw dr — o[ G de — plnsine _ gy g —

. , . COosT . 9 . sinx .
= sinzy +sinr——y=sinztan®r =sinzr(—— - 1) = —— —sinz =

sinx cos?x cos? x

. , sinx . . sinx .
= (ysinz) = —— —sinz = ysinz = 5 —sinz | dr =
cos? x cos? x
1 1 cos T C
= +cosz+C = y(z)=— +——+—=
cosw sinzcosx sinx  sinz
1 C 2 C

=3 + cotx + — = — +cotr + —.
5 sin 2x sinx  sin2z sinx

2

15.8

Vi fortsiitter pa sparet med integrerande faktor.
a)
Y + 2%y =12 = p(z) = eJ 7 dr — o5’ —
= (e%xgy)' = 1%ei*’ = e%ﬁy =i 40 = ylx) =1+ C’eféxg,
begynnelsevillkoret y(0) = 2 ger att C' = 1, alltsa far vi

@) =1+e /3

b)
2\, / _ ’ € _ T _ fﬁdm_
A-2) tay=2 = Yy +1—my=1—m3 = u@)=e =77 =
_ 7lln(1fx2)_ In 1172_ 1
=e 2 =e = =
V1— 22
y Ty x

—t = s
V1 — 22 * (1—22)3/2 (1 —22)3/2
ur konstruktionen av den integrerande faktorn vet vi att W dr derivatan av ﬁ,
vilket betyder att vi inte behodver anstréinga oss for att integrera hogerledet.

i
Y _ z Y B 1 B —
(m) SO T e i O y(@) =1+Cv1-2a?,

begynnelsevillkoret y(0) = 3 ger att C' = 2, och alltsa &r

yl) =14 2v1—2a2
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c)
+x — 22y = (1l +2x7)arctanr — —i:arctanx -
(1+2%)y — 22y = (14 2%) arct e
N e —In(1+x?) _ In 15 1
:> e 1+= — — 14z f—
wlz)=e e e 52

Y 2xy __arctanw Y ! __arctanw
1+22 (14222 1422 1+22) 1422

for att integrera hogerledet ser vi att 1/(1 4 2?) &r derivatan av arctan z, vilket betyder
att vi enkelt kan gora variabelbytet i huvudet och se att

2
(arctanz)? + C(1 4 2?),

1
157 = i(arctana:)g +C = y(z) =

2

och att y(1) =2 ger att 2 = % +2C = C =1- %3, vilket ger oss
2

y(z) = %(1 + %) (arctan z)? + (1 — ;) (1+a2) =

= (1+2?) 1(arctannc)2 +1- 12
B 2 32)°
d)
1 1

Grez+2!  GrDEr2

(z+1D)(z+2y —y=1 = ¢ —

= u(zr) = o/ ~wEEE = [partialbraksuppdelning] = el ~(Fr—) dv =
_ o In(@t) i (242) _ oz _ r+2
z+1
T2, L S 5 T
z+17 (x+1)2  (z+1)2 z+1? C (w+1)2
z+1Y x+1+ y(@) r+2 x+72

varpa y(0) =2 = C = 5. Alltsa &r

(@) 5x+1 1 br + 4
T) = — = .
y r+2 x+2 T+ 2

15.9

Vi bestdmmer den integrerande faktorn for differentialekvationen.

Vitaty +y=Vita? = y+ e =1 =

Vita?
dx
= lt(ﬂlU)Zef\/1+7 = EHVITY) — 1422 =
1 2
= (z+ 1+x2)y’+%:x+ 1422 =
V X
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!/
= ((a:+ 1+x2)y) =z+V1+22 = (a+ 1+x2)y:/<m+ 1+x2) dx =

= [12.41 a)]:%(x2+x\/1+7x2+1n(x+ 1+x2))+0 =

1 _ T — 1+ 22 _l‘—\/l—I—l‘Q_m_x .
r+vV1i+22 (e +VI+aD)(z—V1+2?) 22— (1+2?)

r(x+vV1i+2?)+in(z+V1I+22)+C

— yle) = 2z + V1t 22)
:%Jr%(m—x)(ln(er 1+22)+0),

och y(0) =7 = C = 14, vilket betyder att

y(r) = 2y %(\/14-3:2 —z)(In(x + V1+22) + 14).

2

15.10

Att tillvéixten dr proportionell mot populationen betyder att derivatan kan skrivas som
en konstant ganger funktionen.

a)
Se facit.
b)
y(t) = 2000 = 1000e”" = 0,1t =In2 = t = 10In2.

15.11
a)

Se facit.

b)

At _ Mo

1 In2
m(t) = moe~ =5 = —)\tzlni:—hﬂ = t:nT:5ln2.

15.12

Denna differentialekvation ar av forsta ordningen och linjéar, vilket betyder att den kan
16sas med integrerande faktor, men den gar ocksa att 16sa som en separabel differentia-
lekvation. Jag tycker det ar roligare att 16sa separabla differentialekvationer eftersom
man far behandla derivatan som ett brak och gora lite halvolagliga grejer, och darfor
kommer jag att l6sa den som en separabel differentialekvation.

m@:—kv:m@:—kdt:m/@z—k/dt:>
dt v )
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k
= mlfo|=—kt +C1 = lnfo| = ——t+Cy = |o| = /™2 =
m

— o(t) = e Ft/mel2 = Cekt/m

Att jag byter index pa konstanten &r bara att jag erséitter den gamla konstanten med
en ny konstant - det spelar ju ingen roll exakt vilken konstant det &r férrdn vi sitter in
virden. v(0) = vg = C = vy, vilket betyder att vi har funktionen

v(t) = vge F™,

15.13

Om vi tittar pa 15.12 och sitter v(t) = u(t), m = C, k = 1/R, och vy = E far vi direkt
funktionen
u(t) = Be~t/(RO),

For att hitta nér spénningen har halverats 16ser vi ut ¢ fran
Ee /(O — p/o — Ll v Rome
RC 2
15.14
di R E

di
E=Ri+L% @ R _L
Ritly = gt =1

hérur finner vi den integrerande faktorn

u(t) = e Tt = RUYL — (eRt/Li>/ = %eRt/L ==

E E
— ft/lj = EeRt/L +C = i(t) = = + Ce BT

och i(0) =0 = C = —E/R, vilket ger strommen som

i(t) = % (1 _ eRt/L) .

15.15

Lat fororeningens volym betecknas med y(t), da ges koncentrationen av y/3000. Vi kan
nu skriva

y/ = ‘/zn - Vuta

och eftersom inget fororenat vatten tas in ar V;, = 0. Vidare &r méngden férorenat
vatten som lamnar bassingen koncentrationen fororenat vatten ganger utflodet, alltsa

Vut = 3065 - 90 = g5- Vi far nu differentialekvationen (16sningen ser man direkt (man kan
anvinda integrerande faktor om man vill))
’ 1 —t/60
V=gV = yt)=Cem,
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vid tiden ¢ = 0 &r y(0)/3000 = 0,05 = y(0) = 150, vilket ger oss att féroreningens
volym beskrivs av
y(t) = 150e /%0,

villkoret att koncentrationen understiger 1% #r ekvivalent med att volymen understiger
30 liter. Alltsa ska

1
150 t/%0 = 30 = —% =1ng = t=60In5 min = In5 h.

15.16

Om y(t) beskriver antalet ton fororening vid tiden ¢ ar, sa géller det att
y' =3 — 0,05y,
eftersom det 6kar med 3 ton varje ar, samtidigt som 5% forsvinner. Denna DE kan vi
16sa med en integrerande faktor u(t) = e/ %05 dt = ¢0.05¢ yilket, ger oss foljande
(005t ) = 3005t — 005ty — 60005 | 0 — y(¢) = 60 + Cle~ 0%,
Inga fororeningar da t = 0 ger att C' = 60 och vi skall bestdmma y(40).
y(t) = 60(1 — e %) — (40) = 60(1 — e~ ?) ton.

15.17

Beteckna antalet mjuka julklappar vid tiden ¢ med y(t). Eftersom det alltid finns M
julklappar, sa kan vi enkelt uttrycka antalet harda klappar som M — y(t). Detta och
informationen om proportionalitet ger oss att

y' = (mjuka klappar in) - (mjuka klappar ut) = K(M —y) — 2Ky = KM — 3Ky =

— 3K dt _ 3Kt

— integrerande faktor u(t) =

= (63Kty)/ = KMt — 3Kty = — 381 L 0 — y(t) = — + Ce 3K,

3 3
och vi vet att hélften #r mjuka fran borjan, sa
M 1 1 1
O)=— = C==- = ylt) =M | =+ =) e 3K
y0) = 5 — 0= (545)e

15.18

Lat kulans hastighet betecknas med v(z), dér x beskriver hur langt in i véiggen som kulan
har kommit (alltsa dr v(0) = vg). Retardation &r negativ acceleration, vilket betyder att
d .
dit} = kv = [15.12, m = 1] = v(x) = voe **

Vi vill att kulan precis ska ta sig igenom en vigg med tjocklek b, och darfor vill vi att
griansvirdet av strickan som kulan har firdats da ¢ — oo ska vara lika med b. Vi borjar

med att integrera for att fa strickan som en funktion av tiden.

t ing ~
s(t) = / voe *t df = % (1- e*kt) — %, da t — oo.
0

Alltsa skall det gélla att
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15.19

a)

Losning finns redan.
b)

3y2;lfy=2x = 3y dy =2z dv = /3y2d3/=/2$d$ =
X

— PP =2+ C = y(z) = Va2 +C,
V247

y)=2 = C=7 = yz) =V 7

dy _

yd 3:E22ydy:3x2dx:>/ydy:/3m2dm=>
x

1
> §y2:x3—|—cl E y(m):(i‘>1/2x2+c’

dir den negativa roten utesluts eftersom y(1) = 2 > 0, och samma villkor ger att C' = 2.

Alltsa &ar
y(x) =222 4 2.
d)
2 dy 2 2
yd—:2x2>y dy =2z de = y dy= [ 2z de =
x
1 .
= gy’ =27+ C1 = y(@) = V32 + C,
y(1) =2 = O =5 = y(z) = /322 +5.
15.20

Losning finns redan.

15.21
a)
dy
Yo, = % = ydy=—zde = [ydy= [ —zdx =
X
1
= 592 =——2>+0; = 2? +y*> = C (en cirkel!)
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b)
%:eﬂler:eIey — e Ydy=¢€"dor — /e*y dyZ/e”” dr =
V= 1O = g =l (¢ +0) = y(&) = —In(C — ).
c)

@:2 Y

d dy
Ir Y ﬁﬁ—dxz/?—/dxﬁ

1
— ——=x+C.
Yy

Det dr enklare att bestimma konstanten nér vi har denna form, och y(1) =1 = -1 =
14+ C = C = -2, vilket ger oss att

1 1
—_— = —2 —> = .
;" yla) = 5—

d)

d 1
—y:yQ = [seovan] = —— =z +C,
dx Y

men hir ser vi att villkoret y(1) = 0 gor sa att vi delar med 0, alltsa édr maste l6sningen
vara den triviala nollfunktionen: y(z) = 0.

e)
d 1 1

1 1 / 2
:>§y2:_5+x+01:>y($):(j) 255_5"—07

aterigen ignoreras den negativa roten eftersom y(2) = 2 > 0. Villkoret ger ocksa att

2
4=4-14C = C=1 = y(x):w/Q:z:fEJrl.

15.22
a)
Forst noterar vi att
I wHh--y 11
-1 2-Dy+1) 2uy-1) 2uy+1)
dy 9 dy / 1 1 /
—_— = —1 = — =
oW V= Ty s rdr = g T o) Mo el =
1 1 1 —1
:>§1n|y*1|*§1n|y+1|:§x2:>1ny 1‘—x2+C1:>
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-1
= v - _ +eo +Ch = +¢C1¢%” = Ce®
y+1

héir ger y(0) = 0 direkt att C' = —1, vilket betyder att vi bara behover 16sa ut y nu.

2
b

2
y—1 2 2 2 2 1—¢*
Y=o e = y—1=—(y+1)e” = (1+e")y=1—¢" = ="
) e y (y+1e (1+e")y e y(z) o
b)
dy 9 dy dz
Yir Y 4 y2—-2y =z
[ 1 y—(y-2) 1 1
v -2y)  2yy—2) 2(y—-2) 2

1 1 dz 1 1
— — ) dy= | = = -nly—-2|— -yl =1 —
/(2(y_2) 2y) y . 5y =2 =S lfyl =lnfe| + C

-2 -2
— In|Z ‘:21n|x|—|—C’2:1n$2+C2 — LTS e 02
Yy
2 2 2
— 1-"=02 = 2=1-02? = y(z) = —.
y Yy 1—Cz?

Om man tittar pa % =1 — Cx?, och siitter in att y(1) = 1 far man snabbt att C' = —1,
vilket betyder att
(0) ==
xTr) =
Y 1+ 2?2

15.23

Differentialekvationer ér linjira om alla y och 3 (och hégre ordningsderivator om det
finns) bara forekommer {6r sig. Alltsa att man har nagot pa formen:

@)y + g(x)y = h(z),

hér ar koefficienterna inte beroende av y:n eller sadant, vilket gér DE:n linjar. Om
ekvationen har formen f(y)y = g(z), sa dr den separabel (allting med y &r pa en sida,
och allt med z &r pa den andra sidan), men den &r endast linjir om f(y) = C, fér nagon
konstant C'. Med denna information bér man kunna l6sa dessa uppgifter.

a)
Linjar.
b)

Ej linjdr, men den &r uppenbart separabel.

)

Linjér, koefficienten far bero pa x.
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d)

Ej linjir (y? gor den icke-linjir), men den #r separabel eftersom hogerledet inte beror pa

T ,
Y

342 =1.

Y+y'=3 =y =1-3-1y") =

e)

Ej linjdr, och inte separabel, eftersom vi har z2? + y? i hogerledet.

f)

Ej linjér (bade yy’ och e¥), men den dr separabel:

ayy = eVsing = ye Yy = v
x
15.24
Kraftekvationen:
d -2 2
dt v2 v
2 2 6
t) = - - —92/3] = - .
— W) =i~ PO =3 = O=28]= o = o5
15.25
a)

Igen blir kraftekvationen

d

me = k= /mv*adv:/fkdt = [a#1l] =
dt 11—«

=kt+C = vV =k(a—1)t/m+C = [p(0)=vy = C=vj " =

1

= o= (K Heni)

b)
e _ o B mo(t) = — mu ™ o V2 -1
o) T = k(e — Dt/m+ vy = k= R L == eVt

c)

Kroppen stannar néir/om v(t) =0, for ¢ > 0.

1
k(o — 1 = k(o — 1
(Bt =)™ =0 =z = My —0 —
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U L R SO L W
T o k(e—-1)" T k(a—1)

Har ser vi att t < 0 om a > 1, vilket betyder att losning saknas (kroppen stannar ej).
Om « < 1 stannar kroppen vid

fo mvéfa B mvéfa
 ka—-1) k(l1-a)

15.26
a)

Kraftekvationen, igen, (hastigheten &r positiv i samma riktning som tyngdkraften verkar)

b)
Sitt t* = £ = t =Tt*, och v*(t*) = vt) — = Vo*. Vidare 4r

v d(Vv*)  Vdv*

dt — d(Tt*) — T dt*"

Insdttning i kraftekvationen:

m%—mg—k@QZm——mg—ka
V dv* V dv* kV?
Ik —k 2/, %\2 s -1 *\2
My o = Mg Vi) = T di* mg () =
_ V) =1, _ V=4l _, )T =V/g=/m/(gk),
kV?/(mg) =1 kV? =mg V =ymg/k

c)
Jag kommer att skriva v* = v och t* = ¢, eftersom det gar snabbare. Om vi antar att
hastigheten ndrmar sig ett fixt virde vet vi att % — 0, da t — oo, vilket betyder att vi
direkt kan 16sa ut gransvérdet till v — F)1, da t — oo (oavsett vad begynnelsehastigheten
dr). Eftersom man faller nedat utesluts den negativa (och for att v > 1). Men eftersom
vi ska fortfarande 16sa ekvationen, dock noterar vi forst att

1 (1-v)+(1+v) 1 1

1—v2  2(1—v)(1+v) _2(v+1)+2(v—1)'

(Anledningen till att jag goér dessa omskrivningar dr for att jag inte orkar stéilla upp en
formell partialbrpksuppdelning.)

v _ e, W —dt:>/ 1 ! —/dt:>
dt 1—v2 20+1)  2(w-1))
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1 1 1
= §ln|1—|—v|—§ln|1—v|:t—|—C1 = In 1+U =2t+Cy =
1+’U:i62t+02:c¢62t’
1—-w

och v(0) =3 = C = —2, vilket ger oss att

1
1+U:f262t — 1+U:2(U71)62t ==
-0
2e +1
= (1 -2 =—-2e% _ 1 — p(t)= — ——
(1220 = 2 o) = 2
med v(0) = 0 far man istéllet C = 1, och 16sningen
1
+U=th — 1+v=(1-v)e* =

1—wv
et — 1 B 1—e 2t
et +1  14e 2

Hér ser vi, i enlighet med resonemanget ovan, att bada dessa funktioner gar mot 1 da
t — oo.

= (1+e*v=e-1= ot)=

15.27

Om vi betecknar vattendjupet efter ¢ minuter med y(¢) far vi DE:n

dy _ ﬁ_/_ _ _ Loy
i k\/ﬂ:/\/ﬂ_ kdt = 2\/y= kt+C:>y(t)—4(C kt)”.

Vi har villkoren y(0) = 7 dm och y(4) = 0 dm. Det forsta ger direkt att 7= & —
[C > 0] = /28 = 2V/7, och det andra ger da att

i(%ﬁ —4k)? =0 = k= g@/min.

15.28

Vi antar att klotet har radien 1, och man kan uttrycka radien som en funktion av hojden:
r=4/1— (h —1)2 = v2h — h2. Detta tillsammans med skivformeln gér att volymen av
en klotkalott, med héjden h, kan skrivas som

V() = W/Oh(\/gza WY dh—n [iﬂ . ;iﬁr o <h2 . ;;ﬁ) |

Vi anvénder nu Torricellis lag:

’/T(Qh*h?)%:*kl\/g _— (2h1/2*h3/2)%:7k —

v _avdh _
dt  dh dt

4 2
— /(2h1/2 — h*?) dh = /—k dt = §h3/2 — 5115/2 =C — kt.
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Vi kan bestdmma konstanterna med villkoren h(0) = 2 och h(1) = 1, eftersom vi vet att
tanken dr full fran borjan och halvfull efter en timme. Om man sétter in dessa villkor

finner man att C = %\5/5 och att k = 16\(%. Vi vill nu veta nar

k 16\/155714 8/2 -7

h(t) =0 = 0=C -kt = t=

__8V2(8V247) _ 128+56v2 _ 128456v2
(8vV2 —T7)(8vV2+T7) 128 — 49 79
15.29
Vi far direkt DE:n
1
& _pe — /—@z/kdt — —=kt+A =
dt c? c
1 11
= [c(o):co = A:} = - — — =kt
Co C Co
15.30

Beteckna den mingden av kemikalie som har 16st sig efter ¢ h med y(¢). Da ges koncent-
rationen av 16st kemikalie av y/100, om den totala volymen &r 100 ml, och vi vet att
50/100 dr koncentrationen i en méittad 16sning. Den oupplésta méngden kommer ges av
30 — y (eftersom vi har totalt 30 g kemikalie). Vi har da DE:n

dy 50 Y ) 1 dy k

= k(30— y)(— — = S
a0 =55~ 109) = (30— y)(50 — y) dt 100

dy _k 1 _ (y—30) = (y—50)
- /(y—30)(y—50) "0 " [(9—30)(9—50) ~20(y = 30)(y — 50)

- 20@1,50) _20<y130>] - /(20(y150> B 20<y130>) dy:/% "=

— 50 k:t
- 30 5

= ln|y 50\——ln|y 30| =

t—|—01$1‘ +C =

100
y— 50 Eic kt/5
7302:t€5 2 =Ce = [y(0)=0 = C=5/3] =
y—
5

= y-50=(y- 30)eF/®> — (3 — 5eM/%)y = 150 — 150eF/5 —
150 — 150e+t/5

3 — Hekt/5

Vi vet att y(2) = 10, vilket efter en del algebra ger att k = 3 In g =1In (65/2 ) Vi vill nu
berédkna y(5),

= y(t) =

150 — 150¢™ (5572) 150 - 150 590 150(6%/2 — 5%/2)

y(b = = .
(5) = ( ) 3_5_22;2 5.65/2 —3.55/2
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15.31

Vi kan direkt ta reda pa K genom att utnyttja det faktum att populationen ndrmar sig
ett fixt viirde efter lang tid. Det maste da gilla att dy/dt = 0, och dérmed é&r

0=7r-10°(K —10°) = [r #0] = K = 10°.
Vi behover dock 16sa differentialekvationen lite for att bestamma r.

dy_r _ dy _ [,
@~ vE y):/y(K—y) / .

Partialbraksuppdelning;:

vilket ger oss att

1 1 1
K/<+ ):/rdt:ln|y—ln|K—y|=TKt+C1:>
Y

K-y
= In ‘:th—FCH = Ky = 4 KO = et —
- —y
104 1 9y
= 0)=10" —= C=—— =2 | = =2 —
{y() 10510 9 ‘ K—y
1 9y 4 _5, 9
- =[y(1)=2-10=10""In">.
15.32

Losning finns redan.

15.33

Vi borjar med att hiamta begynnelsevillkoret (0) = 1, och sedan anvénder vi analysens

huvudsats:
Y =y = y(r)=Ce" = [y(0) =0] = e".

15.34

Vi bérjar med att sitta in @ = 1, vilket ger att f(1) =1 (integralen fran 1 till 1 &r 0).
Analysens huvudsats ger nu att

b e = ot st s = ()

hérur finner vi den integrerande faktorn

1 1 ) dz _ eln;c—ln 1 In T

M(m) = ef(w_ﬁ z+1

Il
o
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!/
x 1 =z 1 x
<x—|—1f> zx+1 x+1 x—i—lf nle 41+ w2 1]

@+ +C — [f1)=1 — cz%_m] —

1 1
= f(z) = v <1n(x+1)+2—ln2) .
15.35
Vi konstaterar att y(0) = 2, sedan ger analysens huvudsats att
/ (z)—z dy —z _ —x
y' () —0—¢eY :0:>d—:eye = [eVdy= [ e "dx =
x

= e ¥=—"¢"40 = [y0)=2 = C=1-¢?] = e V=e"4e -1 =
= y(@)=—In(e " +e2-1).

Definitionsméngden ges av alla z som uppfyller att

el +e?-1>0 = —rz>h(l—-e?) <= z<-In(1-e7?).

15.36

1
_ L2z -4
=e +12x + Az + B,
y<0):27 1+B:27 :_17 —
y'(0) =1 24+ A=1 B=1
1
:>y(x)—ezr+ﬁx4—m+1

15.37

For alla dessa uppgifter ska man bara stéilla upp den karakteristiska ekvationen/polynomet
och sedan bestdmma dess rotter, dérefter vet man direkt vilken form l6sningen har.

a)

Losning finns redan.
b)

Losning finns redan.

c)

Losning finns redan.
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d)
Karakteristiska ekvationen (KE):

-1
Per—-2=0 = {T 5 ’ = [olika reella rétter] = y(x) = Ae™" + Be*”.
r =
e)
y" =10y’ +6ly=0 = KE: 7> —10r +61 =0 —
— r=5+6i = [komplexa ritter] = y(z) = Ce®+6)7 4 D6z —
= 57 (Ce% + De %) = €57 ( A cos 62 + Bsin 6z).
f)
y' =2y +5y=0 = KE: 12 - 2r +5=0 —
= r=1+2i{ = [komplexa rétter] = y(z) = e*(Acos2z + Bsin2x).
g)
y' +6y +9y=0 = KE:r* +6r+9=0 =
— r=-3 = [dubbelrot] = y(z) = (Az + B)e ".
15.38
a)
y'—4dy=0 = KE: 1’ —4=0 = r=42 —
= y(z) = Ae™* + Be*® = y/(x) = —24e™*" + 2Be*,
0)=0 A+B=0 =—1 1 .
yO =0 _ J4+ ’ = = ya) = (¥ — 7).
y'(0) =1 —2A+2B=1 B=1 4
b)

15.37 g) ger att y(z) = (Ax + B)e™®* = y/(z) = Ae 3 — 3(Ax + B)e™3* =
(A—3B —3Ax)e 3",

R R R

15.39

For bada deluppgifterna far vi den karakteristiska ekvationen r? +4 = 0 = r = 24,
vilket betyder att y(z) = Acos2x + Bsin2z = y'(x) = —2Asin 2z + 2B cos 2z, sedan
géller det bara att sétta in randvillkoren.
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y(0) =0, A=0,
— .
y(3)=0 Acosm+ Bsinmt =0+0=0,
alltsa &r randvillkoren uppfyllda oavsett virdet pa B. Vi har da att y(z) = Bsin 2z.

b)

yO=0. __ [B=0
y(5)=0 —2Asinm +2Bcosm =0+ 0 =0,

alltsa #r randvillkoren uppfyllda oavsett viirdet pa A. Vi har da att y(z) = A cos 2z.

15.40

Losning finns redan.

15.41
Vi har tre fall som ger olika sorters l6sningar och som behéver undersdkas. Dessa ar
A<0,A=0,0ch A>0.

A < 0: Vi kan for tydlighetens skull sitta A = —w?, dir w > 0. Den karakteristiska
ekvationen har nu tva reella losningar: r = +w, vilket betyder att funktionen har formen
y(z) = Ce % 4+ De¥* = Acoshwz + Bsinhwr = y/(z) = wAsinhwz + wB coshwz.
Det som é&r bra med att skriva det med hyperboliska funktioner &r att coshO = 1 och
sinh 0 = 0. Randvillkoren ger nu att

y'(0) =0, . wB=0 = B=0,
¥y () =0 wAsinhwl =0 = [w >0, sinhw! #0] = A=0.
Vi har alltsa bara den triviala l6sningen y(z) =0

A = 0: Nu far vi ekvationen 4" =0 = ¢'(z) = A = y(z) = Az + B. Randvillkoren
ar har uppfyllda om A = 0, men B kan bara skilt fran 0, vilket betyder att vi har en
icke-trivial 16sning y(x) = B.

A > 0: Sitt A = w?, déir w > 0, vilket nu kommer att ge de komplexa lsningarna r = Fwi
till den karakteristiska ekvationen, vilket betyder att var funktion har formen

y(z) = Acoswzx + Bsinwz = y'(z) = —wAsinwz + wB coswx,

vilket med randvillkoren ger foljande ekvationssystem:

y'(0) =0, wB=0 = B=0,
—
y'()=0 —wAsinwl =0

alltsa ska wl = km, dir k &r ett positivt heltal (positivt eftersom vi tittar pa A > 0).

= [A#0, w>0] = sinwl =0,

km kr\ 2
wl:/m:ﬂu:ﬁ:T:A: -
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Om vi sammanstéller allt detta far vi den lésningen

y(z) = Acos k%, k=0,1,2,...

Om k = 0 blir cosinus 1, vilket ger oss konstanten.

Om man har list kursen Kontinuerliga System (vilket kanske &r konstigt om man har gjort
innan man har ldst Endimensionell Analys), sa kan man kénna igen uppgift 15.40 och
15.41 som att hitta egenvirden samt motsvarande egenfunktioner till differentialoperatorn
T= fj—;, med homogena Dirichletvillkor (15.40) eller homogena Neumannvillkor (15.41).
Med ytterligare lite teori fran den kursen vet man att minus andraderivatan &r en Sturm-
Liouville-operator och randvillkoren har korrekt form, vilket betyder att man direkt kan
séga att operator dr positivt semidefinit, vilket betyder att A > 0, vilket vi ser i bada
uppgifterna (inga icke-triviala losningar erhalls for A < 0).

15.42

Karakteristiska ekvationen:

r? + % =0 = r= i,/%i =twi = «a(t) = Acoswt + Bsinwt
och o/(t) = —wAsinwt + wB coswt. Att det inte dr nagon starthastighet motsvarar att
a'(0) =0 = B =0, och 3° = & radianer. Alltsa ska a(0) = &5 = A = 5. Vidare

ar L =0,2 = wy/bg, vilket ger oss losningen

at) = % cos (/5gt) = (1) = 610 cos \/5g.

15.43

Karakteristiska ekvationen &r

k 2 k
r2+£7‘+*:0:>r:—i:t C———:>
m m 2m 4m?2  m
N c? k 0 — c |k
4m?2  m 2m V' om’
detta ger att r = —5, och vi far du funktionen

y(t) = (At+ B)efct/Qm _— y'(t) — (A _ @ _ BC> e*ct/2m.

Extremvirden ges da y'(t) = 0, alltsa nér

Act  Bc Act  Bc
A= _ == —ct/2m:0 A= 22
( 2m 2m> ¢ - 2m  2m

)

vilket &r en linjir ekvation i ¢t (om A # 0), vilket betyder att det finns precis ett
extremvérde (om A # 0).
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15.44
Vi anvénder tipset, vilket ger oss ekvationen

R 1 R 1 R R? 1
Z+ +ﬁZ—OZ>KET+*T+E—0:>T——7:|: T LO

R? 1 0,2
—_ - =0 = _21/ =2,/ ——— =1kQ.
412  LC 0 R 0,8-10-6
15.45

Losning finns redan.

15.46

Losning finns redan.

15.47

For dessa ekvationer delar man upp problemet i tva delproblem: den homogena 16sningen,
som &r nir hogerledet dr 0, och partikuldrlosningen som bara &mnar att uppfylla
hogerledet.

a)

Homogen 16sning:

Yy =3y, +2yn =0 = ... = yp(z) = Ae” + Be*”.

Partikulérlosning: Vi har en konstant i hégerledet och var homogena 16sning innehaller
inte nagon konstant, dérfér ansétter vi partikuldrlosningen y, = C = vy, =y, =
0 =y, —3y,+2y,=20=6 = C=3.

Detta ger den allménna l6sningen y =y, + yp = Ae” + Be?* +3.

b)
Samma homogena lésning som a).

Partikularlosning: Nu har vi ett andragradspolynom som hogerled, varfor vi ansétter
yp=Ca?>+Dr+E = y, =2Cx+ D = y; = 2C. Alltsa ska

Yy — 3y, + 2y, = 2C — 6Cx — 3D + 2Cx* + 2Dz + 2F = 2° =

= 202? + (-6C +2D)z+ (2C —3D +2E)-1=1-2>4+0-24+0-1 =

20 =1, C=1/2,
= ¢ —6C +2D =0, =  D=3/2,
2C —-3D+2E =0 E="7/4.
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Den allménna 16sningen blir nu

1 3 7
Y=yn+yy=Ae" +Be® + -2’ + “x+ —.
2 2 4
c)
Den homogena lésningen fas snabbt till y, = Ae™* + Be 2*. For partikuldrlosningen
tittar vi pa hogerledet, ser att det &r ett tredjegradsplynom, och ansétter darfor y, =
Ca® + Da*+ Ex+ F = y, =3Ca2?> +2Dx+ E = y) = 6Cx + 2D. Insiittning ger
att

Yy + 3y, + 2yp = 6Cx 4 2D + 9Cz* 4+ 6Dz + 3E + 2Cz° + 2Da” + 2Ex + 2F =

=1 +r+1 = 2C2° + (9C +2D)2* + (6C + 6D + 2E)x + (2D + 3E + 2F) =

=340 22+ +1 =

20 ~1, C=1/2,

9C + 2D —0, D= —9/4,
et —t

60 +6D +2E =1, E = 23/4,

9D +3E+2F =1 F = —47/8

1
= y=yp+yp,=Ae "+ Be ¥ + §(4x3 — 1822 + 46x — 47).

d)

Om man léser den karakteristiska ekvationen r2+2r = 0, far man den homogena lésningen
yn = Ae ?* + Be = Ae~2* + B. Eftersom den homogena lésningen nu innehaller en
konstant, och hogerledet ocksa gor det, kan vi inte bara ansétta ett polynom av samma
grad, utan vi maste skapa ett linjart oberoende for att fa en ny losning, vilket vi gor
genom att multiplicera det polynom vi hade tinkt ansidtta med x. Alltsa om vi inte hade
haft en konstant i den homogena 16sningen hade vi ansatt y, = Cz? + Dx + E, men nu
ansétter vi istéllet y, = Ca®+ D2’ +Er = Yp = 3C2%24+2D2+E — Yy, = 6Cx+2D.
Insattning:

Yy + 2y, = 6Cx +2D + 6C2” + 4Dz +2E = 2> +1 =

= 6C2* + (60 +4D)x+ (2D +2E)=2*+0-2+1 =

6C =1, C=1/6,
= (6C+4D =0, = (D=-1/4, =
2D+2E =1 E=3/4
1 1 3
:>y:yh+yp:Ae*2":+B+6x371x2+1x.

15.48

Losning finns redan.
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15.49

Jag kommer att direkt séiga vad den homogena losningen &r i dessa uppgifter, eftersom
det ar vildigt enkelt att ta reda pa, och dessutom inte det som uppgifterna gar ut pa.

a)

Homogen 16sning: vy, = Ae® + Be?®. Eftersom hogerledet har e®® ansitter vi en parti-
kulérlsning pa formen y, = Ce®®. Inséittning ger att

1
Yy = By + 2yp = 25Ce™ —15Ce™ 4+ 20e™ = ™ = 120 =1 = C= 5 =

1
= y=yn+y,=Ae" + Be** + Eesm.

b)

Homogen losning: 3, = Ae® + Be?®. Som vi ser hir har hogerledet en term som #r linjirt
beroende med den homogena l6sningen, dérfér behover vi skapa ett linjért oberoende,
vilket vi igen gor genom att ansitta x ganger partikuldrlosningen. Vi ansétter alltsa
yp = Cze* = y, = (2Cz + C)e* = y) = (4Cx + 4C)e*” (om man hade ansatt
Ce?® hade man fatt att vinsterledet blir 0 nir man sitter in, eftersom det &r en del av
den homogena losningen (som per definition gor att vénsterledet blir 0)). Inséttning ger
att

yn — 3y, + 2y, = (4Cz + 4C)e* — (6Cx 4 3C)e* + 2Cwe™ =e** = C =1.
Notera att alla termer med z tog ut varandra. Vi far 16sningen
Y =yn +yp = Ae” + Be** + ze”.

c)

Homogen 16sning: y, = (Az + B)e™3*. For partikuldrlosningen ansitter vi y, = Ce™%,
vilket vid inséttning ger att

Yy + 6y, + 9y, =Ce ™ —6Ce ™" +9Ce ™" =4e™" = 4C=4 — C=1 =

= y=ynt+yp=(Az+ Ble 3" 4 ¢ = ¢ = (A—3Ax —3B)e 3" —e ™",

Begynnelsevillkoren ger att

y(O):2, B+1=2, A=2,
— —
y'(0) = -2 A—3B—-1=-2 B=1

— y=2r+ e " +e "
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d)

Homogen 16sning: y, = (Az + B)e™*. I detta fall kan man tycka att det &r lite jobbigt
att se vad partikulérlosningen ska ha for form direkt, sa dérfor kan man ansétta y, =
z(x)e™® (eftersom vi vet att det maste vara nagot polynom ganger e~%), vilket efter
derivering och inséttning (se 16sningen till 15.50 i boken) ger att 2/ =z = z = ta?,
vi ignorerar integrationskonstanterna eftersom de kommer ha samma form som den

homogena losningen, alltsa &ér y, = %xge_x, vilket betyder att

1. 1 1
y:yh+yp:(6z3+Aa:+B)e*x = y':(76x3+§x27Agj+AfB)@*I —

y'(0)=0 B

15.50

Losning finns redan.

15.51

Den homogena 16sningen har formen: y, = Ae™® + Be*®. Hir har vi tva delar till
partikularlosningen, sa vi tittar pa dem separat. For hogerledet x ansétter vi ett
forstagradspolynom y, = az +b = y]’g1 =a = y!/;, =0, och vi far

P
—4a =4 a=-—1
"3y — 4y = —3a — dar — 4b = 4y => ’ = ’
Yp1 = 9Yp1 — HYp1 —3a—4b=0 b=3.

For den andra delen av partikuldrlosningen har vi &nnu en gang att den har samma form

som en term i den homogena 16sningen - alltsa kan man antingen ansétta yp = z(z)e™?,

x

eller direkt yp2 = cre™ = y,5 = (—cx +c)e™™ = ypo = (cx — 2c)e™ 7.
Yo — 3Ypa — dyp2 = (cx — 2¢)e™" + (Bcx — 3c)e™ — dexe™ =he ¥ —
= —Hc=5 —= c=-1 =

3
= yzyh+yp1+yp2=Ae_m+Be4m—x+Z—xe‘x =

— ¢ = —Ae ®4+4Be** — 14tz T —e T —
y(0) =1, A+B+3 =1, A=0,
y'(0) = —1 —A+4B-1-1=-1 B=3

1 3 1
= y= e —ot g et =3 4) —alte).
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15.52

Homogen 16sning: yp, = (Az + B)e™®. Om vi {or den forsta delen av partikuldrlgsningen
tittar pa ekvationen y; + 2y, + yp1 = ze™ ", sa ser vi att det dr samma som 15.49 d),
vilket betyder att y,1 = éx?’e_x. Den andra delen &r en konstant, sa vi anséitter att
Yp2 = € = Yo = Ypo = 0. Insiittning ger direkt att yyo = 1.

2

1 1
y:yh+yp1+yp2:(A$+B)€_I+*II?3+1 — y =(A— Az — B)e "+ =2 =

6 2

B+1=0,
A-B=0

:>y(0):y’(0):0:>{ — A=B=-1 =

1
= y:(6x3—x—1)e_z+1.

15.53

Losning finns redan.

15.54
a)

Den homogena 16sningen blir g, = Ae1=V2e 4 Be(1+V2)z Fgy partikulédrlésningen ser
vi att hogerledet ar trigonometrisk funktion, sa vi ansétter en allmén sadan med samma

vinkelfrekvens, nédmligen y, = acos3z + bsin3z = y;, = —3asinx + 3bcos3r —
Yy, = —9acos 3z — 9bsin 3z. Inséttning:
y;)’—2y;)—yp = —9a cos 3z —9bsin 3x+6a sin x—6b cos 3x—a cos 3x—bsin 3z = sin 3z —

= (—9a —6b —a)cos3z + (—9b+ 6a — b)sin3z =0-cos3z +1-sin3z =

104 — 6b =0, a = 3/68,
— —t
6a —10b =1 b= —-5/68

1
= Y=YntyYp= Ae1=VD2 4 Be(14V2)r | @(3 cos 3z — 5sin 3x).

b)

Den homogena 16sningen blir ¢, = A cos 2z + B sin 2z, och hogereledet innehaller trigono-
metriska funktioner, men med annan vinkelfrekvens, sa vi kan ansétta y, = a cosx+bsin z.
Derivering och inséttning:

y;’ + 4y, = —acosz — bsinz + 4acosx + 4bsinx = 3acosx + 3bsinz = 2sinz — cos .

Utifran detta ser vi enkelt att a = —1/3 och b = 2/3. Alltsa &r

1 2
Y =yYn+yp = Acos2z + Bsin2x — gcosx—i— gsin:lc.
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c)

Homogen l6sning: y, = Ae® + Be?*. Hogerledet har inte samma form som den homo-
gena 16sning, vilket tillater oss att ansétta partikuldrlosningen y, = acos 2z + bcos 2z.
Derivering och inséttning ger denna gang att

Yy, — 3y, + 2yp = —4acos 2x — 4bsin 2z 4 6a sin 2z — 6b cos 2x + 2a cos 2z + 2bsin 2z =

= (—4a — 6b + 2a) cos 2z + (—4b + 6a + 2b) sin 2z = cos 2z + sin 20 —>
—2a—6b=1, a=1/10,
—
6a—2b=1 b=—1/5
1
= y=yn+yp,=Ae" + Be?* + TO(COSQJZ — 28in 2x).

d)

Homogen 16sning: y;, = e*(A cos 2z + B sin 2z). Partikulirlésningen bestar av delar, en
konstant; en trigonometrisk funktion. Foér konstanten ansétter vi y,1 = ¢, vilket direkt ger
att ¢ = 1/5. For den andra delen ansétter vi y,2 = acosz + bsinz, vilket vid derivering
och insdttning fordrar ekvationen

y;'2—2y1’,2+5yp2 = —acosc—bsinx+2asinx —2bcosx+bacosr+5bsinx =sine —>
—a—2b+5a =0, a=1/10,
— —
—b+2a+50=1 b=5

1 1
= Y =yn+ Yp1 + Yp2 = €“(Acos 2z + Bsin2z) + £ + E(cosx+2sinx).

e)

Den homogena lésningen blir samma som i b): y;, = A cos 2z + Bsin 2x. Den partikulédra
losningen har tva delar igen. For den konstanta termen kan vi enkelt ansétta y,1 = ¢
och direkt fa att ¢ = i. Den andra delen ér lite besvérligare eftersom det ar en del av
den homogena losningen. Man kan antingen gora som i l6sningen till 15.53, eller genom
att multiplicera en summa av tva godtyckliga trigonometriska funktioner med z. Jag
véljer att konstatera att cos 2z = Re(e*?”), och genom att sedan ansétta y,e = z(z)e"”.
Eftersom det &r samma vinkelfrekvens i hogerledet som i 15.53 kommer man att fa exakt
samma ekvation (se bokens l6sning) - alltsa att ypo = ix sin 2x + ¢ (—ix cos 2x). Nu
ar vi dock intresserade av realdelen av denna, alltsa %aﬁ sin 2z, vilket slutligen ger oss

16sningen

1 1
Y =Yn + Yp1 + Yp2 = Acos2z + Bsin2z + 1 + Zwsian.

15.55

Man far snabbt att den homogena lésningen &r Ae® + Be?*. Eftersom jag tycker att
hjilpfunktioner #r bokiga, s& kommer jag istéillet att géra ansatsen y, = e3®(acosx +
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bsinz) = y, = e ((3a+ b)cosx + (—a+ 3b)sinz) = y)] = €3*((8a + 6b) cosx +
(—6a + 8b) sin x), inséittning ger att

Yy — 3y, +2yp = ... = (a + 3b) cosz + (=3a + b)sinz = cosz =
a+3b=1, a=1/10,
“3a+b=0 b=3/10
1
— y=yn+yp= A" + Be* + E(cosx—ki’)sinx).

For just denna typ av uppgift gar hjilpfunktions/ekvationsmetoden ganska snabbt.

15.56
a)

Den homogena 16sningen blir y, = e3*(Acosz + Bsinz). Sedan blir vi deprimerade
eftersom hogerledet har samma form och vi behéver modifiera var partikuldrlosning. Man
kan antingen skriva om som en realdel av nagot komplext och inféra en hjalpfunktion,
men jag ténker istéllet gora ett mellanting, och ansétta y, = cxeBTIT Jag gor detta
eftersom jag vet att 16sningen kommer att vara ett linjart polynom ganger hogerledet,
och realdelen av e®+)% &r precis mitt hogerled. y, = c((3 + i)z + 1)eG+)® och y!/ =
c((8 + 6i)z + 6 + 2i)e3+)7 Vid insiittning kommer alla termer som innehaller z att ta
ut varandra, vilket l&mnar

B+ .y o — l _ _f.

21 2

Y — 6y, + 10y, = ... = 2ice3T)*

=e
Den partikuldrlosning vi soker &r alltsa
: _ : 1

yp = Re (—;xe(gﬂ)“") =Re (—;xe‘%(cosx + i sin x) = Exe‘% sinz.

Detta ger oss l6sningen

- 1 .
y=yn+yp,=e"(Acosz + Bsinz) + 5.%‘637“ sinz.

b)

Man far snabbt den homogena losningen y;, = Ae~4*+ Be~2%, For partikulirlosningen kan
vi antingen ansitta y, = ce(=2*)% och titta pa imaginirdelen, eller y, = e~2%(acosz +
bsinz). y, = ce(2H)T — Yp(—=2 + i)cel =T — Y, = (=2 + i)2ce(=2t0e =
(3 — 4i)ce =297 TInsiittning ger att

1 —1—-2

1 / _ _ . —2+i)x __ —241)x _ _
yp—|—6yp—|—8yp—...—(—1+22)ce( )z — el ) :>C—71+2Z,— z

Var partikulérlosning ges alltsa av

—1 =2 (o, e 2 _ .
yp =Im —5 € )= Im ((1 + 2¢)(cosz +isinz)) =

1
= —56_29”(2 cosz +sinx) =

1
= y=yn+y,=Ae * + Be " — 5672‘%(2 cosT + sinx).
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15.57

Den homogena 16sningen ges av y, = Acos 5 + Bsin 5. Vi har bara en andraderivata
och funktionen sjilv i vansterledet, och hogerledet innehéller bara en sinusterm. Detta
betyder att ansatsen ¥y, = bsinx récker fér partikulérlosningen, eftersom vi inte kommer
att fa nagra cosinustermer med. (Om man ansétter y, = a cosx + bsinz kommer man fa

att a = 0). Inséttning ger att

1 . . 1, . . 4
y;,' + Zyp = —sinz = —bsinz + stmx = —sinz = b= 3
Vi har den allménna lésningen y = yp, +y, = Acos 5 + Bsin 3 + %sin z. Randvillkoren
ger nu

y(0) =0, A+0+0=0, 4 .
— = y = —sinz.
0+B+0=0 3

15.58

Den karakteristiska ekvationen ger direkt rotterna r = £3¢ och alltsa &r den homogena
16sningen y;, = Acos3x + Bsin3xz. Ur detta ser vi att om a = 3 sa ar hogerledet en
16sning till den homogena ekvationen. Pa grund av detta val av o maste vi justera var
partikulirlosning. Eftersom sin 3z = Im(e®™), sa kan vi ansitta Yp = cxe™ och sedan
betrakta imaginérdelen av det vi far fram. y), = (3iz + 1)ce®™ och y)) = (=9 + 6i)ce™,
varpa insittning ger att

Yy +9yp = (—9z + 6i)ce®™ + 9zce®™ = Gice®™ = 3" = c= —%.
Alltsa finner vi att

i . 1
yp = Im (—éxe3”> = —%Im (i(cos 3z +isin3z)) = —gresT =

1
= y=yYn+Yyp=Acos3z+ Bsin3z — 6.’L‘COS3SE.

15.59
Newtons andra lag ger oss att
d 2
md—i{Q = —ky(t)+ F(t) = [m=2, k=32, F(t) = 12sinwt] = 3 +16y = 6sinwt.

Att fjadern &r stilla och i jamvikt kan beskrivas som att y(0) = 0 och att y'(0) = 0. Den
homogena ekvationen y} + 16y, = 0 har den allménna lésningen y;, = A cos4t¢ + B sin 4¢.
Detta indikerar att for alla w # 4 kan vi ansétta en partikuldrlosning pa formen

Yp = acoswt + bsinwt =y = —w?acoswt — w?bsinwt. Insiittning ger att
y;’ + 16y, = —w?a coswt — w?bsinwt 4+ 16a cos wt + 16bsin wt =

= (16 — w?)acoswt + (16 — w?)bsinwt = 6sinwt + 0 - coswt =
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(16 — w?)a =0, a=0,
— 9 — 6
Som vi ser hér blir a = 0 i enlighet med resonemanget i 15.57, och dessutom ser vi att vi
hade delat med 0 om w = 4. Detta ger

6
Yy =1Yyn+yp =Acosdt + Bsindt + — sinwt =
16 — w?

6
= 1y = —4Asin4t + 4B cos 4t + d coswt,
16 — w?
y(0) = 0 ger direkt att A = 0, och

6w 6 w
v (0) 16— w2 16—w?4

= y(t) = (Sinwt - %sinélt) , w# 4.

6
16 — w?

For w = 4 har vi samma homogena l6sning, men for partikulérlésningen behéver vi gora
en forindring. P4 samma sitt som i 15.58 kan vi ansiitta y, = cte®, och sedan betrakta
imaginérdelen av losningen. Vi far att y,) = (—16t + 8i)cet, vilket vid insittning ger

: : 3
y;’ + 16y, = Qice = et — ¢ = _ii —

= yp=1Im <—iite4it) = —%t -Im (i(cos 4t + isin4t)) = —gt cosdt =

3
= y=uyn+yp=Acosdt + Bsin4dt — Ztcosélt —

3
— ' = —4Asin4t 4 4B cos 4t + 3tsin 4t — Zcos4t £

y(0) =0, A+0-0=0, A=0,

3 3
= y(t) = Rsinélt — Ztcosélt7 w=4.

15.60

Losning finns redan.

15.61

For dessa uppgifter stiller man bara upp den karakteristiska ekvationen som vanligt -
ersétt y(™ med r".
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a)

Karakteristiska ekvationen:
3+ 6r2 +11r +6 = 0.

En gissning visar att » = —1 &r en rot, polynomdivision ger sedan att
r= -3,
P+ 1lr+6=(r+D)0r?*+3r+2) = {r=-2  —
r=-—1

— y=Ae 3 4 Be ™ £ Ce™".

b)
For den homogena delen av 16sningen far vi den karakteristiska ekvationen
rt—2r® 4 2r —1=0.

Gissning ger att » = 1 &r en rot, varpa polynomdivision ger att r* — 2r3 +2r — 1 =
(r—1)(r3—r%2—r+1), dir den andra faktorn ocksa har 7 = 1 som en rot. Polynomdivision
igen ger att (r —1)(r3 —r2 —r+1) = (r —1)?(r*> = 1) = (r — 1)3(r + 1), vilket visar att
r = 1 ar en trippelrot, och r = —1 ar en rot. Om man anvinder sina kunskaper fran
inhomogena DE, och hur man agerar ndr man har en dubbelrot, sa kommer man fram
till att det ar rimligt att 16sningen da ges av ett andragradspolynom ganger e®, samt
den andra roten. Alltsa &r den homogena l6sningen

yn = Ae™" 4 (Bx?® + Cx + D)e”.

Saklart dr hogerledet e®, vilket dr en del av homogena lsningen, dirfor maste vi ansétta

yp = ax’e”, vilket efter en extremt dryg derivering och insittning (som jag definitivt

inte pallar skriva) kommer man fram till ekvationen 12ae” = e* = a = 1/12. Alltsa
3

. 1 z
ir y, = y52°€e® och

1
Y=1yn+yp=Ae "+ (Baz® + Cz + D)e" + Ex?’ef.

c)

For den homogena ekvationen har vi den karakteristiska ekvationen r3 + 9r = 0, vilket
betyder att » = 0 och r = 43i. Vi far da den homogena lésningen y; = Acos3z +
Bsin3z + C. Den homogena 16sningen har en konstant i sig, sa for partikulédrlésningen
behdver vi ansiitta y, = ar® + ba® +cx = y), = 3ax® +2bx +¢ = ) = 6a.
Inséttning:

yzlal/+9yp:6a+27am2+18bx+9c:27@362+18bm+6a+90=x2—|—0-x+5 =

27a =1, a=3,
— {18 =0, — {p=0 =
_ _ 43
6a+9c=5 c=33
IR PR N
AT
. 1, 43
= y:yh+yp:A0053x+351n3x+0+2—7x +8—1x.
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d)

Foér den homogena ekvationen far vi den karakteristiska ekvationen: r® — (a + 2)r? +
(2a 4+ 1)r — a = 0. En gissning visar att 7 = a &r en rot, varpa polynomdivision ger att
rP—(a+2)r*+QRa+1)r—a=(r—a)(r*—2r+1)=(r—a)(r—1)%. Alltsd &r r = 1 en
dubbelrot. Vi kommer nu att fa lite olika 16sningar beroende pa a:s virde.

Om ¢ ar skilt fran 0 och 1, kommer vi inte att stota pa nagra problem, da blir den
homogena 16sningen y, = (Ax + B)e® 4+ Ce®®, och partikuldrlgsningen kommer vara en
konstant: y, = ¢ = c¢=—1/a.

For a = 0 kommer vi att fa en konstant i den homogena lésningen, y;, = (Az + B)e® 4+ C,
vilket betyder att partikuldrlésningen kommer att ta formen y, = cz, vilket vid inséttning
ger att (2a+1) - ¢ —acx = [a =0] = ¢ = 1, vilket ger y, = x.

Slutligen, om a = 1 far vi en trippelrot i den karakteristiska ekvationen, vilket betyder
att den homogena l6sningen tar formen y;, = (Az? 4+ Bz + C)e®, men partikulirlosningen
paverkas inte och dr samma som i det forsta fallet, y, = —1/a = —1.

Sammanstéllt har vi den allménna 16sningen
(Az+ B)e® + Ce™™ — 1 a0, a#1,

y=1 (Az + B)e* + C + z, a=0,
(Az? + Bz +C)e® -1, a=1.

15.62

Eftersom X\ > 0 kan vi skriva A = Ae?™%, k € Z. Vi far den karakteristiska ekvationen

r= A4

0="E k=0,1,23.

A A=0 = [z=re"] = rtet? = \F — {
2

Insdttning av dessa virden pa 6 och r ger rotterna

zZ1 = )\1/4

zZ9 = i)\1/4
z3 = *)\1/4
Z4 = —i)\1/4,

och den allménna 16sningen
Y= Ae)\l/4x + Clei)\l/4:c + Bef)\l/‘Lz + 02671')\1/41 _
=AM 4 Be™>"" " 4 Ccos (AY4z) + Dsin(\*2) =

= ¢ = AL/2ger e + A/2Be=> e \1/2(0 cog (/\1/433) —AY2Dsin (/\1/435).

Randvillkoren ger nu féljande ekvationssystem:

y(0) =0,
y"(0) =0,
y(ﬂ—) =0, —
y'(r) =0
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A+B+C+0 =0,
MNZALNY2B - AY20 -0 =0,
= A" 4 Be™>*" 1 O cos (AY47) + Dsin (AY47) =0, =
A2 ANt L \V2Be Nt A2 o5 (AM4A7) — AY2Dsin (WY 4r) =0
A+B+C =0,
A+B-C =0,

AN 4 Be ' 4 C cos (AY47) + Dsin (AY47) =0,
AN 4 BeN'T _ O cos (AV47) — Dsin (AV47) = 0.

Om man adderar de tva sista ekvationerna far man ett ekvationssystem med 3 obekanta
och 3 ekvationer, ndmligen

A+B+C =0,

A+B-C =0,

246N ' 42BNt
Detta ekvationssystem har endast den triviala 16sningen A = B = C = 0 (eftersom vi
har tre linjért oberoende ekvationer och tre obekanta maste den enda losningen vara den
triviala). Med denna information kollapsar vart massiva ekvationssytem ner till villkoret

att
Dsin (\Y*7) = 0.

Eftersom vi soker icke-triviala 16sningar maste D # 0, vilket betyder att
MAr = kr = A=k,
dir k =1,2,3, ... (eftersom A > 0 maste k > 0). Vi har nu slutligen 16sningen

y(r) = Dsinkz, dir A = k*, k€ N\ {0}.

15.63

Om vi betecknar innertemperaturen efter ¢t h med T'(¢), géller det att 7°(0) = 20, samt
att T(2) = 15, och
dl daT

E;_MT—me):ﬁ/gqﬂoz/kﬁ::>mw+1m=m+cl::

= T+10 = £+ = ekt = Ceft — T(t) = Cet — 10 =

1.5
=${T@%:%:=>C:30thQ%:w:=>k:2m6 =

— T(t) =30ez" " — 10 = T(24) = 30e'2™% — 10 = (30 (5/6)'2 — 10) °C.
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15.64

Detta ar en separabel differentialekvation

dy 9 dy / / 1/4 /
Yo p(d+?) = = — [ dy= =
Ir x(4+y°) /4 " x dx 15 (52 dy x dx

1

1
== 5 arctan% = §x2 +C = arctan% =22+ C,

hir ger begynnelsevillkoret y(0) = 2 att C = /4, vilket betyder att

y(z) = 2tan <x2 + %)

Eftersom vi hade arctan och tog tangens pa bada sidor maste vi tdnka pa att var
definitionsméngd &r begriinsad. arctan:s virdeméngd #r mellan —7/2 och 7/2, vilket

betyder att
e+ I = </E
2 4 2 4’

15.65

Detta dr en linjér, forsta ordningens differentialekvation som kan 16sas med integrerande
faktor. Vi tittar pa det som star framfor y, vilket ger oss den integrerande faktorn

= f J;I»ll dx = —1In ($+1) = In a:‘lkl = 1
ulxz)=e e e 1

. L _x+3 . Y /_ z+3
o Y TR T r+1)  (z—-1D(z+1)

Partialbraksuppdelning av hogerledet:

T+ 3 A n B
(x—1D(x+1) z—-1 z+1

= +3=Ax+1)+Blz—-1)=(A+B)xz+(A-B) =

{A+B:L {A:z
— —

A-B=3 B=-1
Y z+3 2 B
— T+l /(a:—l)(x—l—l) “ /(x—l zr1) ™
(z—1)°
=2lnjz—-1-Injz+1|+C=z>1]=lh—+C =
rz+1
—1)2
:>y(x)=(z+1)1n%+0(x+1).
Nu ger y(2) =0 att 3In§ +3C =0 = C =1In3.
—1)2 _1)\2
y@y:@+&nn%i§%wwx+nhﬁ:4x+1ﬂn%§I%L
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15.66
" i02
y' 44y =2sin“z =1 — cos 2z.

Den homogena 16sningen fas snabbt till y;, = A cos 2x + B sin 2z, och partikuldrlésningen
bestar av tva delar, eftersom hogerledet har tva delar. For konstanten ansitter vi
Ypr=a = a= i. For den andra delen behéver vi aterigen ta hénsyn till att det &r en
del av den homogena l6sningen. Vi viljer déarfor att ansétta yy,e = bre?™® =— y;,’Q =
(—4x + 44)be?™ och sedan betrakta realdelen av det vi far fram. Inséttning ger att

Ypo + dyp = 4ibe®” = =¥ — b= - —

| .

. 1
= yp2 = Re <;x62”> = %Re (i(cos2x +isin2x)) = -1 sin2x =

1 1
e y:thrylerypg:Acos2x+Bsin2x+Zfzzsin2x —

1 1
. y’:—2Asin2x+2Bcost—Zsin2x—§xcos2x -

y(0) =0 2B =0 B=0

== y=—100s2x—|—1—1xsin2x:1(1—1cos2x> —lxsin2x=
4 4 4 2\2 2 4
1., 1
:§sm m—za:sm%c.

15.67

Lat y(t) beteckna antalet gram férorening efter ¢ min. Andringen av y kan da skrivas

1
! — (fororening in) - (fororening ut) = 3-8 — —0— .8 =24 — L — o 4 —y = 24.
y' = (fororening in) - (fororening ut) 00 50 Y + 50y

Féroreningen in ges av hur mycket volym som kommer in per tidsenhet ganger férorenings
koncentration i det vatten som kommer in, och foéroreningen som ldmnar dr blandningens
koncentration av férorening ganger den volym som flédar ut. Differentialekvationen vi
landade i kan enkelt 16sas med en integrerande faktor, p(t) = el 5o dt = ot/ 50 vilket ger
oss att

t B t
(et/50y)/ :246t/50 — / (et/50y)/ dt:/ 24€t/50 —
0 0

= "/"0y(t) — "y(0) = 1200("/*" — %) => [y(0) = 0] = y(t) = 1200(1 —e~"/*).

Vi far funktionen for koncentration efter ¢ min genom att dela y pa den totala volymen:
c(t) = y/400 = 3(1 — e~ '/%Y),

och vi vill veta nér ¢(t) = 2.

31—e ) =2 — 1=3¢710 — ;—S:m% = t=50In3 min.
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15.68

Vi har tidigare gjort partialbraksuppdelningen

(S
1—y2  2(1+y) 2(1—y)’

och med denna information kan vi 16sa denna separabla differentialekvation.

x@—1—2=> dy —d—x:>/ 1 + 1 d—d—m:>
de Y 1—y?2 =z 2(1+y) 2(1-vy) L =
1 1 1
= 51n\1+y|—§1n|1—y\=1n|x|:C1 = In 1+y‘:2lnx|+02=
2 2 L+y In 22 4C 2
=ln|z*|+Cy =z +02:>m::te 2 =(C2" =
= 1+y=C(1-y2? = (1+Cs)y=Cz* -1 = G
v= Y v YT o+ 1
Villkoret (1) =1/2 = 1 = g—ﬁ = ( =3, vilket ger funktionen
322 -1
v =gaeT

Den l6sningsform som vi har hér kan inte uppfylla att y(1) = 1, och alltsa bor man titta
om vi har delat pa 0 nagonstans och eventuellt

tagit bort en l6sning. Vi ser att 1 — y finns i en ndmnare, vilket &r 0 om y = 1, och det
visar sig att den konstanta funktionen y = 1 uppfyller det som 6nskas.

15.69
Y +y=t*sint

har uppenbart den homogena losningen y, = A cost+ B sint. Hogerledet har samma form
som den homogena lésningen, och eftersom vi hade velat ansétta ett andragradspolynom
ganger en summa av sinus och cosinus, ansétter vi istéllet ett tredjegradspolynom. Alltsa
yp = (at® +bt? + ct)(esint + f cost), men vi kan gora det lite littare for oss. Eftersom
t? sint = Im(t%e") kan vi anséitta y, = (at® +bt* 4 ct)e' och sedan titta pa imaginirdelen
(men det &r fortfarande ganska drygt). Derivering ger att

yy = (at® + bt* + ct)"e’ + 2(at® + bt* + ct)' (e") + (at® + bt* + ct)(e")" =
= (6at + 2b)e™ + 2i(3at® + 2bt + c)e't — (at® 4 bt* + ct)e' =
= (—at® + (6ia — b)t* + (6a + 4bi — c)t + (2b + 2ic))e’ =
= ) +yp = (—at® + (6ia — b)t* + (6a+4ib— )t + (2b+ 2ic))e" + (at® + bt* + ct)e' =
= (6iat® + (6a + 4ib)t + (2b + 2ic))e’ = t?et =
= 6iat® + (6a + 4ib)t + (20 +2ic) - 1 =1-1*4+0-t+0-1 =
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6ia =1, a=—g,
— (6a+4ib =0, = (b=1 =
2b+2ic =0 c=1

. 1 .
=Im ((—ét3 + 1162 + it) (cost + isint)) =

1t3 t+1t2' t+1t t =
= — = COS — Sin —1 COS
6 4 4

t3 t2
= y=1yp+yp=-Acost+ Bsint + <t— 6) cost + Zsint.

15.70

Exakt samma som 15.47 d), men med ett forsta gradspolynom i hogerledet istillet

for ett andragradspolynom. Detta betyder att y, = Ae 2% + B och vi ansitter y, =
ar® +br = y), = 2ax+b = y) = 2a. Insittning ger att

Yy +2y,=2a+4ar+2b=r—-1 = a=1/4 = b=-3/4 =

1 3 1 3
:>y:yh+yp=A€_2m+B+fx2——x:>y/:_2Ae—2w+,x_7:>
4 4 9 4
y(0) =0, A+B=0, A=-,
:> , :> 3 :> 3 :
y'(0) =0 —2A-35=0 B=3
3 1
- y:§(1—e*2"”)+1(x2—3x).

15.71

Lat antalet ménniskor efter ¢ ar betecknas med y(t), detta ger oss den matematiska

modellen

1
/ — 0,001y — 500 = —— — 500
y =% 1000 ’

eftersom 6kningen #r 0,1% av befolkningen och den minskar med 500 per ar. Denna kan
losas med den integrerande faktorn p(t) = e~ t/1000 yilket ger att

(e—t/wooy)/ — _500e"t/1000 __ e—t/lOOOy — 500000e /1000 L ¢ —s
— y = 500000 + Ce'/10%
och y(0) = 100000 = C' = —400000, vilket ger oss funktionen
y(t) = 500000 — 400000¢'/ 1000,

Vi vill veta nir y(¢) = 90000.

410000 41 41
_ /1000 _ /1000 _ _ _ 3
500000 — 400000e 90000 = e 400000 — 20 = ¢t =10001n 10
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15.72
a)

Newtons andra lag ger att

b)
Separabel differentialekvation:

dv / dv
m—=mg—kv = [ m——— =
mg — kv

m
7 /dt=>—zln|mg—kv|—t+01 =

— mg — kv = e F/MTC2 — CemRM — [y(0) = vy = C =mg — kvy] =

_ mg — (mg — kvg)e "™ mg MY\ ki/m
= o(t) = A = k+<’00 k)e .

c)

Ja, om parentesen framfor exponentialtermen dr 0 kommer hastigheten vara konstant.

Detta sker da vo = “Z.

15.73

Inséttning av x = 0 ger direkt, eftersom f(0) = 0, att f/(0) = 0.
fl(x)y=xz+2f(x)— | f(t)dt = [analysens huvudsats] =
0

= f'=1+2f'—-f = f"=2f' +f=1

Detta &r en andra ordningens, inhomogen, differentialekvation med konstanta koefficienter.
Alltsa kommer 16sningen ges av en homogen del, f;, och en partikularlésning, f,. Den
homogena losningen fas snabbt med den karakteristiska ekvationen, vilket ger f, =
(Axz + B)e®. For partikulérlgsningen observerar vi att hogerledet bara innehéaller en
konstant, varfor vi ansétter f, = ¢ = ¢ = 1. Detta ger den allménna lésningen

f(x) = (Az + B)e® + 1,

men den maste uppfylla vara begynnelsevillkor. f(0)=0 = B+1=0 — B = —1.
Alltsa ar

flz)=(Az—-1)e"+1 = f'(z)=(A+Az—-1)e" = f(0)=A-1=0 = A=1,

vilket ger oss 16sningen
fl@)=(x—1)e" + 1.
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15.74

Beteckna méngden kolmonoxid i luften efter ¢ min med y(¢). Médngden kolmonoxid
som tillférs rummet blir da 0,1 - 0,04 = 4/1000, eftersom 4% av dem 0,1 m?® som
andas ut dr kolmonoxid. Méngden kolmonoxid som lamnar rummet kommer da att
vara den totala andelen kolmonoxid per kubikmeter ganger den luft som dras ut, alltsa
y/1000 - 0,1 = y/10000. Sammanstéillt far man att fordndringen av méngden kolmonoxid
ar den tillférde minus det som forsvinner, alltsa

, 4 y o, L4
Y= 7000 10000 ¥ " 10000Y ~ 1000°
Denna kan losas med en integrerande faktor: pu(t) = e/10900  vilket ger oss
4
(et/10000, )7 _ 10Ooet/mooo /10000, _ 40 t/10000 | (r sy (4) — 404 Cle /10000,

Villkoret y(0) =0 = C = —40, och 0,01% = 0,0001, vilket betyder att grinsvirdet

overstigs niir /1000 = 0,0001 — y = %0.

40 — 40e~T/10000 _ 1% — —T/10000=355 __

— T = —100001n % = —100001n (0,9975) min.

15.75

Tangentens ekvation i en punkt z = a ges av

y=[f(a)(x —a) + f(a),

och vi vet enligt uppgiften att y =0, da z = 1/a.

0= @) —a) + f(a)

for bekviamlighetens skull déper jag om z till a (a &r ju en godtycklig punkt, sa det
spelar ingen roll vad vi kallar den). Detta &r en separabel ekvation.

daf 1 df 1 g _

d(f—x)+f=O:>—(x—E):f:> 7 xiidx:>

dx

X T
df 1 x 1
— f/zildx/ﬁ_ldx:»lnﬂ21n|1x2|+01:»

= <z <1l = f(x)= ez (1401 — p VI=a,Cr — 0 /] — g2,

dir C' # 0 av uppenbara skil (man delar med 0 annars).
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