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I detta dokument har jag samlat och Oversatt de flesta satser som ingar i
kursen Matematiksa Strukturer (FMANG5) fran kursboken Set Theory and Met-

ric Spaces skriven av Irving Kaplansky. Aven nagra satser utanfér kursboken
finns med.

Notera att detta inte ar allt som kursen innehaller.

Om du vill fa tillgang till ShareL.aTeX-dokumentet for att forbéattra det sa skriv
ett mail till tpil5aoh@student.lu.se sa 16ser vi det.

Alle beviser gives som en triviel gvning til lseseren.

/Albin Ohlsson

Kapitel 2

Sats 1. En uppraknelig union av uppréakneliga mangder &r uppraknelig.
Sats 2. Mangden av heltal ar uppriknelig.

Sats 3. Mangden av rationella tal &r uppraknelig.

Sats 4. Mangden av algebraiska tal ar uppraknelig.

Sats 5. Mangden av reella tal ar inte uppréaknelig.

Sats 6. For alla méngder A, finns det ingen funktion som avbildar A pa dess
potensméingd P(A).

Kapitel 4

Sats 26. For punkter a, b, c i ett metriskt rum sa géller

|D(a,c) — D(b,c)| < D(a,b)



Sats 27. En 6ppen boll i ett metriskt rum &r en 6ppen méangd.
Sats 28. 1 ett metriskt rum ar en union av 6ppna mangder 6ppen.
Sats 29. 1 ett metriskt rum &r ett dndligt snitt av 6ppna méngder Sppet.

Sats 30. En delméngd av ett metriskt rum &r 6ppet om och endast om det
gar att uttrycka som en union av 6ppna bollar.

Sats 31. En delméngd av ett metriskt rum ar 6ppet om och endast om det
innehaller, tillsammans med en punkt x, &ven en omgivning av .

Sats 82. Lat A vara en delméngd och z en punkt av ett metriskt rum. Da
finns en sekvens av element i A som konvergerar mot  om och endast om varje

S,(z) N A £ 0.

Sats 33. En delméngd av ett metriskt rum &r sluten om och endast om dess
komplement ar oppet.

Sats 84. Snittet av en samling av slutna méngder i ett metriskt rum &r slutet.
Sats 85. Unionen av dndligt manga slutna mangder &r sluten i ett metriskt rum.

Sats 36. Lat A vara en delméngd och z en punkt av ett metriskt rum. Foéljande
tre pastaenden ar ekvivalenta:

(a)  ligger i det slutna héljet A av A.

(b) Varje omgivning av x 6verlappar A.

(c) Det finns en {6ljd av element tillhérande A som konvergerar mot z.

Sats 87. Om x; — x och y; — y 1 ett metriskt rum, sa géller

D(xi,yi) = D(z,y).

Definition. Lat X och Y vara metriska rum, lat f vara en funktion fran X
till Y, lat ag vara en punkt i X, och kalla yo = f(x¢). Vi séger att f ar kon-
tinuerlig vid xy om f6ljande ar sant: For nagot € > 0 finns det § > 0 sa att
D(x,x¢) < 8§ implicerar D[f(z), yo] < €.

Sats 88. Lat X och Y vara metriska rum, lat f vara en funktion fran X till
Y, lat xy vara en punkt i X, och kalla yo = f(x¢). Da &r f kontinuerlig vid xg
om och endast om f6ljande ar sant: For nagon omgivning V' av yo finns det en
omgivning U av g med f(U) C V.

Sats 89. Lat X och Y vara metriska rum, lat f vara en funktion fran X till



Y, 1at z( vara en punkt i X, och kalla yo = f(z¢). Da ar f kontinuerlig om och
endast om foljande &ar sant: Néar en foljd z; av element av X konvergerar mot
xg, och y; = f(x;), sa konvergerar y; konvergerar mot yg.

Sats 40. Lat f vara en avbildning fran ett metriskt rum X till ett metriskt
rum Y. Da ar féljande pastaenden ekvivalenta:

(a) f ar kontinuerlig.

(b) Hela urbilden av en 6ppen méngd &r éppen dvs, for en en 6ppen méngd V
iY, f~1(V) éar en 6ppen delmingd av X.

(c) Hela urbilden av en sluten méngd &r sluten dvs, for en en sluten méngd G i
Y, f~YG) &r en sluten delmingd av X.

Sats 41. Lat f och g vara kontinuerliga funktioner fran ett metriskt rum X till
ett metriskt rum Y. Lat B vara méngden av alla z i X for vilka f(z) = g(x).
Da &r B en sluten delméngd av X.

Sats 42. Lat A vara en tdt delméngd av ett metriskt rum X, och lat f och
g vara kontinuerliga funktioner fran X till ett metriskt rum Y. Anta att f och
g sammanfaller pa A. Da sammanfaller de pa hela X.

Kapitel 5
Sats 43. Alla konvergenta foljder i ett metriskt rum dr Cauchyfoljder.

Sats 44. Om en Cauchyfoljd x; i ett metriskt rum har en delf6ljd som kon-
vergerar mot y, sa konvergerar hela foljden mot y.

Sats 45. Lat x1,x9,x3,... vara en Cauchyfoljd i ett metriskt rum. Da har
mangden z; dndlig diameter.

Sats 46. Lat x1,x9,x3,... vara en foljd av unika element i en kedja. Da finns
det antingen en delf6ljd som &r monotont véxande eller monotont avtagande.

Sats 47. Det metriska rummet bestaende av de reella talen &r fullstdndigt.

Sats 48. Lat A vara en sluten delméngd av ett fullstindigt metriskt rum. Da
ar A fullstdndigt.

Sats 49. Lat A vara en delméngd av ett metriskt rum M. Anta att A &r
fullstdndigt (i den medféljande metriken). Da &r A en sluten delméngd av M.

Sats 50. For ett metriskt rum M ar foljande tva pastaenden ekvivalenta:

(a) M &r fullstandigt.

(b) For nagon avtagande foljd A; D Ay D Az D ... av icke-tomma slutna
mangder med diametrar som gar mot noll, da galler NA; # .



Sats 51. En likformigt kontinuerlig funktion avbildar Cauchyféljder pa Cauchyfoljder.

Sats 52. Lat A vara en tit delméngd av det metriska rummet B. Lat F' vara
en likformigt kontinuerlig funktion fran A till ett fullstdndigt metriskt rum C.
Da har f en unik utvidgning till en kontinuerlig funktion fran B till C. Den
utokade funktionen ar likformigt kontinuerlig. Vidare, om f &r en isometri pa
A, sa ar den utdkade funktionen likvéal en isometri.

Sats 53. Lat Y och Z vara kompletteringar av ett metriskt rum X. Da finns
det en isometri av Y pa Z vilken &r identiteten pa X.

Sats 54. Gréansfunktionen av en likformigt konvergent f6ljd av kontinuerliga
funktioner &r ocksa kontinuerlig.

Sats 55. Lat X vara ett metriskt rum och Y ett fullstdndigt metriskt rum.
Da ar C(X,Y) ett fullstindigt metriskt rum.

Sats 56. Lat X vara ett metriskt rum, och fixera en punkt a i X. Tilldela varje
u € X den reellvarda funktionen f, : X — R given av f,(z) = D(u,x)—D(a, x).
Da ar avbildningen v — f,, en isometri av X till C'(X, R).

Sats 57. Alla metriska rum har en komplettering.

Sats 63. Lat x; vara en foljd av unika punkter i ett metriskt rum M. Kalla
den (oordnade) méngden av x;:n for A. Da géller det att for varje punkt som
ligger i det slutna holjet av A men inte i A att det finns en delfoljd av x; som
konvergerar mot x.

Sats 64. De foljande pastaendena ar ekvivalenta i ett metriskt rum:

(a) Varje foljd har en konvergent delfoljd.

(b) Varje odndlig méngd har en hopningspunkt.

Sats 65. Alla slutna intervall av de reella talen (dvs méngden av alla x {or
vilka det géller att a < x < b) &r kompakta.

Sats 66. En sluten delméngd av ett kompakt metriskt rum ar kompakt.
Sats 67. Alla kompakta metriska rum ar fullstindiga.

Sats 68. Ett kompakt metriskt rum M har dndlig diameter. Diametern uppfylls
av tva lampliga punkter i M.

Sats 69. En kontinuerlig reell funktion pa ett kompakt metriskt rum &r begransad
och antar sin 6vre och undre begransning.

Sats 71. Foljande pastaenden &r ekvivalenta for ett metriskt rum M:



(a) M ar kompakt.
(b) Om Fy D F» D F3 D ... ar en avtagande foljd av icke-tomma slutna méngder
i M, da galler NF; # 0.

Sats 72. Foljande pastaenden ar ekvivalenta for ett metriskt rum M:

(a) M &r kompakt.

(b) Alla 6ppna 6vertdckningar av M har en andlig delovertiackning.

(¢) Om en familj av slutna méngder Fy i M &r sadant att ett dndligt antal av
F;:n har ett icke-tomt snitt, sa ar NF; icke-tom.

Sats 73. Lat f vara en kontinuerlig funktion fran ett kompakt metriskt rum
X till ett metriskt rum Y. Da ar f likformigt kontinuerlig.
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Sats 77. Lat M vara ett komplett metriskt rum och lat f : M — M vara
en avbildning med féljande egenskap: det finns ett reellt tal k& < 1 sa att
D[f(z), f(y)] < kD(z,y) for alla z,y € M. Da har f en unik fixpunkt.

Sats 78. Lat A vara en ingenstans tat méangd i ett metriskt rum M och lat
U vara en icke-tom méngd i M. Da &r A disjunkt med nagon boll innehallen i
U.

Sats 79. Ett komplett metriskt rum ar av andra kategorin.

OVrigt

Huvudsats 1. Lat f: M — N vara kontinuerlig. Om K C M &r kompakt sa &r
f(K) C N ocksa kompakt.

Féljdsats. Om f : M — R &r kontinuerlig och K C M &r kompakt sa an-
tar f ett storsta och minsta virden pa K.

Huvudsats 8. Lat f : M — N vara kontinuerlig. Om M &r kompakt och f
ir bijektiv sa #r dven f~! kontinuerlig.

Huvudsats 4. Lat f : M — N vara kontinuerlig. Om S C M &r sam-
manhéngande sa dr f(S) C N ocksd sammanhéngande.

Huvudsats 5. Lat (My x Ma) vara det metriska produktrummet av (Mi,d;)
och (Ms,ds). Da géller att My x My ar kompakt om och endast om M; och Ms
ar bada kompakta.

Bevis: Notera att projektionen MiaxMs > (z1,22) — x; € M; (i = 1,2) &r
avstandsminskande och darmed kontinuerlig. S& m;(M; x My) = M; ar kom-
pakt for i = 1,2.



Antag att M; och My ar kompakta och 1at (2f,, /) vara en 6ljd i My x Mo.

n? n
Eftersom M; &r kompakt sa har 2, en konvergent delféljd 7, , lat oss siga att
x;,, — ' € My. Men M, &r ocksa kompakt sa x;; har en konvergent delfoljd
1 1

x, . Lat oss siga att x}’bh — z”. Vi ser att (z;lkL,:cnkL) ar en delfoljd av

L
(x),, ') och denna delféljden konvergerar mot (', z”). Alltsa ar M; x My kom-
pakt.

Definition. Vi séger att f : M &r Lipschitzkontinuerlig om det finns © > 0
sa att for all x,y € M: dn(f(x), f(y)) < Odpy(z,y).

Definition. Vi séger att f : M &r en isometri om dn(f(z), f(y)) = dm(z,y)
for alla z,y € M.

Banachs fixpunktssats. Lat (M, d) vara ett metriskt rum och antag att T :
M — M &ar en kontraktion.

Da har T en entydig fixpunkt a € M.

For en godtycklig startpunkt @ € M géller det att z,, = T"(xq) da n — oco.

Dessutom &r d(zy,a) < E’;_) d(x1,x0) fér n > 1 dar © < 1 &r Lipschitzkon-
stanten for T'.




