Sammanfattning Nanomatte

Oskar Darselius Berg

En sammanfattning som innehaller det mesta men inte allt. Inklusive aggressiva pastaenden och

oupptéackta fel.

1 Del 1, Fourier, Laplace och sant
3. Reella Fourierserier

Innan vi sétter igang, maste vi definiera massa integraler:

T/2 T/2
/ cos(nwot)dt = 0, 0T, / sin(nwot)dt = 0
—T/2 —-T/2

T/2 T/2
/ cos? (nwot)dt = T/2,/ sin® (nwot)dt = T/2
—-T/2 —T/2

T/2
/ cos(nwot)sin(mwot)dt = 0
—T/2

T/2
/ cos(nwot)cos(mwot)dt = 6, mT/2
—T/2

T/2
/ sin(nwot)sin(mwot)dt = 6, mT/2
—T/2

Sa nér det giller integral [I| &r de uppenbara. Bara rita upp dem.

Nér det géller integral ] sa har jag 16sningen hér

T/2 1 (T2
/ cos? (nwot)dt = 5 / cos(2nwot) + 1dt =

—T/2 —-T/2
1.1 T/2
5[2nw0 sin(2nwot) + tLT/z =
1 1 T T 1 T T
p— ] 2 —_— —_— — ] 2 — — =
5 (G Snreo ) + 5 = 5 —sin(2nwo ) + 5)
1 T
ity
2 2

Och sa har vi sinus.

T/2 1 (T2
/ sin? (nwot)dt = f/ cos(2nwot) — 1dt =
—7/2 2) 1)

1.1
5[2nw0 sin(2nwot) — t]T/2

-T/2




11 T T 1 T T
5 (G 0820 5) + 5 = 5o -cos(Znwo ) + )
T

=5

Nér det géller integral [3| &r den noll pga att den ena &r jamn och den andra ojamn.

Nir det géller [ si om m = n ges integral [3] medans annars kan man kolla pa den lite annorlun-
da sahir —

T/2
/ cos(nwot)cos(mwot)dt =

-T2
T/2 T/2
/ cos(nwot)dt/ cos(mwot)dt =
—T/2 —T/2
Om, oL 00, 0T
Vilket om m # n —
5m,06n,0 =0

Nu &r det ju bara integral [f] kvar. Om m = n fas[3] Annars kan man kolla pa den sahir —

T/2
/ sin(nwot)sin(mwot)dt =
-T/2

T/2 T/2
/ sin(nwot)dt/ sin(mwot)dt = 0
-T/2 -7/2



Ansats

f@) = % + i ancos(nwot) + bysin(nwot) (6)

n=1

dér ¢ € [-T/2,T/2] och wy = 2F. Denna serie méste vara konvergent (annars &r detta ganska onddigt,
eller hur?)

Lat mig multiplicera ekvation |§| med fiﬁ? cos(mwot)dt, for att fa fram a,, —

T/2 a T/2 T/2 T/2
/ cos(mwot)dt f(t) = 70/ cos(mwot dt+z an/ cos(nwot cos(mwot)dtern/ sin(nwot)cos(mwot)dt
—T/2 2 Jor)2 T/2 —T/2

Fran integral 3] [l och m = n ges

T/2 T
/ cos(nwot)dt f(t) = @57“0 + @nOn>0 = An—
—T/2 2 2

T/2
= —/ cos(nwot) f(t)dt

T/2

Nu ska vi fa fram b,,, dett gor vi genom att multiplicera med fTﬁQ sin(mwot)dt, —

T/2 an [T/2 T/2 T/2
/ sin(mwot)dt f (t) = ?0/ sin(mwot dt—i—Z an/ sin(mwot)cos(nwot)dt+by, / sin(mwot)sin(nwot)dt

—-T/2 —T/2 T/2 T/2
Frén integral och m = n ges
T/2 T
/ sin(nwot) f(t)dt = by0n>0—
/2 2
—
L
by, = —/ sin(nwot) f(t)dt
2 ) 12
Alltsa ges utvecklingskoefficienterna av :
T/2
= —/ cos(nwot) f(t)dt (7)
T/2
T/2
= —/ sin(nwot) f(t)dt (8)
T/2

Eftersom utvecklingskefficienterna ér beroende av funktionen, f(t), sigs det att

” Utvecklingskoefficienterna dr en avbildning pa f(t)”

Pga att f(t) = f(t + T) betyder detta att funktionen dr periodisk, dvs att den upprepar sig efter
periodtidens slut. Dvs Periodisk upprepning

Annat tips dr att vid berdkning anvinda symmetri vid berikning av integralerna.



4. Komplexa Fourierserier
Lat mig nu héirleda den komplexa Fourierserien
o0
Ft) =) cne'ment (9)
n=—oo

Hirledningen till denna &r lite skum, men den ser ut som f6ljande. Jag anvéinder mig av Eulers formler
1 nwot —inwot
cos(nwot) = 5(6 " +e %)

l(einwot _ efinwot)

2
Om jag sedan applicerar dessa pa den reella Fourierserien (ekvation @, ges ett langt uttryck, men lat
mig inleda med att endast kolla pa det inom summatecknet —

sin(nwot) =

iby,

5 e

—inwot) —

ancos(nwot) + bysin(nwot) = %(einwot 4 eminwoty _ On pinwot

an — ’Lb’ﬂ einwgt + an + ’Lb’ﬂ e—inwgt
2 2
Nu omdefinierar vi lite saker...

an—iby

Cp = St e, = anngbn

och co = %
Detta ger i den reella Fourierserien —
o0
£ = cot D cad ™! 4 o et
n=1
Nu kommer tricket, Y07 | ¢ €0t =372 ¢, e~ "ot Vilket ger den komplexa Fourierserien —

f(t)z Z cneinwot

n=—oo

Halleluja, detta var ju fint, men hur far vi fram ¢, ? Det finns 2 sétt
Alternativ 1

Berékna a,, och b, forst och utnytja sambandet

. a, — ib,
T2
Eller lite mer vackert uttryckt
an = 2Re(cy) (10)
by, = 2Im(cy,) (11)

Detta #r den bédsta metoden du da faktiskt ska rékna da symmetrier gor ofta att a,, eller b, = 0 och
dérfor blir det enklare rikning.

Alternativ 2



Om du multiplicerar béda sidor med [~ _e~"m=otdt —

0 o0 0
e—imwotdtf(t) — c / eznwote—imwotdt
/ 2 o)

- n=-—o00

Observera att hogersidan blir 0 férutom da m = n. Eftersom fallet da allt blir 0 &r ointressant, sdger
jagatt m=n —

) [eS)
/ efinwotdtf(t) =c, / 6inw0t67inwotdt

0o —o0
<~
[e%S) 0o
/ e—inwotdtf(t) =c, / einwote—inwotdt
—o00 —00
—
00 0o
/ e—inwotdtf(t) _ Cn/ einwote—inwotdt
—o00 —o00

Observera att den t € [T/2,-T/2] —

T/2 T/2
/ e motqrf(t) = cn/ eVdt

—T/2 -T/2
<~
T2
/ e mwotdt f(t) = ¢, T
—T/2
—
1 /T/2 - 12)
Cp = — e ot 12
T J_1/2

och med denna kan man ju berdkna c¢,. Det brukar dock bli jobbiga integraler.

5. Fourierspektrat

Ok, lite konventioner:

t kan oftast (i alla vara fall) tolkas som en tidsvariabel. Om vi har en funktion beroende av t séger vi
att den befinner sig i tidsdomé&nen. Utvecklingskoefficienterna beror ddremot pa wg och befinner sig
dérav i frekvensdoménen.

Talfoljden av Fourierkoefficienter, c,, befinner sig i frekvensdoménen och beskriver funktionens spekt-
rum. Eftersom n antar heltalsvirden séiger vi att vi har ett diskretspektrum i dessa fall, dven ként
som linjespektrum. Man kan sedan dela upp spektrat ytterliggare.

Amplitudspektrat, |c,|
Fasspektrat, arg(c,)



6. Alla exempel fran innan till nu

Hér tar jag alla exempel som har kommit sahér langt inklusive alla i kapitel 6.

Jag inleder pa sidan 5 nmd en gitarrstrang, som beskrivs av vagekvationen

82 2

Dér y dr avvikelsen fran 0:14get. Ndr man har en vagekvation ges alltid hastigheten som /1/K didr K
dr termen framfor den tidsberoende derivatan. Alltsa ges hastigheten av /7T/u. Bevis:

Ansats: y(z,t) = Aetho—wt

0? u 0%
2a2¥(™ 1) = Ty (@)
<~
(ik)y(a.1) = 5 (~iw)y(2.1) &
_k2 — EUJQ o = % o
Eftersomw:%”, %:fochk:%r —
2nf T
2r/A - Vw
<
T
v = )\f = ;

TA MOTHERFUCKING DA!

Tillbaka till sjélva diff-ekvationen (ekvation . Jag later gitarren ha liangden L. Detta ger rand-
villkoren

Randvillkor

y(ovt) = y(L7t) =0

Eftersom vi har noder i &ndarna. Nu behéver vi bara begynnelsevillkor. Kolla pa gitarren vid ¢ = 0 —

y(x,1=0)

Figur 1: Sahér ser gitarren ut da ¢t =0

Detta ger

Begynnelsevillkor



2Ax L

242 <y L

y(l’,O) = 2A(£—w) T 2
—r 5<ez2l

Kolla pa figuren ser du att det stimmer. Ok, eftersom detta inte &r en hérledning kommer foljande
del inte att vara logisk. Men vi ansétter

y(z,t) _ Bei(kxfwt) + Cefi(kaszt)

Dér B-delen gar at hoger och C delen ar vinster. Lat oss nu anvinda begynnelsevillkoren. Jag borjar
med ) )
y(0,t) = 0 > 0 = Be™ ™! 4 Cei@?)

< 0=B+C

B=-cC
Vilket ger — y(x,t) = B(e!ke—wt) _ gmilke—wt)) — B(eikr _ g=the)e=iwt — Bjsin(kx)e ™.

Om vi nu tar en paus och kollar pa
2iB

ser de inte sa fint ut.

Om
2iB=B —

y(z,t) = B'sin(kx — wt)e ™!

Lat mig nu kolla pa y(L,t) =0 —
0 = B'sin(kL)e™ ™" ++ 0 = B'sin(kL)

Om vi nu bara later B’ = 0 blir livet lite mindre firgglatt utan gitarr kring ligerelden sa vi struntar i
de fallet och far —

kL =7mn

YRS
nm
k=—
L

Jamen nu har vi ju en 16sning!

Dags for lite analys! Om vi nu kollar pa y(x,t) ges olika vagor vid olika n. Grundvagen (Ser ut
som en cos) ges du n =1, n = 2 ger en med en nod i mitten etc...

Vaglingden for n = 1 blir uppenbart 2L och allmént 2L /n.

Frekvensen blir da wy = 47/ L och allmént w,, = % =win



Nu kommer en ansats, alla vagor byggs upp som en summa av det specifika n:et och foregaende n —
. nm
y(z,0) = ;Snsm(fm)

dar
<
T

[V vl

L

2Ax

24z ()< g
y($70):{ 2A(£—z) L~

L 12 =

Hur ska vi hitta S,,?

Jo, genom och kolla pa bevisen ovan din dumme jivel. Nu pallar inte jag detta exempel ldngre, vidare
till nésta.

Dags for exemplet pa sida 10.

Vad blir Fourierkoefficienterna foér sagtandsfunktionen, f(t) = ¢, t € [—m,7]. Borja med att rita upp
funktionen, s& att du ser att den dr ojammn. Darfor vet du pa en gang att a, = 0. Nu ror vi oss vidare
till by,.

4 1 1 1
n=o- - tsin(nwot)dt = ;([—tn—wocos(nwot)]Lr + /7r n—wocos(nwot)dt) =

7. Nagra Egenskaper hos Fourierserier

1. Linjiritet
Om vi har f(t) = g(t) + h(t) dér g(¢) och h(t) har Fourierkoefficienterna CZ respektive C2 ges f(t):s
koefficient till Cf = C9 + CI.
Bevis:

o0

F) = 3 Clemot = () + h(t)

n=—oo

g(t)+h(t): Z Cﬁeinw0t+ Z Cgeinwgt

n=—oo n=—oo

Satt f(t) = g(t) + h(t) och TA DAAA

2. Om f(t) &r komplex har komplexkonjugatet Fourierkoefficientern c_,
Bevis:

oo

ft) = i cpe ™ot m - Z Toe—inwot

n=—o00 n=—o00
Lat m = —n
= 3 et
m=—o00

ochm=n—

3. f(t — to) har Fourierkoefficienten c, e~ "«0t
Bevis:



o0 o0

f(t): Z Cneinwot*)f(tfto): Z Cneinwotefinwoto

n=—oo n—=—oo

Detta &r tydligen beviset enligt anteckningar.

4. f(—t) har Fourierkoefficienten c_,,
Bevis:

f(—t): Z C_me—imwot

m=—0o0

m =n ger

f(—t)z i c,ne_i”““t

n=—oo

Detta ar ett annat sjukt skumt bevis.

8. En tillimpning: Virmeledningsekvationen

Efter en massa hérledning kommer man fram till virmeledningsekvationen.

0] 0?

Dér k &r en matrialkonstant. Nu ska vi syssla med en konkret exempel. Vi har en jarnstav med lingden
L och &ndarna har konstant en temperatur pa 0 grader. Andarna &r &ven virmeisolerade. Hur férédndras
temperaturen 7T'(z,t) med tiden?

Randvillkor
T(0,t) =T(L,t) =0
Eftersom jag har separerade derivator kan jag ansidtta —
T(z,t) =0(t)X ()
Jag stoppar in detta i virmeledningsekvationen (ekvation —

Eftersom varje sida beror pa olika variabler sa vet jag att

10'(t) _ X"(z)

EO(t)  X(x)

Dar a ar en konstant. Detta ger ekvationsystemet —

0’ (t) = kab(t)
X"(x) =aX(x)

Ansats for X (z):
X(x) = eV 4 e Var

Om vi nu kollar pa denna.

Om a > 0 — X(x) blir exponentiell. Detta kan inte vara losningen da randvillkoren inte uppfylls
i detta fall.



Om a < 0 — X(z) far en trigonometrisk losning, sin och cos alltsa. Detta dr nog losningen.
For att fa detta lite mer tydligare. b = —a —
X(z) = eV Jrﬂefi\/ém
Med hjéalp av Eulers formler ges
X (x) = Asin(vVbz) + Dcos(Vbz)

Nu kollar vi pa randvillkoren —

X(0)=0 (15)
X(L)=0 (16)
Ekvation I8 —
X0)=0+0=Ax0+Dx1
D=0
Sa X (z) = Asin(v/bx). Nu kollar vi pa ekvation [16{ —
X(L) =0 ¢+ 0 = Asin(vbz)
Nu finns tva losningar men det blir inget trevligt om A = 0 sa vi sétter A # 0. Detta ger
nm = VbL <
nw
b= —
Vb L
Detta ger 16sningen —
X(x) = Asin(%x) (17)

Varje virde pa n ger en losning.
0'(t) = kab(t) — 0(t) = Bpe FUE)’t

Eftersom virmeledningsekvationen ér linjar i T'(z,t) dr varje summa av dessa losningar ocksa en
16sning. Den allménna 16sningen kan da skrivas som —

T(a,) = 3 Xu(@)0(t) = Y cosin( T a)e HCE" (18)
dir ¢, = A, B,

12. Deltafunktionen

Speciell funktion. Ett exempel

y(z,0) = { 1/a, |t| < a/2

0, annars
Funktionen &r alltsa en spik med hojden 1/a och bredden a. Arean under detta maste vara 1, sa —

Egenskap 1

10



[ 0; S(t)dt = 1

Vidare géller [*_4(t)f(t)dt observera att ¢ € [—a/2,a/2] —
a/2 1 a/2 1 a/2
lim 2 f(t)dt = lim dt / F(t)dt

a—0 70‘/20, a—0 70‘/20, 70‘/2

Eftersom defentionen av deltafunktionen ges —

a/2
lim 1 x/ F(t)dt = £(0)

a—0 _a/2

Egenskap 2

Egenskap 3

[ st - arwi = s

15 Diffrentialekvationer
Sa vi har en masssa som hénger i en fjiader.

Ffm'ktion =—-Av= */\%

Ffjddersza:

dessa tva maste ju motsvara den totala kraften —

Fiot = Ffriktion + Ffjiider<—>

ma = f)\% —kx <~
0%z T

Ansats: X(t) = 5= [ X(w)e™!dw — ekvation

ma—2i /OO X(w)ei“tdw = —)\gi /00 X(w)ei‘“tdw — lfi /Oo X(w)ei‘“tdw RS
ot? 27 - Totom 27 J_o

— 00
Efter mycket om och men ges

1 oo

p et X (w)[=mw? + k + iw]dw = 0
™ —0o0

Lat F(w) = X (w)[—mw? + k + Xiw] —
1 o

o e“tF(w)dw =0

— 00

11



Detta dr ju bara den inversa fouriertransformen fran 0 — 0! f(w) = 0, vilket ger
X (w)[=mw? + k + Xiw] =0

Multiplicera med (—=X) —

mw?  k Niw
Xl -~ =0
kA
XW)w? - &~ L] =
(w)]w - mzw] 0

Wi = % och vi later 2/ = % ger
X (w)[w? — wg —i2Bw] =0

Nu har vi en andra gradens diffrentialekvation. mha pg-formeln ges nollstéllen da

w:wlgziﬁ:t\/wg—B?

Jaha, vad ska vi med detta till? Jo, omega dr en deltafunktion! —
X(w) =Ad(w —w1) + Bé(w — ws)

Se pa faan, nu har vi ju en Fouriertransform! Lat oss inverstransformera

X(t)= %/ X (w)e™tdt =

1 o0 . o0 )
Q—(A/ S(w — wy)e™tdt + B/ S(w — wo)e™tdt) =
™ — 00 —00

1 twyt iwat

2—(Ae 1 Be'?t) =

™
A, B

7 jtwat T Jiwat
271'6 + 27T6

wi = if + \/wg — % och wy = iff — \/wi — 2 ger —

X(t) _ eiﬁ(éeit\/wg—ﬂ’" + Ee—it\/w§—62)
2 2
Lat oss och dndra om lite till andra konstanter —
X(t) = Ce PteitVwi—F% | pe—Bte—ity/wi—p2

Alternativ 1 —

B = 0 <> Harmoniska svéngningar

Alternativ 2 —

B # 0 och 8 < wg «» Lite ddmpning

Alternativ 3 —

B # 0 och B8 > wpy <> Exponentiell ddmpning utan svingning

Drivande kraft

12



Fdrivande = FSIH(Qt)
Det blir enklare om vi tar en e-grej. Alltsa nu —

iQt
de'vande = Fe

Vilket ger —

0%z ox ;
Z 7 I Wi F 1Qt
Mo kx — A T + Fe
Som innan — | oo P
- X 2 _ 2_2' wt _ _ iQt
o (W)[w* — w§ — 2iPw]e™*dw —e
4
F iQt 1 F > 1917
— _27r( m2 )/_Ooé(w 2)e*dw —
2 F
X (w)[w? — wf — i28w] = (- —)5(w — Q)

Vinsterledet &r som forr.
Téank diff.-ekvationer i endimmen, den har l6sningen en homogenlosning + partikulédrlgsning!

X(w) =

W2 —wp — 2] T OmegeniGsningen

Som forr anvander vi inversfouriertransformen
1 [ ,
X(t) = —/ X (w)e®Mdw =
2r J_ o

F et
mw? — wg — 12w

Svéngingarnas Amplitud
F/m

X (1)) = —
w? —wj —12Bw

Denna amplitud &r som stoérst da ndmnaren har ett minimum. Detta sker da
w=Hy/wi —2B8(~wy , wo >> P)
Vi har en sakallad Resonans. Resonansfrekvensen ligger strax under egensvéngningsfrekvensen wyq

Vid resonansfrekvensen har vi amplituden

F/m
Xmaz e

Ju mindre ddmpning desto hogre central topp.

Tillampning kretsekvationer

13



Vi har en strém, j, en resistans, R, en spole med induktansen L och en kondensator med kapacitansen
C. Alla dessa ér seriekopplade, se sida 29 i hiftet.

Spéanningsfallet 6ver resistorn ges av

u, = Rj
Spanningsfallet 6ver spolen ges av
dj
— Li
T
Spéanningsfallet 6ver kondensatorn ges av
q
uc = 6

Gar vi ett varv genom kretsen ges da logiskt —

U— U, — U, —uc =0

e
. g q
—Rj—L= -2 =0
R e TS
Eftersomj:% —
dq d q
—~R— —L——%=0
P TR TN

w-c fat
0%z Oz
— = —kr —A\— F, rivande
" o T g T Hdrivand

Vi ser att de liknar varandra och da kan vi anviinda analogier fér att berikna detta! Analogierna vi
kommer anvinda &r

Lége +» Laddning
Hatighet <> Strom
Massa (rorelsetroghet) <+ induktans (stromtroghet)
Fjidderkonstant <> invers kapacitans (1/C)
Friktion <+ Resistans Kraft <> Spanning

Alltsa kan vi beskriva hela den elektriska kretsen med mekanisk analogi. Detta ska jag visa dr svinskont
da vi har en viixelstrém. Lat oss derivera en gang till [Just 4 fun]

ke ~ S A St A )
dt Rdt ez C 0 (20)
Vi antar vixelspadnning

u(t) = |u(w)|cos(wt) = Re(u(w)e™?)

Och vi antar att strommen svinger pa samma sétt

J(8) = [j(w)[cos(wt + )

14



Eftersom ekvation [20] 4r linjér och reell blandas ej real- och imaginirdelen — Vi kan rdkna komplext
och skita i imaginérdelen av svaret!

Insdttning av j och u ger pa samma séitt som med den harmoniska oscillator —

. u(w
jw) =
(@)= (R~ — = +iwL)j(w)
u(w) = e Tiwh)i(w
Impedanser

u(w) = (R — % +iwL)j(w)

Ser ju ut som Ohms lag fast med komplexa frekvensberoende resistanser.

dér Z(w) = R — 725 +iwL = 2z + 2 + 2¢ [Impedanser]

Dir vi tolkar seriekoppling mha impedanser. Om U (w) &r reell sa ér oftast j(w) komplext.
16. Sampling och diskret Fouriertransform
Nér man samplar, vilken samplingsperiod ska man vélja?

Ju fler ju béttre!

Hur manga maste man minst vélja for att det ska bli bra?
2 ggr frekvensperioden!
Lite mer matematiskt kan man séga:

|w| > 2w,

Frekvensen 2w, kallas Nyqvistfrekvensen.
Vad hidnder om man samplar for glest?
spoksignaler uppstar vid laga frekvenser!
Detta kallas Aliasing!

17. Laplacetransform
F(w) = / f(t)e wotdt
Funkar oftast bra for funktionern som slas pa vid ¢ = 0.

Om vi ténker oss en funktion dér dér f(¢) = 0 innan ¢t =0 —
0 .
Plw) = / Ft)e—iot s
— 00

I ménga fall konvergerar tyvérr inte integralen :(

Istéllet kan vi Laplacetransformera
oo

Fis)= [ fHe

0

dér s = o + iw observera att o > 0 och 0 € R

15



18. Laplacetransform av derivator och integraler

Derivator
F'( / f'(t)e *'dt = [Partialintegratioin]
[ st o [ e
—£(0) + sP(s)
L{f'(t)} — sF(s)

om f(0) =0 Med samma hérledning géller
L{F("()} — s*F (s)
om £(0) = £/(0) = 0
Integral

Samma logik kan anvindas pa integraler Lat ¢(t) vara en integrering av f(t)

1
Lo} = C(s)
om 1g(0) =0, vilket det ofta blir.

Alltsa far vi en enkel regel

Minnesregel
Derivata: xs
Integral: x%

Nu kan vi byta ut diff-ekvationer mot Laplace och fa allt jattemysigt!

2 Del 2, Maxwell

1. Forberedelse

ex €y e
axb=la ay a,

Dags for 2 rakneregler.
Rékneregel 1
(axb)-c=a-(bxc)
Rikneregel 2
x (b x ¢) =b(a-c)—c(ab)
Skalérfilt och vektorfilt

16



Ett skalarfalt dr ett falt ddar varje punkt beskrivs av ett tal. Ett vektorfalt ar ett falt dar varje punkt
ar en vektor istéllet.

Ex. Skalérfalt

Temperatur och Elektrisk potetial

Ex. Vektorfalt

Vattnets hastighet i en flod, elektriska och magnetiska filt

Nablaoperatorn, V

9 9 0
v_(%aaiyva)
VP=V.V

Detta kallas Laplace operator
V- (ac) = (Va+ V.) - (ac) =V, - (ac) + V.(ac)

Integraler

/ a-dr
Tas

Dér vi integrerar en linje mellan punkterna A och B. Ex: Om vektorfiiltet &ar en kraft ger linjeintegralen
arbetet att forflytta sig vigen mellan A och B.

7{ a-dr
Tas

Linjeintegral:

Specialfall:

Vilket betyder att ' &r en sluten kurva.

Ytintegral:

/a~dS
s

Ytan dr S. dS &r en svinliten del av ytan som pekar i en viss riktning, dvs en vektor.

Om a &r vattnets hastighet beskriver integralen flddet genom ytan S, da kan kallas integralen for
flodesintegralen och betecknas ofta som
/ / a-dS
s

/ a-dS
S(V)

Ytan S omsluter volymen V. Integralen beriknar flédet ut Volymen V.

/V ddV

Summerar de sma volymbitarna med dess skalér. ¢ ar alltsa ett skalirfilt. Tex dr ¢ laddningstétheten
kommer integralen ge laddningen.

Specialfall:

Volymintegral:

17



Integralsatser

ﬁadﬁiLWxay% (21)

/ a-dSz/V-adV (22)
S(V) v

2. Harledning av Maxwells ekvationer

Stokes sats

Gauss sats

Coulumbs Lag
Coulumbs lag:

q

Er)=e,———
(r)=e 4reqr?

Jag placerar en sfir kring laddningen och beriknar ytintegralen —

q
E(r)-dS = .- dS
/S (r) 4megr? /Se

Ytintegralen av en sfir &r 47r? —

q Py q

T

47T€07"2 €0
Se pa fan. Oberoende av radien! Detta &r ju ifs logiskt da det totala antalet filtlinjer ut fran en god-
tycklig sfar d&r oberoende av sfirens storlek.

Uppenbart giller féljande da vi inte har nagon laddning
/ E(r)-dS=0
5
Om vi nu gar tillbaka till den orginala integralen och ldgger till "en bulapa sfiaren ges

/SE(r)~dS:%

Eftersom bulan”inte bidrar med nagon extra laddning. Alltsa giller sambandet fér en godtycklig om-
slutande volym.

Sa vad hénder om vi har flera laddningar?
Jo, det logiska saklart.

Slatsats:
Ytintegralen méter laddningen inom den slutna volymen!

Laddningen ges av volymintegralen av laddningstatheten —

Q=/VpdV

(Kom ihag, laddningstéthet = laddning/Volym)
Kombinera detta med tidigare grejer —
1

/ E(r)-dS=— [ pdV
s o Jv

18



Detta uttrycket ar sjukt anvéindbart. Den kallas Gauss lag i integralform. Vi skriver om den mha

Gauss sats — )
/ V- -E(r)dV = —/ pdV
v €o Jv

Eftersom integralerna dr desamma kan man bara skriva —

V- E(r) = % (23)

Detta dr Gauss lag i diffrentialform
Magnetiska filtlinjer

Niér det giller magnetiska filt, notera foljande:

- Finns ingen magnetisk laddning — magnetiska filtllinjerna &r slutna kurvor!
- Vid slutna ytor &r alltid flodet = 0
Detta ger —

B-dSzOz/V-BdV
S(V) 1%

Dér den tredje delen kommer fran Gauss sats. Detta ger —
V-B=0 (24)
Alltsa, det finns inga magnetiska laddningar.
Faradays induktionslag
Om vi har en sluten slinga i rummet beskriven av kurvan I' séger lagen

_de
dt

u =inducerad spéanning, ® =Magnetiska flodet

<I>:/<I>~dS

S

u:% E - -dr
I(S)

% E-dr:—i/CILdS:— 8—B~dS
r(s) dt S Sat

Vi anvinder oss av den gode Stoke pa det vénstra ledet —

och

Dessa ger

B
9B s

/S(VXE)~dS:— 7

Ocksa samma grej som forut, vi har samma integral pa bada sidorna —

0B
E=——
V x T

Detta ar Faradays lag i diffrentialform

Amperes Lag
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Nu kollar vi pa magnetfiltet som skapas av en rak ledare

I
B=pug—
Ho 2rr

Magnetlinjerna bildar slutna cirklar som omsluter ledaren och vi har axial symmetri. Detta betyder
att om vi ser ledaren som en axel finns det lika mycket av kurva pa alla sidor. Som sagt —

B2m = pol

Vi kan nu resonera oss till — B2r = § B - dr Eftersom cirkeln &r detsamma 6verallt och parallellt

X R N circle
med integrationvigen.

Vi deformerar cirkeln och inser att det inte gor nagon skillnad for att magnetfiltet dr svagare ldngre
ut och starkare langre in. Ok, sa vi har:

% B.dr = /L()I
I'(s)

for varje kurva I'(S) som omsluter I Detta ger mha Stokes sats

/S(VXB)-dS

Observera foljande

I:/J~dS
s

/(VxB)-dS:,uO/J-dS
S S

VXB:,U,()J

Vilket ger

Aterigen ges

Maxwells Tilldgg

Ytan S omsluter laddningen ). Om denna laddning férdndras maste vi ha strom, alltsa —

_dQ _

=1
dt

Nu vill vi uttrycka strommen som stréomtéthet och laddningen som laddningstéthet

—i/ pdV = J-dS &
dt Jy S(V)

_/@:/ J-dS
v ot 5(V)

_/V(Z:/VW'MV

dp
VeIt o =0

mha Gauss sats —

och sa plockar vi bort integralerna
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Detta #r kontiutetsekvationen pa diffrentialform. Kontinuitetsekvationen uttrycker alltid att laddning-
en ar bevarad.

Om vi nu kollar pa Amperes lag och multiplicerar den med V —
V- (VxB)=puV-J«
(VxV) -B=puV?-J
V-J=0
Detta blir ju totalt knas! Den uppfyller inte kontinuitetsekvationen ténkte Maxwell. Sen gick han och

sov pa saken och bara adderade till en term, den sakallade forskjutningsstrommen. Da ges —

OE
VxB= M0J+M0€OE

Nu gor vi som forut och da ges efter manga steg...

OE
V- (VX B) = po(V- I+ poeoV - ) ¢
OE OE
NO(V'J"‘EOE) = po(V-J+eV- E)
Med hjilp av Gauss lag (V-E = £) ges da —
OE €0
no(V-J+e0 ) = po(V-I+ 250

ot €0 ot

0E ap

.J i B

Mo(v + €o ot ) Mo(v + at)

Genom detta tilligget blir kontinuitetsekvationen inbyged i Amperes lag! Vilket &r ju hur mysigt som

helst. Vad far detta for konsekvenser for teorin?

Har vi en tom rymd (dvs vakuum) — J = 0 men har vi ett elektriskt f&lt kan vi alstra ett mag-
netiskt filt, vi kan dven gora tvirtom, mha ett elektriskt félt alstra ett magnetiskt falt. Observera att
vi har en tidsderivata sa vi maste variera det ena filtet for att ge upphov till ett annat.

Sammanfattning av det vi har kommit fram till

OE
V x B = pod + poco—-

ot
0B
E=__=
v ot
V-B=0
P
VxE=—
€0

trin Notera symmetrin i ekvationerna. Symmetrin bryts av av det faktum att det inte finns nagra
magnetiska strommar och laddningar Nu pa integralform.

d
B'dI‘:,U,()I—FE(),U,Of/E'dS
(S) dt Js

d dd
j{ E-dr=—— [ B-dS=——
(s) dt Jg dt

/B-dS:O
s

1
/ E-dS:—/pdV:Q
S(V) o Jv €o
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3. Maxwell i vakuum
J = p =0 Detta ger

OE

VxB= HOE0 (=T

ot
oB
E=——
V x T
V-B=0
V-E=0
Observera ekvation 2. Dvs —
VXE= oB
ot
Kryssprodukt med V fran vénster —
oB
VX (VXE)=-Vx —
x (V x E) X

Enligt rdkneregel 2 [ax (bXxc)=b-(a-c)—c-(a-b) ] —

0B

<
V(V-E)—(V-V)E:—%VXB

Nu kan man ténka, varfor gor vi detta? Jo, Vi har ju ekvation 1 och 5 som vi kan gora nat med! Detta

ger —
0 OE

V(O) — VQE = —&MOFJOE <~
O’E

Denna ar sjukt viktig. Nu tar vi och kollar pa ekvation 1

OE
VxB= —
Ho€o o1
Kryssprodukt med nabla fran vénstser ger

OE
VX(VXB)ZMOE()VXEH

V(V . B) - (V . V)B = /J()&f()%v x E

Och nu uttnyttjar vi ekvation 2 och 3 —

0, 0B
0) - V’B = —(——
V0) = VB = pocog (=757) <
VB "B (26)
= E0———
Ho€o 12
Ekvation 25| och [26] éir ju vagekvationen! Isf borde ju
1
CcC =
NG
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Vilket stammer! Vi vet att B och E ror sig med de och ekvationerna dr ju identiska sa lat oss sétta
F = B = E och sa bevisar vi att hastigheten &r ¢ i endimension.

0’F O’F

Gz~ M0 G 27)
Betrakta F(z,t) = Fy(xz — ct) + Fa(z — ct) —

oF (x—ct) _,0(x—ct)
Oz =5 or B
0?Fy(x — ct) ,
oz N
OF (x —ct
l(at - —er;
O?Fy(z — ct) 9
i
PFy(x+ct) %
Ox? 2
O?Fy(x +ct
Qét2 ) — 62F2//
Eftersom F(x,t) = Fy(z — ct) + Fa(x — ct) —
82F(x,t) "
O?F(z,t
ai2 ) _ CZF((L‘,t)H

Vi stoppar in detta i ekvation 27| —

F(x,t)" = pogoc®F(x,t)"

>
1= M05002
<~
1
C =
Vv Ho€o

Tydligen &r detta ett bevis.
Fuck this. Tenta imorrn. Nu ska jag &ta.
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