
Föreläsning 4 - System och transformer

1 Repetition - Övning 3.8

Sp̊aret av en matris definieras som:

Tr(A) =
n∑
i=1

aii =
n∑
i=1

y · z = 0 y1 + y2 + . . .+ yn = 0
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⇒ A · y =
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Vi vill definiera när ett system kan ta emot input och leverera output ut-

an att systemet störs eller förstörs. Inre parametrar ska inte p̊averka outputen

olika, den ska bara bero p̊a inputen. Vi definierar ett systems stabilitet.

Ingenting i naturen kan växa obegränsat, t.ex. bakterietillväxt i en petrisk̊al

växer kraftigt och stannar sedan av när föda tar slut. Slutsats kan dras att

människor inte är onda men är orsaken till mammutars utrotning (typ).
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Föreläsning 4 - System och transformer

Spektralradie av matrisen A

σ(A) = max
1≤k≤n

Re(λk)

x(t) = c1S1e
λ1t+ . . .+ cnSne

λnt

σ(A) < 0⇒ x(t)→ 0

σ(A) > 0⇒ x(t)→ +∞

σ(A) = 0⇒6= 0

Om den sista termen börjar växa obegränsat s̊a blir p̊averkan fr̊an termerna

innan obetydliga.

Definition - Stabilitet för diagonaliserbart system ẋ = Ax

stabilit⇔ σ(A) < 0

neutraltstabilit⇔ σ(A) = 0

instabilit⇔ σ(A) > 0

O A ej är diagonaliserbar f̊ar vi ett polynom till ... och villkoren ändras.

Definition - Stabilitet för godtyckligt system ẋ = Ax

σ(A) < 0⇔ stabilt

σ(A) = 0⇔ stabiltellerinstabilt

σ(A) > 0⇔ instabilt

x(k) = c1S1λ
k
1 + . . .+ cnSnλ

k
n
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Föreläsning 4 - System och transformer

alla λ har |λ| < 1⇒ x(t)→ 0

n̊agra alla λ har |λ| > 1⇒ x(t)→∞

alla λ har |λ| = 1? begränsad

maxk|λk| ≥

1.1 Exempel 1


0 −1 0

1 0 0

0 0 −1

→ λk = −1,+i,−i

x(t) = c1e
−tS1 + c2e

itS2 + c3e
−itS3

Systemet är neutralt stabilt.

1.2 Exempel 2

A =


0 1 0

0 0 0

0 0 −1

→ λk = −1, 0(dubbelt)→



x1(t) = c2t+ c1

x2(t) = c2

x3(t) = c3e
−t

Systemet blir instabilt.

1.3 Exempel 3

A =


−1 −1 0

0 −1 0

0 0 0

→ λk = −1(dubbelt), 0→



x1(t) = (c1 + c2t)e−t

x2(t) = c2e
−t

x3(t) = c3

Systemet blir neutralt stabilt.
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Föreläsning 4 - System och transformer

2 Insignalstabilt


ẋ = Ax+B ·W (t)

y = Cx(t) +D ·W (t)

Ett system med begränsad insignal och begränsad utsignal. System som vi

vill använda i produkter ska vara insignalstabilt. Detta löser man genom att

bygga ihop de produkten med inre delar där de inre variablerna ger ett system

med dessa egenskaper.

Ẋ = AX + f(t) (1)

X(t) = Xh +Xp

Xh = eAtX0 eller Xh = c1S1e
λ1t + . . .+ cnSne

λnt
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Föreläsning 4 - System och transformer

Sats 4.5

a om ẋ = Ax och f är begränsad d̊a t ≥ t0, s̊a varje lösning till ekvation

1 begränsda d̊a t ≥ t0.

Bevis

ẋ+Ax = f

eAtẋ+ eAtAx = eAtf

d

dt

(
eAtx(t)

)
= eAtf

eAtx(t)− x(0) =
t∫

0

eAsf(s)ds

x(t) = e−Atx(0)0e−At
t∫

0

eAsf(s)ds

2.1 Exempel - övning 4.6

xp = teλtZ

ẋ = Ax+ eλtZ, z 6= 0, AZ = λZ

Insättning ger:

ẋp = eλtZ + λteλtZ = teλtλZ + eλtZ = teλtAZ + eλtZ

Axp + eλtZ = A
(
teλtZ

)
+ eλtZ

2.2 Exempel - övning 4.7

Om A är neutralt stabilt, s̊a finns ett egenvärde λ = iω med egenvektor Z.

Det ger insignalen:

f = eiωtZ
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Föreläsning 4 - System och transformer

som är begränsad. Partikulärlösning ges av

teiωtZ

vilket är en obegränsad funktion.

2.3 Fr̊aga

Om insignalen är av typen esT , sεC, när är x(t) av samma typ?

HÄNGDE ITNE RIKTIGT MED...

Sats 4.6

f(t) = estf

där f är en konstant vektor och S inte är ett egenvärde av A s̊a har

systemet ẋ = Ax+ f(t) följande partikulärlösning:

xp = (sI −A)−1fest

Bevis:

Stoppa in lösningen i ekvationen, blunda och hoppas att det löser sig.

Gör det inte det? Börja om.

Hoppas p̊a att xp(t) = Kest, hur ska vektorn K d̊a se ut för att det inte

ska bli fel?

sIKest = AKest + estf

⇔ (sI −A)K = F → K = (sI −A)−1f

Där K kallas för en resolvent matris.

Denna lösningen gäller när s inte är ett egenvärde.
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3 Resonans

A =

−0.1 −5

5 −0.1

 , λ1,2 = −0.1± i5

ẋ = Ax+

1

1

 eiωt

xp = (iω −A)−1

1

1

 eiωt
För ett radiosystem vill vi ha resonans för den frekvens som vi ställer in oss p̊a.

I ett mekaniskt system vill man inte ha resonans för d̊a kan det g̊a sönder.

4 Peer instruction

Hade jag försökt göra detta i Zimbabwe hade det inte fungerat. Men här g̊ar det,

s̊a vi gör det. S̊a istället för att smsa era flickvänner(eller godtycklig vän), s̊a

smsar ni mig.
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