Foreldasning 3 - System och transformer

1 Diagonalisering av matriser

Kan alla matriser diagonaliseras? Nej, det kan de inte.

Exempel:

T1 = 21 + 229,

= 9(t) = coet och i1 — x1 = 2eq€t.
LL:Q = T2
Integrerande faktor: ¢=*
—t. —t d, t
e 'r —e = @(6 x1) = 2¢o = x1(t) = (c1 + 2¢qt)e’.

Vi forsoker 16sa ekvationssystemet pa samma sétt som i kapitel 3, genom att

diagonalisera A.

1 2 1
A= har endast ett egenvirde A = 1 och egenvektorer x = s , S #

0 1 0

Matrisen gick inte att diagonalisera, men ekvationssystemet har d&nda en

16sning. Vi maste alltsa ldra oss att hantera icke diagonaliserbara matriser.

T = Ax
x(t) = eAtx 16ser differentialekvationen
z(0)=2=0

(A"

Detta bevisas med oéndliga summor i kapitel 5. > | =
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Sats 3.9 - Diagonaliserbar matris

A ar av typenn X n
= A ir diagonaliserbar (1)

alla egenvérden till A &r olika

Bevis (for n=3):
Vi ska visa att A har tre linjart oberoende egenvektorer. Till varje egenvérde
kan man vélja en egenvektor, sa lat oss bilda Q = a1S1 + a2Ss + a3S3, en
linjarkombination av dessa som &r lika med nollvektorn 0. Vi skall visa att det-

ta bara intréffar om koefficienterna ai, as, ag alla &r lika med noll.

Q=0:> (AlI—A)(/\zI—A)QZO

=4 a3()\1 — /\3)(/\2 — )\3)83 =0

Detta kraver att a3 = 0. P4 motsvarande sitt bevisas att d&ven aq, as ar noll.
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Det som alla studenter i varldshistoriens historia har haft stora problem
med dr omvandningen av sats 3.9.

Vad hinder om jag misslyckas med att hitta n-st olika
egenvirden?

Svar: Vi vet inte.

1. Matrisen kan vara diagonaliserbar &nda, ex. identitetsmatrisen har 1

egenvirde men n-st egenvektorer.

2. Behover inte vara diagonaliserbar, ex.

Kom ihag:
Olika egenvérden = diagonaliserbar.
Multipla egenvirden = inget kan faststillas.

< n st egenvektorer = ej diagonaliserbar.

1 0
Vissa matriser som till exempel kan diagonaliseras medan andra
0 1
1 2
som inte kan det, men de har dndd samma egenvirde och karak-
0 1
teristiska polynom!
Exempel
Lo6s ekvationen:
2 1
X = X
-1 2

Losning: det(AM — A) = (A —2)2 +1 & Ao =2=£1.

A1,2 dr inte reell, skillnad? Ingen. Fortsitt som vanligt.
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Eftersom matrisen ar pa formen 2 x 2 och vi har tva olika egenvéirden s& ar den

diagonaliserbar med egenvektorer

1
S1 = c, c#0

i
Notera att
AS; = \S; = AS| = XS,
Det vill sidga att:

_ 1

Sy =8; =

Dirmed ér x(t) = ¢TI + e~

For alla egenvektorer (speciellt komplexa) sa giiller att om S

Hr en egenvektor si #r Sp, = 57

Komponentvis fas:

x1(t) = e*(C cost 4 Dsint) och x5(t) = e* (D cost — C'sint)

2 Olika anviandbara matrisegenskaper

Sats 3.12

B=S"1AS = pB(A) = pa(A).
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Bevis:

pe(\) = det(\ — B) =
= det(\ — STTAS) =
=det(A\S'S — STTAS) =
= det(S™' (A — A)S) =
= det(S™ ! det(A — A) det(S) =

= pA()\).

Fo6ljdsatser:

n

det(4) = [T\ (2)

i=1

tr(A) ="\ (3)

i=1
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Ovning 3.6:
Az = Az = 7 ar egenvektor av (al 4+ bA), vad ar egenvirden?

(al +bA)z =alz+bAz = (a + bN)z.

Ovning 3.7 a)
Az =Xz = A%z = )\2%z
Bevis:
A%z = A(Az) = A(X2) = Mz = N2
Men detta fungerar inte a4t andra hallet om A &r en elak matris.

Ovning 3.7 b)

01 -1 01 -1
A=10 1 -2/, A*=1]0 1 o0
00 -1 00 1

0= S = (1,0,0)
A? har egenvirden 0,1 och egenviirden:

1= 5,=(1,1,0),53 = (—1,0,1)
0= 5, =(1,0,0)
A har egenvérden 0,1, —1 och egenvéirden: 1= S =(1,1,0)

—1= 83 =(0,1,1)

Ovning 3.8

Vi har en matris A sddan att A || =n |:| = A har (n—1) linjart oberoende

1 1

egenvektorer med egenvéarde noll.
Lat y vara en vektor sadan att:

y-z=0Det vill ségay; +y2+ ... +y, =0
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Jag har (n — 1) vektorer av den typ som uppfyller detta.
Jag vet inte vad Ay é&r, men jag vet att:
Ay =c1 X1 + o Xo + ...cpz = (Ay)z = yen,

Héar tappade han bort sig och bestdmde han sig for att A 4r symmetrisk.



