Forelasning 2 - System och Transformer,5 november 2014

1 Kapitel 2

1.1 E2

Tre hantverkare, en snickare en rérmokare och en elektriker ska utféra arbeten
pa varandras (och sina egna) hus. Vardet pa arbetet for respektive hus ska vara
lika med 10 dagsloner for d4garen av huset. Darmed behover inga pengar byta

hénder och arbetet ar wvitt.

Den forsta matrisen beskriver antalet timmar som l4ggs ner i varje hus av varje
hantverkare. Kolumn 1 &r snickaren, kolumn 2 ar rérmokaren och kolumn 3 &r
elektrikern. Rad 1 ar snickarens hus, rad 2 &r réormokarens hus och rad 3 &r

elektrikers hus.

3 2 4| |DLS DLS
3 3 2| |DLR| =10 |DLR
4 5 4| |DLE DLE
Fragan kan representera: A -z = 102 A(z) = 10(x)

Da blir detta ett egenvérdesproblem.

1.2 Egenvektorer och egenvirden

Vi har en kvadratisk matris A och en vektor z # 0 saddan att:

Az = Az

Sa kallas z for egenvektor till matrisen A med egenvirde .

Az = Mz = 0 Ger oss systemmatrisen: (A — \I)z = 0.
D& determinanten det(A — AI') = 0 sa har systemmatrisen losningar skilda fran

den triviala 16sningen z = 0.
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Vi definierar det karakteristiska polynomet Pj:
Py(A) =det(A—X)=0

M-Aes A-A])

Da kvadratmatrisen A &r n x n sa ar P, ett polynom av grad n

uttryckt i A. Enligt huvudsatsen har vi darfér n 16sningar.

Nér vi har bestamt egenvirden dar determinanten ar 0 sa loser vi:

1.3 Exempel 1

6 13 -6 A—13
— P\(A)=(A+3)(A—13) =36 =)A* —10A - 75

A =15 Ay =—bH

Summan av egenvérdena ar lika med diagonalen i avbildningsmatrisen.
Produkten av egenvirdena &r lika med determinanten av avbildningsma-

trisen.

A1 = 15 ger
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Ao = —5 ger

1.4 Exempel 2 - differensekvation

Tn+1 = *31'77, + 6yn
Ynt1 = 62y + 13y,

xo=1,y0 =23

z -3 6 x
y 6 13| |y
n+1 n
i) 1
Yo 23
x x
=A
Y Y
1 0
x _ A2 xT
Y Y
L 42 0
x xT
= An
Y Y
n 0
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a 1
=cC1 + c2
b 3
1 1
=7 + 2
23 3
Det ger oss att:
x 1
=A" |7 +
Y 3

n

Allmént om A &r en n x n-matris med n st linjart oberoende egenvektorer

(S1, ..., Sp) far vi differensekvationen:
X1 I
=A
xn :1777.
k41 k
Steg 1 skriv om:
T1
=S +...
Ty
0
Steg 2:
A
_ k
= Cl)\l S1+...
Ty
k

I a1
x'n. an
0
+ CTL STL
k
+ Cn)\nSn

Det intressanta ar att man kan gora motsvarande for en differentialekvation.
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2 Exponentialen av en matris

a1

A har n st linjart oberoende egenvektorer (Sy ... Sp).

AS1 =)\ 5
S AS—=SD, S'AS=D
AS, = \Sy,
A1 0
D= ’ S = S1 S, Sh
0 An

Dér S &r inverterbar Detta ger oss:
STIX =S571AX
ST'X =8 'ASST'X =DS'X =DZ
Z=8"'X
Z=DZ
Den sista ekvationen kan da delas upp i:

Zv=M7

Loésningarna blir da:

21 (t) = 21(0)eM?

2p(t) = 2, (0)eM?
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Vidare far vi att

Expontentialen av en matris

X(t) = 1 eMtSy + . epeMts,

X(t) = e X(0)

X n e nn

x A"t
=20 — =X
=0 n. "0 n

(n—1)!

ZAntnln_AZAnltnl (m =n_1)=AiW”:A.eAt

For att invertera en 2x2-matris snabbt:
S fr—
c d

Om vi vet att deteminanten for matrisen &r skild fran noll kan vi sidga att:

1 d —b

—1 _
5= det(S)
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2.1 Exempel

X, -3 6| X X, 0
= (()) —
X, 6 13| | X» X, 1
X, 0 1 -3
(O) = = + c2
X, 1 3 1
_ 3 _1
“T10 2710

Da kan vi, med tidigare hirledd formel, rdkna ut exponentialen:

3 1 1 |3
X(t) _ E615t + Toe 5t
3 1
X (t :i 15¢ -5t X (t :i 915t —5t
()= 5 (=) Xa(t) = 15 (01 + )
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2.2 Exempel

. 4
X = AX + X(0) =
—4 2
1
)\1 :15,51 =C
3
A—
-3
)\2:75,5210
1

Z=8"1Xx Z=8"1XASS'X + 5!

—4
. -1
Z =DZ+
-1
Zy =152y — 1= Zy(t) = 1£00e'
22 =-57y—1— Zg(t) = %00[26_575
14et5t + 1 —1 — 475
Z(t)=——1- Zyt)=—"
1(?) I5 2(t) z

For att invertera en 2x2-matris s& ser man forst att den gér att invertera om
determinanten dr 0. Max skriver ner nagot
For att berdkna exponentialen till en icke-homogen matris sé far anvinds

den hirledda formeln + en partikularlésningen likt ovan. Ingenting dr underst,
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jag la allting overst = Ingenting dr svart, allting dr ldtt - Koppling fran Mamma
Mu Om man skriver kommunikation pa tavlan, sa ldser ni bara krummelurer,

det &r lite paradoxalt, eller hur?
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