Sammanfattning 19

Kvadratiska former
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Ex. 1: f(z1, %9, 23) = 2} + 62129 + 8913 + T3 ér en kvadratisk form, men inte 23 — .

f(x1, 29, 23) = (x1,29,23) [ O O 8 zo | =xTAx=xT[ 3 0 4 | x = xTKx,
007 x3 0 47

dvs kvadratiska former kan skrivas i matrisform, entydigt om matrisen ar symmetrisk.

Definition: En kvadratisk form kallas (a) Positiv definit om x”Kx > 0 for alla x # 0,
(b) Positiv semidefinit om x” Kx > 0 och likheten giller fér nigon x # 0, (c) Negativ
definit, (d) Negativ semidefinit pa motsvarande siitt och (e) Indefinit om x? Kx viix-
lar tecken.

Ex. 2: Klassificera formen f(z1, ) = 1027 — 42,29 + T2 = x* ( _18 _3 ) b's

1 1 2
Metod 1: Spektralsatsen. det(A\/ — K) = (A — 6)(A — 11), Q = 7 ( 5 _1 ) och
g 1(1) ) Det blir: xTKx = x'QQTKQQ"x = y"Dy, dir y = QTx ir
nya koordinater i planet. I de nya koordinaterna ar f(yy,vs) = 6y> + 11y3 > 0 och f =0
endast om y; = 0 = y, dvs endast om x; = 0 = x5, ty det(Q) # 0. Dirmed ar f positiv

definit. Vi sdger att Q diagonaliserar f.
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Metod 2: Kvadratkomplettering. leO(:L’f—g:cle)—i—?x% = 10(($1—55L’2)2—2—55L’3)+75L’3,
1 33
dvs f=10(z; — 61’2)2 + Ex% Vi har att f > 0 och att f = 0 endast om zy = 0 och

1
T — 5:52 =0, dvs endast om x; = 0 = z5. Darmed &r f positiv definit.

Kvadratkomplettering:

(1) Gruppera alla termer med x;  (2) Bryt ut koefficienten pa z?
(3) Kvadratkomplettera x; (4) Forstatt med xs.

Ex. 3: f(x1,x2) = 102} — 42125 + T2 = 10(x; — 132)* + 2a3.

Kvadratkomplettering genererar en ny koordinattransformation z = Rx, i detta fall:

1 1

zZ1 = ZEl—gZL'Q o 1 -3 . T T 10 0 T pT

s = 1 ochF\’—<O 1),f—x Kx =z ( 0 % z=x" R"D;Rx.
=K

Sidestep: Den positiv definita matrisen K kan skrivas som K = LLT dir L = RT\/D; ir
en vanstertriangular matris. Detta kallas Choleskyfaktorisering.

].01‘1—21‘2 = YN
—2x1 +Txyg = 1Yo

10 -2 xTq . Y1 [2}::[2}+%[1] 10 —2 xTq .
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med Gausselimination. Losning;:
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Ex. 4: Los systemet {
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Sats: Om K ir symmetrisk och inverterbar, faktorisering R{ D; R, via kvadratkomplette-
ring och R'{DQRQ via Gausselimination ar likadana, diar Ry, Ry dr hogertriangulira matri-
ser med pivaelement 1. Bevis: K = RI'D\R; = R D,R, dvs D, (R, )TRI'D, = RyR, .
Vinsterledet dr en vinstertrianguldr matris och hégerleden dr hogertriangulir med ettor
i diagonalen, dvs R,R,~! = I och diirmed R, = Ri, Dy = D;.

) 10 =2 \ ¢1=10 1 — R=[2]+20)=10 [ 1 —L1\ &=3 /1 —%
Ex.5.<_2 7)—>(_2 ) — (O §)4 0 3
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Ex. 6: Studera f = xTKx,dir K= 1 2 3 |.Metod 1: Diagonalisera (Ovn 6.29)
3 3 20
A =1, Ay =2, A3 = 21, dvs positiv definit. Metod 2: Kvadratkomplettering.
[ =2(2% + 179 + 37123) + 275 + 6x973 + 2075 =
2((z14 2o+ 323)? — (22£388)2) 4222 + 62003+ 2023 = 2(zq + 228223 )2 4 30524 3o+ 2wl =
2wy + L2382 4 (102 4 2mows) + Had = 2(wy 4+ L2E33)2 4 3 (g, + 23)% + 1443,
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Koordinatbytet ges av z=Rx,dir R=| 0 1 1 |.Samma R ger Gausselimination:
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Sats 7.4 (Sylvesters tréghetslag): Om en kvadratisk form f = x” Kx kan diagonalise-
ras dels med transformationen x = Sx, dels med x = S'%X’, dvs x!' Kx = x'Dx = £TD'X/,
sd har D, D’ lika manga positiva (negativa) diagonalelement.

Sats 7.6: Givet en symmetrisk och reell matris K och ett reellt tal o, da &r antalet egen-
virden av K som &r storre (resp mindre) dn o lika med antalet positiva (resp negativa)
pivaelement vid Gausselimination av K — o/.
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Ex. 7: Hur manga egenviarden har | 1 2
3 3
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3 ]110< A< 4? Losning:
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- s AT A L
o 1 3| —110 1 =3 — | 0 1 1 |].Sahar K tva egenvirden
o 3 % 0 0 34 0 0 1

som dr < 4 och ett som dr > 4. Fallet 0 = 0 har vi redan gjort, K dr positiv definit och
alla pivaelement &r positiva. Svar: K har 2 egenvérden i [0, 4].



