Sammanfattning 18

Linjar algebra — Symmetriska matriser
Vi beskriver n—dimensionella vektorer med kolonnmatriser och skalarprodukten som
x-y=xTy =zy; + -+ + 2,y,. Speciellt blir x| = v/xTx.

Definition x #r vinkelriit mot y om x?y = 0. Vi skriver x L y.

Sats (Pythagoras): x L y = |x+y|?> = |x|>+ |y|*> Bevis: [x +y|? = (x +y) T (x+y) =
X+ [y [? + xTy + yTx =[x + |y 2

Ex. 1 Projektioner:

X
Given en enhetsvektor n, dvs nn = 1, kan alla (icke- X +
noll) vektorer entydigt delas upp i tva komposanter,

X = x| + x1, dir x| = kn. Bestdm k. Losning;: X|

f
0=n"x, =n"(x—x)) = n"x—kn"n, dvs .
T

Avbildningen x — P(x) = x kallas projektion pa n. For varje x giller att P(x) = nn' x,
dvs [P = nn” .

P? = P ty P? = nn"nn” = nn" = P.

P har egenvirden 0 och 1 ty P(x.) = P(x — P(x)) = P(x) — P(x) = 0 och P(n) = n.

Ex. 2 Spegling:
S(x) =x. — x| =x —2x) = x — 2P(x), dvs Xl 4
S=1—-2P=1—2nn". n .
S2=(1—-2P)(I —2P) =1 —2P — 2P + 4P? = |, dvs

S #r sin egen invers. NG X1

Sats: S = ST. : S(x)
Bevis: ST = (I —2nn")T = | —2(n")Tn" = S. —X||v

Definition: Matrisen Q #r ortogonal om QT Q =/, dvs Q7! = Q7.

Ex. 3: S ir ortogonal ty SS =1 = STS.

Sats: Lat g;, ¢ = 1,--- ,n vara kolonnerna i en ortogonal matris, dvs @ = (g1, g2, , Gn)-

(a) Kolonnerna i Q motsvarar ortonormerade vektorer. (b) / kan skrivas som en summa
av ortogonala projektioner lings enhetsvektorerna g;.

Bevis: (a) QTQ =1, dvs q'¢q; =1 och gl'q; =0 for i # j. (b) QQT = qiq] + q2q3 +
-+ qngr = 1, dér 9,97 9:97 = qiq] och giq] q;q] =0, fori # ;.
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Ex. 4: ArA=| 1 2 2 | ortogonal? Svar: Nej ty q/ ¢; = 9, nen Q = §A ar det.
2 1 =2

Sats 6.9: A reell och symmetrisk samt Az = Az, z # 0 = A\ € R. Bevis: Az = Az =
AZ = \7 = Az. Diarmed z" Az = A\z"Z. Ocksa (Az)"z = 2T ATz = 2T A7 = A\z"Z. Eftersom
7Tz = |z|*> # 0, sa &r A = \. Notera att eftersom A och \ ir reella, si kan egenvektorn z

véljas reell.



Sats 6.10: Om A &r reell och symmetrisk sa &ar alla reella egenvektorer tillhérande olika
egenviirden ortogonala. Bevis: Ta X # p och Az = Az, Av = pv. Sa ér puzlv = zTAv =
(AT2)Tv = (A2)Tv = AzTv. N £ u= zTv =0.

Sats 6.11 (Spektralsatsen): Om A &r reell och symmetrisk sa finns det en ortogonal-
matris @ som diagonaliserar A, dvs Q'AQ = QTAQ = D. Beviset ir littast om alla
egenvirden #r olika. I sa fall 4r A diagonaliserbar och S dr ortogonal pga Sats 6.10.

Omviint si innebir det att [A = QDQT = \1q1q] + \agagl + -+ \gnq? |.
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Ex. 5: Finn @ som diagonaliserar A= | —4 7 4
8 41

Lésning: det(A — A) = (A — 9)?(\ +9), dvs egenviirden dr A\; = Xy = 9, A\3 = —9. Ur
(91 — A)z = 0 fas 2z; + z5 — 223 = 0. Tva egenvektorer ligger i denna plan och den tredje
ligger langs normalen pga Sats 6.10, dvs g3 = %(1, 1,—2)T. Alla vektorer i planet duger
som egenvektorer, vi viljer g; = 3(1,2,2)" och dérmed blir g, = g3 x g = 5(2,-2,1)7.




