Sammanfattning 17

Ensidig Laplacetransform:
Definition: (L;)f = L(0f) = / e * f(t)dt. Ensidig Laplace motsvarar "vanlig” Laplace

0
av 6f. Obs! I manga bocker och tillimpningar, kallar man den ensidiga Laplacetransfor-
men for "Laplacetransform” och den andra kallas foér "dubbelsidig Laplacetransform”.

Ex. 1: £;f = L(0f)
Of) =0(t)f +df(t)

L(Of) = f(0)d) = |sLef — f(0) = Lo f'], ty
0(t)f"+6(0).

Sats: £;f™ = s"L;f — sV F0) — s VfF(0) — - — sfOD(0) — f7D(0).

Bevis: Anvind distributionsderivatan av 6 f (som i Ex. 1) upprepade ganger:

Of) =0@)f +0f(0) =00)f"+6f(0)+ ¢ f(0) och pa samma sétt blir det

)™ = 9(t)f™ + §F=D0) + &' f™=2(0) + -+ + 62D f(0) + 6V £(0). Ta sedan
(vanlig) Laplacetransform av sista ekvationen.

t
Ex. 2: 1 Ovn 10.7 visade vi att 0f ® 6g = 6(t) / f(t — 1)g(7)dr. Detta, tillsammans
0

t
med faltningsatsen (for vanlig Laplace) ger | £; (/ ft— T)g(T)dT) =Lif - Lrg].
0

Ensidig Laplacetransform och begynnelsevirdesproblem:

Ex. 3: Los y"(t)+2y/(t)+2y(t) = 1, t > 0, med begynnelsevillkor y(0) = 1 och /(0) = —2.
I) Ledvismultiplikation med 0 ger 0y” + 20y’ + 20y(t) = 6.

IT) Laplacetransform av ekvationen ger: L(0y") + 2L(0y’) + 2L(0y) = L(0), dvs

1
Lry"+ 2Ly + 2Ly = — = (s"Lry = sy(0) =y (0)) + 2(sLry — y(0)) + 2Ly =
I1I) Sitt in begynnelsevillkor och 16s for 2Ly = Y (s): (s*+25+2)Y —s—(—=2)—2 = 1/s,
s+1/s 1 s+1 3
dvs Y(s) = ————— = — - ty Oy kausal.
WY = e T % T T 21 1)) ) > 0ty by kausa

1 1
IV) Inverstransformera: (t) y(t) = 50(1&) + 56_t cost O(t) — ge_t sint 0(t), dvs

Cnl»—t

1 1 3
y(t) = 5 + §e_t cost — §e_t sint, ¢ > 0|. Man kan dubbelkolla svaret genom att konsta-

tera att begynnelsevillkoren stimmer 6verens med l6sningen.

LT T T +4wy . v .| O = O+ 40z,
Ex. 4: Los { By = I — 2 ;21(0) = 1 = 29(0), ¢ > 0. Losning: { Oiy = Oz, — 200, °
) sXi(s) —a(0) = Xu(s) +4Xa(s) _ _
Laplace. { SXQ(S) . I’Q(O) _ X ( ) (S) ) dar Xl(S)—L[ffl, XQ(S)—L[.TQ,
8 8/5 _ 3/5

{ (S — 1)X1 — 4X2 =1 dvs Xl - % = 3/2 34{37 §R(5) > 2 ‘

X1+ (s+2)Xp = 17 Xo = oy = Gt Rs)>2

" e O(t) 21(t) = (B — 2e730)0(t
Déarmed ar 16sningen { 98 xigt; B Ege% 4 ge_gtgﬁgt;

5 5



Beriikning av ¢*' och Laplacetransform:

Sats 14.20 L(e*0) = (sl — A)7!, dir R(s) > o(A). Bevis :

L(e*0) = / et eMdt = / eI = —(s1 = A)THE = (sI —A) 7L ty R(s) > o(A)

0 0
och hela exponentialen — 0 da t — oo pga negativ realdel i exponenten.

1 4
1 =2

1 s—2 4 A e
52+s+6< 1 3_1)—5< 1 7 2 ), R(s) > 2. Inverse Laplace:

1 o | -3t o _ -3t
AMO(t) = - ( A e At - ) 0(t). Pga ID-satsen blir det

Ex. 5: Bestim e for A = . Losning: £;(e™) = (sl — A)™! =

5 €2t _ e—3t th _'_ 46—3t
eAt B 1 < 462t +673t 4(6225 _ 67315) )

Faltningsekvationer.

t
Ovn 14.53: Finn g(t) sadan att ¢ = / cos2(t — 1) g(r)dr, t > 0.
0

t
to(t) = Q(t)/ cos2(t — 7)g(7)dT = O cos2t®0g, dvs Lt = L(t0) = % = L(cos2t)-L;g.
0

S
244 1 4
Diitmed, £1g = = = =+ = och 8(t)g(t) = 6(t)(1+ 262), dvs[g(t) = 1+ 262, £ > 0.
S S S

s ) 11 2\ (-2 0 x .
Ovn 14.46 Los ( 5 9 ) ( y ) = ( s ) ( y ), med begynnelsevillkor

z(0) =0, y(0) = 1.

Losning: Eftersom matrisen i VL ar ej inverterbar, kan man inte ta den ldtta vigen.
Notera att [2] — 2[1] ger 0 = x — y, dvs att hela tiden maste l6sningen vara sadan att
x(t) = y(t). Eftersom begynnelsevillkoren inte uppfyller denna ekvation, sa saknas 16s-
ningen.




