
Föreläsning 13 - System och Transformer - 3 december 2014

Övning 13.12 hittas i övningar kapitel 13.

Sats 13.3

f œ L
1

∆

Y
__]

__[

a) f̂(Ê) är kontinuerlig och bergänsad.

b) f̂(Ê) æ
ÊæŒ

0

Bevis:

a)
---f̂(Ê)

--- Æ
Œ⁄

≠Œ

--e≠iÊtf(t)
--dt Æ

Œ⁄

≠Œ

|f(t)|dt Æ ÎfÎ.

b)Se s.266, successiv approximation via trappfunktioner.

Notera:

Om Dnf œ L
1

, s̊a är F(Dnf) = (iÊ)nf̂(Ê) begränsad.

Därmed
---f̂(Ê)

--- Æ C

|Ê|n
.
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Fouriers inversionsformel

Fouriers inversionsformel.

f œ L
1

∆ f(t) = 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

f̂(Ê)eiÊtdÊ

Notera: inversionsformeln och tabellen, läs tabellen i omvänd ordning.

Bevis s.266-267. D̊a f œ L
1

allts̊a d̊a
Œ⁄

≠Œ

|f(t)|dt < Œ

I s̊a fall är
---f̂(w)

--- begränsad, kontinuerlig och

f̂(Ê) æ d̊a |Ê| æ Œ

Om

f(t) Fæ f̂(Ê) Fæ 2fif(≠t)

(F ) ˆf(Ê) =
Œ⁄

≠Œ

e≠iÊtf̂dÊ

= 2/pi
1
fi

Œ⁄

≠Œ

eiÊ(≠t)f̂(w)

Exempel 1

F
1

e≠|t|
2

= 2
1 + Ê2

∆ 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

2eiÊt

1 + Ê2

dÊ = e≠|t|

Notera att:

f(t) Fæ f̂(Ê) Fæ 2fif(≠t)
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Föreläsning 13 - System och Transformer - 3 december 2014

eftersom (m.h.a inversionsformeln)
Œ⁄

≠Œ

e≠iÊtf̂(Ê)dÊ = 2fi · 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

eiÊ(≠t)f̂(Ê)dÊ = 2fif(≠t)

S̊a om man läser tabellen åt andra h̊allet, byter t æ ≠t och multiplicerar med

2fi s̊a är även detta en Fouriertransform.

Exempel 2

Bestäm

F
3

sin t

t

4

Se tabellen

◊(t + 1) ≠ ◊(t ≠ 1) Fæ 2sin Ê

Ê
Fæ 2fi (◊(1 ≠ t) ≠ ◊(≠1 ≠ t))

Allts̊a

F
3

sin t

t

4
= fi (◊(Ê + 1) ≠ ◊(Ê ≠ 1))

Exempel 3

Finn en Fouriertransformerbar lösning till

yÕ + y = e≠2t◊(t) = e≠2t◊(2t)

Transformera ekvationen: (regel 16 och skalning)

(1 + iÊ)ŷ = 1
2

1
1 + i(Ê/2 = 1

2 + iÊ

Allts̊a

y(t) = F≠1

3
1

(1 + iÊ)(2 + iÊ)

4
F≠1

3
1

1 + iÊ
≠ 1

2 + iÊ

4
= e≠t◊(t) ≠ e≠2t◊(2t)

=
!
e≠t ≠ e≠2t◊(2t)

"
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Sats 13.5 Faltningssatsen

F(f ú g) = F (f) · F (g)

f ú g = f ≠1 (F(f) · F(g)1

Exempel 4

Y
__]

__[

f(t) = e≠t◊(t)

g(t) = e≠t◊(t)

Beräkna f ú g æ

Œ⁄

≠Œ

e≠(t≠·)◊(t ≠ ·)e≠2· ◊(·)d· =
Œ⁄

0

e≠(t≠·)e≠2· ◊(t≠· d· = ◊(t)
t⁄

0

e≠(t≠2)e≠2· d·

= ◊(t)e≠t

t⁄

0

e≠· d· = ◊(t)e≠t
#
e≠·

$t

0

= ◊(t)e≠t
!
1 ≠ e≠t

"
f≠1

3
1

1 + iÊ
· 1

2 + iÊ

4
= f≠1

3
1

1 + iÊ
≠ 1

2 + iÊ

4
= e≠t◊(t) ≠ e≠2t◊(t)

g(t) = e≠2t◊2t
fæ n

Parsevals formel

Om f, g œ L2 dvs
Œ⁄

≠Œ

|f |dt < Œ

≠
Œ⁄

≠Œ

f(t)g(t)dt = 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

f̂(Ê) ˆg(Ê)dÊ =
Œ⁄

≠Œ

f(t) 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

eiÊtĝ(Ê)dÊdt =
Œ⁄

≠Œ

1
2fi

Œ⁄

≠Œ

f(t)eiÊtdtĝ(Ê)dÊ = 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

f(Ê)ĝ(Ê)dÊ

Specialfall f = g:
Œ⁄

≠Œ

|f(t)|2dt = 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

---f̂(Ê)
---
2

dÊ
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Œ⁄

≠Œ

|f |dt < Œ

Exempel - Parseval

Œ⁄

0

e≠t sin t

t
dt =

Œ⁄

≠Œ

e≠t◊(t)¸ ˚˙ ˝
f(t)

sin t

t¸˚˙˝
g(t)

dt

= 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

1
1 + iÊ

fi [◊(Ê01) ≠ ◊(Ê ≠ 1)] dÊ

= 1
2

1⁄

≠1

1
1 ≠ iÊ

dÊ = 1
2

1⁄

≠1

1 + iÊ

1 + Ê2

dÊ = 1
2

1⁄

≠1

1
1 + Ê2

dÊ0i
1
2

1⁄

≠1

Ê

1 + Ê2

dÊ

= 1
2 [arctan(1) ≠ arctan(≠1)] = fi

4

F

3
2sin t

t

4
= 2fi [◊(≠t + 1) ≠ ◊(≠1 ≠ 1)] = 2fi [◊(t + 1) ≠ ◊(t ≠ 1)]
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Fourier & distributioner

Œ⁄

≠Œ

f(t)g(t)dt = 1
2fi

Œ⁄

≠Œ

f̂(Ê)ĝ(Ê)dÊ =

=

Y
_______]

_______[

f̂(Ê) = „(Ê)

wfif(≠t) =
Œs

≠Œ
e≠iÊt„(Ê)dÊ = „̂(≠t)

f(t) = 1

2fi
ˆ„(t)

=

=
Œ⁄

≠Œ

distribution˙˝¸˚
g(t) ˆ„(t)¸˚˙˝

testfunktion

=
Œ⁄

≠Œ

ĝ(Ê)¸˚˙˝
Fouriertransformation

¨

ar en distribution

„(Ê)dÊ

S = {„ œ CŒ och tKdn„(t) begränsad }

Tempererad distribution är en linjär och kontinuerlig avbildning fr̊an

S till de komplexa talen.

Fouriertransformen Û är en tempererad distribution via
Œ⁄

≠Œ

ˆU(Ê)„(Ê)dÊ =
Œ⁄

≠Œ

U(t) ˆ„(t)dt

Kallas för Tempererade distributioner. De är linjära och kontinuerliga samt

avbildar S æ C.
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