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1 Komplexa funktioner

Definition 1.1 Gransvirde, komplexvard funktion

Anta att f ar en komplexvird funktion som &r definierad pa nagon omgivning av punkten
z = a (utom mdjligen i punkten z = a sjalv). Vi siger att f(z) har gransvardet L da z gar
mot a, eller

lim f(z) =1L

z—a

om det till varje € > 0 finns ett § > 0 sadant att
[f(2) — Ll <e
for alla z med 0 < |z — a| < 0. Ett annat vanligt skrivsatt ar 7 f(z) — L, d& z — a”.

Sats 1.5 Rakneregler for griansviarden
Anta att lim f(z) = L och att lim g(z) = M. Da ar
z—a z—a

1. im(f(z) +g(2)) =L+ M.

2.l (/(2) = 9()) = L= M.
3. m (/(2)o() = LM.

4 lim g ((3 - %(férutsatt att M # 0).

5. lim £(2) = 0 lim | ()| = 0.
6. Oma=a+if, L=A+iB och f(z) = f(z +1iy) = u(x,y) + iv(z,y), sa

lim  wu(z,y)
lim f(Z) Y AN (f,y)f(aﬁ)
z—a lim
(z,y)—(a p)
Definition 1.6 Kontinuitet

—A
v(r,y) =B



Anta att f ar definierad pa en omgivning av punkten z = a. Vi séger att f ar kontinuerlig
i punkten z = a om

fla) = Tim f(z)

z—a

Om f &r definierad pa méngden D och f ar kontinuerlig i varje punkt a € D, sa séger vi
att f ar kontinuerlig pa méngden D, eller om definitionsméngden ar underforstadd, att f
ar kontinuerlig.

Definition 1.9 Komplex deriverbarhet

Anta att funktionen f &r definierad pa en omgivning av z = a. Vi séiger att f &r (komplext)
deriverbar i punkten z = a om gransvardet

h) —
L Sl h) = f(@)
h—0 h
existerar. Om gransvardet existerar, kallas detta derivatan av f i punkten z = a och beteck-
nas vanligen f’(a). Observera att h:et i gransvirdet dr ett komplext tal.

Definition 1.10 Holomorfism

Om f ar definierad pa ett omrade D C C, och f'(z) existerar for varje zeD, sa sdger vi att
f &r holomorf (pa D).

Sats 1.13 Cauchy-Riemanns ekvationer
Anta att f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Lat a = a+if och antag att f'(a) existerar. Da ar

uy(a, B) = vy (e, B)
u;(av ﬂ) = _U/z(av B)
Sats 1.15 Cauchy-Riemanns ekvationer, deriverbarhet

Anta att f(z) = u(z,y) + iv(z,y) och att u och v ar differentierbara i punkten a = a + 0.
Om Cauchy-Riemanns ekvationer

ug(a,ﬁ) = U;(Ox, B)
u,(a, B) = —v (v, B)

ar uppfyllda i punkten a, sa existerar derivatan f'(a)

Sammanfattningsvis, en funktion f = u + v (dar u och v ar differentierbara funk-
tioner) ar holomorf pa ett omrade D om och endast om Cauchy-Riemanns ekvationer

uy(a, B) = vy (e, B)
u;(avﬁ) = —vg(a, B)
ar uppfyllda pa D.




Definition 1.18 Harmonisk funktion

Anta att u #r en C2-funktion, dvs. att u och alla dess forsta och andra ordningens partiella
derivator existerar och ar kontinuerliga. Om

Au = uy, +uy, =0
sa kallas u harmonisk. Awu kallas Laplaceoperatorn.
Sats 1.19 Holomorfism, harmoni

Anta att f(z) = u(z,y) + iv(z,y) ar en holomorf funktion. D& &r u och v harmoniska.

2 Elementara funktioner

Sats 2.1 Divisionsalgoritmen for komplexa polynom

Anta att p och q ar tva komplexa polynom (och q inte ar nollpolynomet) . Da finns entydigt
bestdmda polynom k och r, dar degr < degq och

p(2) = k(2)q(2) +r(z) & 552 =k(z)+ ;gz;
Polynomen k(z) och r(z) kallas vanligen kvoten respektive resten vid divisionen %.

Sats 2.2 Faktorsatsen

Anta att p &r ett polynom (som inte ar nollpolynomet). D& ar z = « ett nollstélle till p om
och endast om p kan faktoriseras

p(z) = (z — a)q(2)
dar q ar ett polynom med degq = degp — 1
Sats 2.3 Algebrans fundamentalsats

Om p &r ett polynom med degp > 1 (dvs. p &r inte konstant), sa finns det minst ett « € C
som uppfyller att

p(a) =0.

Holomorfism och polynom

Ur riknereglerna for derivator foljer att varje polynom
p(2) =ap + a1z +agz? + ...+ a,2"




ar en holomorf funktion, med derivatan
P(2) =ay +2a2z + ... +na,z" !

Sats 2.7 Polynomets hogstagradsterm och stora virden pa |z|

Lat p(z) = ag + a1z + ... + a,2" vara ett komplext polynom. Da finns det ett tal p > 0
sadant att for alla z med |z| > p géller att

slanllz]" < p(2) < 2Jan]|2]"
Sats 2.9 Storlek pa rationella funktion for stora |z|

Anta att

R(Z) p(2) Anz"+an_12" 14, Fariz+ag

q(z) b 2™ +by—12m 14 +b1z+bg

ar en rationell funktion med degp = n och degq = m. Da finns ett tal p > 0 sadant att

1 |an

4 | bm

m <SRG <48

bm

fop
for alla z med |z| > p

Sats 2.10 Holomorfism exponentiell funktion
Funktion f(z) = e* ar holomorf pa hela C och f' = e*

Komplexa logaritmer till z betecknas log z och skrivs

logz =1In|z| +iargz
Den komplexa logaritmen ar inte entydigt bestamt, man far sjalv valja definitionsméangden
genom att inskranka de varden arg z kan anta. Till exempel kan man satta att —7m < arg z <
m, vilken ar principalgrenen av arg z, som ju betecknar alla moéjliga varden argumentet av z
kan anta.

Sats 2.14 Holomorfism logaritm

Om L(z) betecknar en specifik gren av den komplexa logaritmen, sa dr L holomorf och
L' = % I synnerhet géller alltsa

i (Logz) = 1

Definition 2.15
Lat z och a vara komplexa tal. Vi definierar 2% som



a _ ,alogz

3 Komplex integralkalkyl

Definition 3.1 Kurvintegral

Lat « vara en slat kurva med parametrisering z(t),a < ¢t < 8 Om f &r en kontinuerlig
funktion pa «, sa definierar vi kurvintegral av f ldngs v som

A f(2)dz = / " fe)

Om kurvan bara &r styckvis slét, sig v = v1 U2 U...~, dér varje 7; ar en slat kurva, sa
definierar vi

Kyf(z)dz=/m f(z)dz—l—...+/ F(2)dz

n

Definition 3.6 Kurvintegral av f langs v med avseende pa baglingden

Lat v vara en slidt kurva med parametrisering z(t), a < t < 8. Om f &r en kontinuerlig
funktion pa -y, sa definierar vi kurvintegralen av f langs v med avseende pa baglingden som

B
/ F(2)ldz] = / F(=(t))) |t
Sats 3.7 ML-olikheten

Om v ar en (styckvis) sliat kurva och f en kontinuerlig funktion pa v som uppfyller att
|f(2)] < M for alla z € 7, sa géller

Lf(z)dz

dér ¢(vy) ar langden av vy

< Mu(y),

Definition 3.9 Primitiva funktioner

Anta att f dr en komplexvird funktion definierad pa ett omrade 2 = C. Om F uppfyller
att F' = f pa €, sa kallas F' en primitiv funktion till f(pa Q)

Sats 3.11 Kurvintegral berdkning i C

Anta att Q ar ett omrade i C och att f ar en holomorf funktion pa €2 som har en primitiv
funktion F. Om + &r en sliat kurva i 2 med startpunkt a och slutpunkt b sa &r

/ f(2)dz = F(b) — F(a)



I synnerhet, om ~ ar sluten, sa &r a = b och
/ f(z)dz=0
~
Sats 3.15 Cauchys Integralsats

Lat Q vara ett omrade i C vars rand v = 6§ &r en enkel, styckvis slit, sluten kurva. Anta
att f &r holomorf pa en omgivning av 2 Da ar

/ f(z)dz=0
y
Korollarium 3.18 till Cauchys Integralsats, Enkelt sammanhingande mangd

Anta att Q C C &r enkelt sammanhéngande och att v &r en enkel, styckvis, slit, positivt
orienterad, sluten kurva i €. Da géller att

/ f(z)dz=0
~
for varje funktion f som &r holomorf pa (.
Sats 3.19 Primitiv, Cauchy
Lat Q C C vara ett omrade och anta att f ar en kontinuerlig funktion pa . Om

[yf(z)dz =0

for alla slutna (enkla, styckvis sldta och positivt orienterade) kurvor 4 som ligger i 2, sa
har f en primitiv funktion, dvs. det existerar en holomorf funktion F pa Q med F’ = f.

I synnerhet: Om ) &r enkelt sammanhéngande och f &r holomorf pa €2, sa har f en
primitiv funktion.

Korollarium 3.20 till Cauchys integralsats, Tva kurvor med samma start och
slutpunkt

Anta att v och 7 &r tva styckvis sldta kurvor med samma start- och slutpunkter. Om man
kan deformera ~ till "+ utan att passera nagra singulariteter fér f, dvs. om f &r holomorf
pa det omrade som begréinsas av v — 7 sa ar

[yf(z)dz:/:yf(z)dz.

Korollarium 3.21 till Cauchys integralsats, Tva styckvis slata, slutna kurvor

Anta att v och 7 ar tva styckvis sldta, slutna kurvor. Om man kan deformera ~ till 4 utan
att passera nagra singulariteter for f, dvs. om f ar holomorf pa det omrade som begrénsas
av vy och 7, sa ar



/Wf(z)dzz/zyf(z)dz.

Sats 3.22 Existensen av harmoniska konjugat

Anta att Q © C ir ett enkelt sammanhingande omrade och att u ér en (C?) harmonisk
funktion pa 2. Da finns det en annan harmonisk funktion v pa €2 sadan att f = u 4+ iv blir
holomorf, dvs. v &r ett harmoniskt konjugat till u. I sjalva verket ar v endtydigt bestamd,
sa nar som pa en additiv konstant.

Sats 3.24 Cauchys Integralformel

Lat © vara ett omrade i C vars rand v = 0{2 ar en positivt orienterad, enkelt styckvis slét,
sluten kurva. Anta att f &r holomorf pa en omgivning av €2 och lat p € Q. Da &r

_ 1 [ f()
f(p)_zm' szpdz

Sats 3.30 Cauchys Integralformel for f’

Lat Q vara ett omrade i C vars rand v = 62 ar en positivt orienterad, enkel, styckvis slit,
sluten kurva. Anta att f ar holomorf pa en omgivning av €2 och lat p € Q. Da &r

27 . (Z _ p)2
Sats 3.31 Holomorfism pa omrade
Om f ar holomorf pa €, sa ar f’ holomorf pa €.
Sats 3.32 Moreras sats
Om f ar kontinuerlig pa €2 C C och
/ f(z)dz=0
~
for alla slutna kurvor v i 2, sa ar f holomorf pa 2
Sats 3.34 Liouvilles sats
Anta att f ar holomorf pa hela C och att f &r begrédnsad. Da maste f var konstant.
Sats 3.35 Algebrans fundamentalsats
Om p(z) &r ett polynom av grad d, d > 1, sa har p minst ett (komplext) nollstéalle.
Sats 3.36 Picards lilla sats

Anta att f ar en icke-konstant funktion som &r holomorf pa hela C. Da gar ekvationen
f(2) = a att 16sa for alla a € C utom mojligen ett undantag.



4 Talfoljder och Rekursionsekvationer

Definition 4.1 Talf6ljdens gransvarde

Vi séger att foljden (a,,) har gransvirdet A (da n — oco) om det till varje e > 0 finns ett tal
N, som far bero av e, sadant att

la, — Al < e
for alla n > N. Detta skrivs lim a, = A, eller ibland som a,, =+ A da n — oc.
n—oo

Definition 4.4 Supremumbegreppet

Lat M C_ R. Om M &r uppat begriansad, sa definierar vi supremum av M, eller minsta 6vre
begransningen till M genom

sup M = { det minsta tal x sadant att > a for allaa € M}
Om a inte &r uppat begrénsad, sa séger vi att sup M = oo
Sats 4.6 Begransad talfoljd, gransvarde

En vixande, uppat begrinsad talfoljd har ett griansvirde. Pa motsvarande sétt har en av-
tagande, nedat begrinsad talfoljd ett gransvéarde.

Sats 4.14 Allméan 16sning, homogen ekvation av andra ordningen

Den allménna l16sningen till en homogen andra ordningens rekursionsekvation med konstant
koefficienter,

Tpy2 +axpy1 +0x, =0
ges av:

1. 2, = C1rP + Cor® om den karateristiska ekvationen 7% + ar + b = 0 har tva olika
16sningar 1 # 79

2. z, = Cir} 4+ Cynry om den karakteristiska ekvationen har en dubbelrot r = r;

Ansatser for hogerled av linjara inhomogena ekvationer



Hogerled Naturlig ansats Undantag
cn, = konstant xP = konstant r=1
¢n, = polynom av grad d 2P = polynom av grad d r=1
¢, = konstant -k" P = konstant -k" r==k
¢p, = polynom av grad d -k" | P =polynom av grad d -k" r==k

Tabell 1: Ansatser for linjara inhomogena ekvationer. Om ansatsen blir en 16sning till den
homogena ekvationen kommer ansatsen inte fungera. Man far da multiplicera in n i naturliga

ansatsen. Om losningen till inhomogena ekvationen ar en dubbelrot far man multiplicera in

n? osv.

5 Serier

Definition 5.2 (serie, konvergens,divergens)
Lat (ay) vara en talfoljd. Vi séger att serien:

oo
D> a
k=1

konvergerar om gransvardet av partialsummorna

N
lim sy = lim E ak
N —o00 N —o00
k=1
existerar. Om serien ar konvergent, sa kallas

s= lim sy
N—o00

for véardet av serien, eller helt enkelt seriens summa. Man skriver

o0
S = E Qg
k=1

Serier som inte ar konvergenta kallas divergenta. Serien &r alltsa konvergent om ett tal, s
finns sadant att s = A}im sny. OBS! Oegentliga gransvéarden (oo) ar ej tillatna. Uttrycket:
—00

o0
TN = E aj

k=N+1
kallas seriens restterm. Om serien &ar konvergent, sa géller att:

o N fe’e)
5:E ak:E ar + g ap = SN + TN
k=1 k=1

k=N+1

Serien ar konvergent om och endast om A}im ry =0
— 00

Sats 5.3 (Geometriska seriers konvergens)



Den geometriska serien konvergerar om och endast om |r| < 1, da seriens summa blir:

> C
2ot =i

Med andra ord blir summan av geometrisk serie (om |kvoten| < 1):

Forsta termen
1-kvoten

Sats 5.8 (gransvirde av summatermer och konvergens)

oo
Om ay /4 0 da k — oo, sa divergerar serien E ag
k=1

Minnesregel, konvergenta och divergenta summor, addition

K+ K=K
K+D=D
D+D=7

dar K betecknar en konvergent serie och D en divergent serie.

Sats 5.11 (JamfGrelsetestet for positiva serier)

oo oo
Anta att E ay, och E by ar positiva serier och att termerna i den fOrsta serien dr mindre
k=1 k=1

an termerna i den andra serien, dvs. att:
0<a, <bg

for alla k. Da géller:

o0 (o]
1. Om E by ar konvergent, sa ar ocksa E ay, konvergent.
k=1 k=1

o0 o0
2. Om Z ay, ar divergent, sa ar ocksa Z by divergent.
k=1 k=1

Med andra ord:
Storre serien konvergent = Mindre serien konvergent.
Mindre serien divergent = Storre serien divergent.

Sats 5.13(Jamforelsetestet pa griansvirdesform)

10



oo o0
Anta att Z a, och Z by ar positiva serier och att gransvardet:
k=1 k=1

L= lim &
k—oo by

existerar. (H&r kan vi dven tillata att gransvirdet ar oegentligt, dvs. att L = +00)
oo (oo}
1. Om L < 400 och Z by ar konvergent, sa ar dven Z ay, konvergent
k=1 k=1

o0 o0
2. Om L > 0 och Z by, &r divergent sa ar ocksa Z ay, divergent.
k=1 k=1

I fallet 0 < L < 400 ser vi alltsa att de tva serierna antingen béagge &r konvergenta, eller
att bagge ar divergenta.
Sats 15.15 (Integraluppskattning av partialsumma)

Anta att ay, = f(k), ddr f : R — R &r en positiv, kontinuerlig, avtagande funktion. Da géller

/nm-i-l fl@)dx < zm: ay < /nm f(x)dx

+1 k=n-+1

Sats 5.16 (Integraltestet)

Anta att ap = f(k), ddr f : R — R &r en positiv, kontinuerlig, avtagande funktion. Da &r
serien

o
E ag
k=1

konvergent om och endast om den generaliserade integralen

/100 f(x)dx

ar konvergent. Den undre grénsen i integralen ar inte viktig och kan vid behov bytas ut
mot nagot annat fixt tal som passar béattre.

Sats 5.17 (Konvergens av p-serier)

Lat p vara en reel konstant. Serien
>
P
k=1 k

11



ar konvergent om p > 1 och divergent om p < 1.

Definition 5.20 (Absolutkonvergens)

oo o0

Serien Z ay, kallas absolutkonvergent om serien Z |ax| &r konvergent. (Har tillater vi att
k=1 k=1
a, € C)

Sats 5.21 (Konvergens, absolutkonvergens)

Varje absolutkonvergent serie ar konvergent.

Sats 5.23(Rottestet)
Anta att grénsvérdet
. 1
p= lim |ag|F
k— o0
existerar.
oo
1. Om p < 1, sa &r serien Z ay, absolutkonvergent
k=1

o0
2. Om p > 1, sa divergerar serien E a.
k=1

I fallet p =1 ger testet ingen information.

Sats 5.24(Kvottestet)

Anta att gransvardet

. Ak+1
k= lim [x-+1]
k—o0 |ak|
existerar.
o0
1. Om & < 1, sa &r serien E ay, absolutkonvergent.
k=1

o0
2. Om k > 1, sa divergerar serien E ag-
k=1

12



I fallet kK = 1 ger testet ingen information.

Definition 5.27(6vre och undre griansvirde)
Anta att aj ar en reel talfoljd. Vi definierar limes superior, eller 6vre gransvérdet av foljden,

lim sup ay,
k—o0

som det storsta (egentligen supremum av) alla tal som gar att fa som grénsvéirdet av en
delfoljd till den ursprungliga talféljden (ay). Pa motsvarande sitt definierar vi limes inferior
eller undre gransvardet av foljden,

liminf ay,
k— o0

som det minsta (egentlig infimum av) alla tal som gar att fa som gransvirdet av en delfdljd
till den ursprungliga talféljden (ay)

Sats 5.29 (Rottestet, version 2)
Anta att a; > 0 och lat
. 1
p = limsup |ag|*.
k— o0

o0
1. Om p < 1, sa &r serien Z ay, absolutkonvergent.
k=1

oo
2. Om p > 1 sa divergerar serien Z a-
k=1

I fallet p = 1, ger inte detta test nagon information.

Definition 5.30 (Betingad konvergens)

oo
Serien Z ay, kallas betingat konvergent om den &ar konvergent, men inte absolutkonvergent.
k=1

Sats 5.31 (Leibniz test for alternerande serier)

oo
Anta att Z ay, ar en alternerande serie som dessutom uppfyller att
k=1

1. |ag| &r avtagande

2. ar, —0da k — o0

13



o0
Da &r serien E ax konvergent.
k=1

6 Funktionsfoljder och funktionsserier
Definition 6.1 Funktionsfoljd

En funktionsfoljd &ar en f6ljd av funktioner fy, fs,... dar definitionsméngden ar densamma
for alla fy,

Definition 6.2 Punktvis konvergens

En funktionsfoljd f,, dar funktionerna f,, ar definierade pa méngden D kallas punktvis kon-
vergent (pa) D om for varje p € D talfdljden (f,(p))ar konvergent.

Om funktionsféljden &r punktvis konvergent, sa far man en gransfunktion f, &ven denna
definierad pa samma méangd D genom

f@) = lim f,(z).
Ofta skrivs detta mer kortfattat som f, — f

Definition 6.6 Supremum (minsta 6vre begrinsningen)

Lat A C R Om A &r uppat begrinsad sa definierar vi supremum av A, eller minsta 6vre
begrénsningen till A genom

supA = {det minsta tal x saidant att > a for alla a € A}.
Om A inte &r uppat begransad, sa sager vi att sup A = oo
Suprema av funktioner:

s%pf = sup{f(z) : v € D}

Definition 6.7 Supremumnormen

Om f &ar en (reelvird eller komplexvéird) funktion, definierad pa méngden D, sa definierar
vi supremumnormen eller L°°-normen av f genom

£ =1Ifllp = sup | f(2)].
xeD

Definition 6.8 Likformig konvergens av funktionsfoljd

En funktionsfoljd (f,) dar funktionerna f, ar definierade pa méngden D kallas likformigt
konvergent mot funktionen f pa D om

14



lim ||f, — fl[=0
n—oo
Ibland skriver man detta som f,, — f
Definition 6.11 Likformig konvergens mot gransfunktion

Anta att f, : D — C dar D ar en 6ppen mingd. Om f,, konvergerar likformigt mot f pa
varje kompakt delméngd av D, sa séger vi att f,, konvergerar lokalt likformigt mot f.

Sats 6.12 Koppling likformig konvergens, punktvis konvergens

Anta att f,, : D — C ar en f6ljd av funktioner som konvergerar likformigt mot f. Da géller
att f,, — f punktvis

6.13 Likformig konvergens, kontinuitet

Anta att f, : D — C och att f,, — f likformigt pa D. Om alla f,, &r kontinuerliga pa D, sa
ar ocksa f kontinuerlig pa D.

Sats 6.16 Integral av likformigt konvergenta funktioner

Lat I = [a,b] C R vara ett begransat intervall och anta att f, : D — C ar en {6ljd av
kontinuerliga funktioner som konvergerar likformigt mot f. Da géller att

b

b
lim fn(l‘)d:c:/ f(z)dz

n— oo a

Foljdsats 6.19 Gransvarde likformigt konvergent f6ljd, holomorfism
Anta att D C C ar ett omrade och att f,, dr en foljd av holomorfa funktioner pa D som
konvergerar likformigt mot f. Da &r ocksa f holomorf. Dessutom géller att derivatorna f;
konvergerar likformigt mot f’

Sats 6.20 Implicit relation f’, f, godtycklig funktion g
Anta att I T R dr ett intervall och att f, dr en foljd av C'-funktioner som konvergerar
punktvis mot f. Anta dessutom att f! konvergerar likformigt mot nagon funktion g. Da
galler att g = f/, dvs. att f/, — f'.

Funktionsserie

En funktionsserie ar en serie, dér termerna beror av (minst) en variabel:

Z ug(z)
k=1

Funktionsserien konvergerar punktvis pa ett intervall I C R om det for varje fixt varde pa
x géller att serien konvergerar. Da &r seriens summa en funktion pa I, som vi kallar u(x).

15



Med andra ord konvergerar funktionsserien punktvis mot u(x) om och endast om restter-
men konvergerar punktvis mot 0. Funktionsserien &r likformigt konvergent om f6ljden av
partialsummor s, (x) &r en likformigt konvergent funktionsfoljd.

Sats 6.23 Weierstrass M-test

Anta att ug(x) ar en foljd av reell- eller komplexvirda funktioner pa en mingd D. Om

|ug(z)| < My, och Z M, konvergerar, sa konvergerar funktionsserien

k=1
D ui(@)
k=1

likformigt pa D.

I synnerhet kan man ta My = ||ug||, men eftersom normen ||ug|| ibland &r svart att berikna
ar det ofta enklare att anvéinda en grovre uppskattning av |ug(z)|.

Sats 6.26 Funktionsserier, likformig konvergens och kontinuitet
Anta att u, : D — C &r en foljd av kontinuerliga funktioner och att serien
oo
u(z) =) ux()
k=1
konvergerar likformigt. Da &r ocksa u kontinuerlig pa D.
Sats 6.27 Likformig konvergens, integral av funktionsserie

Lat I = [a,b] C R vara ett begrénsat intervall. Anta att u, : I — C &r en f6ljd av kontin-
uerliga funktioner och att serien

u(@) =) un(x)
k=1
konvergerar likformigt. Da géller att

Sats 6.28 Relation mellan Funktionsserie och godtycklig funktion med lik-
formig konvergens

Anta att D C C och att uy, ér en f6ljd av C'-funktioner sdidana att serien

u(zx) = Z ug ()
k=1

konvergerar punktvis. Anta dessutom att

> uil)
k=1
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ar likformigt konvergent med summan g(x). Da géller att v’ = g

7 Fourierserier

Definition 7.1 (Periodisk funktion)

En funktion f : R — C kallas periodisk med period T om f(t+T) = f(¢) for alla t € R.
Extra: talet 2 kallas vinkelfrekvens och for den géaller alltid att Q7T = 2n

Definition 7.5 (Absolut integrerbarhet)

Anta att f ar definierad pa ett intervall I C— R. Om

/I|f(t)|dt < +oo

s& siger vi att f dr L! eller absolut integrerbar (pa intervallet I). Periodiska funktioner
kallas L' om det &r L' pa ett intervall som motsvarar en period.

Definition 7.6 (Exponentiell fourierserie och dess koefficienter)
Anta att f #r en T-periodisk L'-funktion. D& kallas

cr = %/ f(t)e * gy
P

(de exponentiella) Fourierkoefficienterna for f. Serien

(oo}

FSf(t) = Z Ckeikﬂt

— 00

kallas (den exponentiella) Fourierserien for f. c¢o dr medelvirdet av f ver en period.
Sats 7.9 (Réaknelagar och nir de giller)

Anta att f och g ir T-periodiska och L'. Om deras Fourierkoefficienter #r cy(f) respektive
¢k (g), sa galler raknelagarna nedan.
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Funktion Fourierkoefficient nummer k Kommentar

OESI0) ack(f) + Bor(s) Tonjritet
f1(t) 1kQex(f) om f dr deriverbar(och fr € L')

ft—1) e~ (f) T &r en konstant

e £(¢) Ch—m(f) m &r ett heltal

f(t)g(t) Z Ckfm(f)cm(g) om fg eL!

/ fit—=71)g(r)dr cr(f)ex(g) ?Faltningsprodukt”

P

Tabell 2: Raknelagar for Fourierkoefficienter

Symmetriregler for exponentiella Fourierkoefficienterna

f reelvard = c_,(f) = e (f)
fijamn = c_i(f) = e (f)
fudda = c_p(f) = —ck(f)

Trigonometriska Fourierkoefficienterna och Fourierserien

Anta att f &r en T-periodisk L'-funktion. D& kallas

ay = %/Pf(t)cos(kﬂt)dt
by, = 2 / f(t)sin(kQt)dt
P

for de trigonometriska Fourierkoefficieterna for f. Serien

o0
FSYH(t) =co+ Y _(arcos(kQt) + brsin(kQt))
k=1
kallas den trigonometriska Fourierserien for f. Observera att det ar samma cy som for den
exponentiella Fourierserien. Observera att ¢y kan skrivas om som .

Samband ay, by och ¢

ar = cx(f) +c-x(f)
b = i(c(f) + c—x(f))

Symmetriregler trigonometriska Fourierkoeflficienterna
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fudda=ar(f) =0
fjAmn = b (f) =0

Sats 7.13 Begransning av exp. Fourierkoeffcienter

Anta att f € L' ar T-periodisk och begrinsad, dvs. att det finns ett tal M sidant att
|f(t)] < M for alla t. Da ar

|Ck| <M
Sats 7.14 Konstant begransning av exp. Fourierkoefficienter

Anta att f ar T-periodisk och C™. Da finns en konstant C sadan att

len(F)] < 5

for k # 0. Kom ihag att f € C™ betyder att funktionen f och alla dess derivator av ordning
< m existerar och ar kontinuerliga

Sats 7.15 (Fourierserier, likformig konvergens)

Anta att f #r C? och T-periodisk. D& konvergerar Fourierserien for f likformigt mot f(t)
pa hela R

Sats 7.16 Likhet mellan Fourierserier och gransfunktion

Anta att f € L' ar T-periodisk. Om tg &r en punkt sddan att
1. f ar kontinuerlig i punkten ¢ = tg

2. Hoger- och véansterderivatorna av f existerar i punkten ¢ = tg, dvs. grénsvirdena
_ f(to+h) — f(to) _ f(to+h) — f(to)
lim och lim

h—0+ h h—0— h

existerar(men &r inte nédvandigtvis lika).

Da giller att FSf(to) = FS]"(to) = f(to), dvs. att

fto) =co+ Z aicos(kQto) + bsin(kQty) = Z cpetFSto
k=1 e

Sats 7.18

Anta att f € L' ar T-periodisk. Om #y &r en punkt sidan att
1. Hoéger- och vénstergransviardena av f, dvs. f(to +0) = lirrlr f(t) och f(to —0) =
st

lim f(¢), existerar (men &r inte nédvéandigtvis lika)
t—ty
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2. Gransvirdena lim fto +h) = f(to +0) och lim f(to+h) = f(to — 0)
h—0+ h h—0— h
existerar (men dr inte nédvandigtvis lika). Observera att dessa gransvirden inte riktigt

ar de vanliga hoger- och véansterderivatorna for f, eftersom f(to) inte behover existera.
Vi ersitter alltsa f(tg) med det motsvarande hoger- respektive vansterledet.

Da giller att FS;Tig(to) = 2(f(to +0) + f(to — 0)), dvs. att

3(f(to+0)+ f(to—0)) =co + Z arcos(kQtg)sin(kQto).
k

Samma galler for den exponentiella Fourierserien, under férutsattning att vi bara betraktar
symmetriska partialsummor, dvs.

%(f(to +0)+ f(to—0)) = ngnoo cpe’Fto
k=—N

OBS! Viktigt att bara kolla pa symmetriska partialsummor for F'Sy i satsen.

Definition 7.19, L? och L?
Anta att f ar definierad pa ett intervall I — R. Om

/|f(t)|2dt < 400
I

s& sdger vi att f dr L? (pa intervallet I). Mer allmiint: om p > 0, s& kallas f for LP om
[ 1f@)Pdt < 400

T-periodiska funktioner kallas L? (respektive LP) om det ér L? (respektive LP) pa néagot
intervall av langd T.

Sats 7.20 (Parsevals formel)

Anta att f och g ar T-periodiska L2-funktioner. Da géller att

o0

> alhat =1 [ foawd

k=—o0
I synnerhet, med f = g far vi

o0

> |Ck(f)|2:%/P|f(t)\2dt

k=—o0

Cosinusserien

Serien

oo

kmx

co + E Q, COS T,
k=1
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L k L
dar o = %/ f(x) cos %dx och ¢p = %/ f(x)dx

0
kallas cosinusserien for f och ar egentligen bara relevant for 0 < x < L

Sinusserien
Serien ;
= k k
Z By sin T Qi B =2 f(z)sin T
k=1 L 0 L

kallas sinusserien for f. Sinusserien for f &r egentligen meningsfull enbart for 0 <z < L

8 Potensserier

Lat ¢ € C. En potensserie centrerad i z = ¢ ar en serie som gar att skriva som

(o)
Zak(z —o)f =ap+ai(z—c)+azy(z—c)? + -
k=1

En potensserie kan endast innehalla positiva heltalspotenser. Koefficienten framfér (z = c)*

far ej vara beroende av z.

Sats 8.3

oo

Lat Z ag(z — c)’c vara en potensserie. Da finns ett tal R, 0 < R < +oo sadant att
k=1

1. Serien konvergerar (absolut) for alla z med |z — ¢| < R.

2. Serien divergerar for alla z med |z —c¢| > R

3. For varje r | R, sa konvergerar serien likformigt pa cirkelskivan |z — ¢| < r. Talet R
kallas seriens konvergensradie. Observera att det ar praktiskt att tillata R = +o0.
I detta fall konvergerar serien absolut for alla z € C och likformig pa |z — ¢| < r for

varje r < 0o.

Definition 8.5

Lat Q vara ett omrade i C. En funktion f: Q — C kallas analytisk pa 2 om det till varje
punkt ¢ € € existerar en potensserie med positiv konvergensradie R > 0 (R kan bero av c),

sadan att
flz) = Zak(z —¢)F, for alla z med |z — ¢/ < R. Ibland pratar man dven om analytiska
k=0

funktioner definierade pa R eller pa nagot intervall i R. Dessa definieras pa samma sétt,

med ) utbytt mot ett intervall I C R
Sats 8.6

Om f dr analytisk pa ett omrade 2 C C, sa dr f holomorf pa €
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Sats 8.7

Konvergenta potensserier gar att integrera och derivera termvis, utan att &ndra konvergen-
sradien.

Om:

f(z) = Zak(z —co)F for |z —¢| <R
k=0
sa ar
Zan(z — o)t SSap(z—o)F
F(z):’;)ki_'_l:;f,for |z —c¢| <R
en primitiv funktion till f(z). Dessutom é&r f deriverbar och

fl(z) = Z kap(z — c)F1 = Z(k‘ + Dag1(z — o), for |z —¢| < R.
k=1 k=0

Sats 8.10 (Taylors sats fér holomorfa funktioner)

Anta att f &r holomorf pa ett omrade  som innehaller cirkelskivan D = {z € C: |z—c| < R}.
Da gar f att skriva som en potensserie centrerad i z = c,

o0
fe=3 alz— o,
k=0
och seriens konvergensradie dr atminstone R. Dessutom ar

1 f(©)

dér « ar den positivt orienterade cirkeln v = {( : | — ¢| = r} for ndgot z < R.

obs!Som f6ljd av denna sats vet vi att konvergensradien for en holomorf funktion ar avstandet
till den nérmaste singulariteten. Kombinerar vi Taylors sats och Cauchys intg. formel. sa
ser vi att koefficienterna i potensserien for f gar att skriva som

g

ap =

*) (¢
ap = b k!( )
Sats 8.13

Om f ar holomorf pa ett omrade €2, sa ar ocksa f’ holomorf pa Q. Foljaktligen har f derivator
av alla ordningar, och alla dessa derivator ar holomorfa.

Sats 8.14 Cauchys Integralformel, allman form
Lat Q vara ett omrade i C vars rand v = df2 ar en positivt orienterad, enkel, styckvis slit,
sluten kurva. Anta att f &r holomorf pa en omgivning av €2, lat p € Q och lat n > 0 vara
ett heltal. Da ar
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f™(p) = ﬂli/(zf(;))n“dz

Sats 8.16 Entydighetssatsen for holomorfa funktioner

Anta att Q ar ett omrade i C och att f &r holomorf pa 2. Om det finns en punkt p € Q
sadan att

fEp)=0
for alla heltal k=0,1,2,..., sa ar f(z) = 0 for allaz € C

Sats 8.18 Faktorssatsen for holomorfa funktioner

Anta att f &r holomorf pa 2. Om a € Q och f(a) =0, sa kan man skriva
f(z) = (z —a)g(2)

dér g ocksa ar holomorf pa .
Sats 8.20 Satsen om isolerade nollstallen

Anta att f &r holomorf pa Q och att f(a) = 0. Om f inte &r nollfunktionen, sa gar det att
hitta en éppen méngd U > a, sadan att f(z) # 0 for alla z € U \ {a}.

Sats 8.22 Identitetssatsen for holomorfa funktioner

Anta att f och g &r holomorfa funktioner pa omradet Q C C. Om méngden F = {z € Q :
f(2) = g(2) har nagon hopningspunkt i 2 sa ar f = g pa hela Q.

9 Singulariteter

Definition 9.1 Isolerad singularitet

Vi séger att funktionen f har en isolerad singularitet i z = ¢ om det finns ett omrade 2 3 ¢
sadant att f &r holomorf pa Q \ {c}.

Definition 9.3 Havbar singularitet, pol, vasentlig singularitet

Anta att f har en isolerad singularitet i punkten z = ¢

1. Om | f] &r begransad pa en punkterad omgivning av z = ¢, sa séger vi att singulariteten
ar havbar.
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2. Om lim |f(2)| = 400, sa kallas singulariteten for en pol.
z—cC

3. Om inget av ovanstaende fall géller, dvs. om |f| ar obegrdnsad nira z = ¢, men
gransvérdet lim | f(z)] inte existerar, sa kallas singulariteten vésentlig.
zZ—cC

Sats 9.4 Riemanns sats om havbara singulariteter
Anta att f har en hdvbar singularitet i z = ¢. Da existerar gransvardet

L = lim f(2)

z—cC

och om vi definierar en ny funktion
_{f(z)7 72# ¢

sa blirfr,j holomorf &ven i z = ¢. Observerar att genom att tilldela f(x) ett bestdmt vérde
héver vi singulariteten

Sats 9.7

Anta att f har en pol i z = c¢. Da finns det ett positivt heltal m, sadant att
f(2) = 25
déar g ar holomorf pa en omgivning av z = ¢ och g(c¢) # 0. Talet m kallas polens ordning,.

10 Residykalkyl

Definition 1.1 Residy

Anta att f har en isolerad singularitet i z = a. Vi definierar residyn av f i z = a som

_ 1
Res(f) = 2 /7 f(2)dz,
dér ~ ar nagon positivt orienterad, enkel sluten kurva som omsluter z = «, men ingen annan
singularitet.

Sats 10.2 Residysatsen

Anta att f &r holomorf pa ett enkelt sammanhéngande omrade 2 sa néar som pa ett andligt
antal isolerade singulariteter aq, a2,...ay € ). Om + &r en positivt orienterad, enkel sluten
kurva i Q som inte gar genom nagon av singulariteterna, sa ar

/ f(z)dz = 27riz Res(f)

Z=Qp

déar summan tas 6ver alla oy som ligger inuti ~
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Sats 10.3 Residyregel 1

Anta att g dr holomorf pa en omgivning av z = « och att N &r ett positivt heltal. Da &ar

z N=1l(qy
Res (<zg—(u)N)) = =y

Mer allmént: om f har en pol av (hogst) ordning N i z = «, sa &r

dN—l

Res(f) = (Nil)! zh—I;% doN—1 ((z = a)Nf(Z))

Sats 10.4 Residyregel 2

Anta att g dr holomorf pa en omgivning av z = « och att N &r ett positivt heltal. Om g
har en potensserieutveckling kring z = «

o0

9(z) =Y en(z — )"

k=0

sa ar

-5_63 ((Zg_(z))N) =CN-1

=«

Sats 10.5 Residyregel 3

Om f har en enkel pol i z = «, sa ar

Res(f) = lim (z — a) f(z)

zZ=x zZ—a

Sats 10.6 Residyregel 4

Om f och g &r holomorfa i en omgivning av z = «, f(a) # 0 och g har ett enkelt nolltstélle
iz=aq,saar

Res (i) = £
z=a \ 9

g’ ()"

Trigonometriska integraler 6ver [027]

1. Variabelbyte z = % (diir 6 &r integrationsvariabeln).

2. f ar nu en funktion med isolerade singulariteter, vilket innebar att vi kan anvénda
residysatsen for att berdkna integralen.

3. Hitta f:s poler och summera residyn for de som ligger inuti konvergensradien.

Sats 10.13 Jordans lemma
Lat CE vara den positivt orienterade halvcirkeln |z|] = R, Imz > 0. Om « > 0 och f &r
kontinuerlig pa CE sa galler att
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(2)ei®dz| < T maz |(2)

€Cr

f
Ch

I synnerhet om mazx |7 (2)] gar mot 0, d& R — oo sa géller att
ze€Cy

lim f(2)e"*dz =0
R—o00 ct
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