Kap 2. Sannolikhetsteorins grunder

Olika handelser och deras mangbetackningar

Handelser Wenn-diag. Mangdlara

Utfallsrummet Grundmangden

Héandelsen A;
A intraffar
Komplementhisen. A* till A;

7
A intraffar ej |
Unionhindelsen AU B,
Unionen AUB
A eller B eller bdda intrdffar W@
Snitthandelsen AN B = AB; B
bade A och B intriffar -f/

A och B oférenliga handelser; N
Q_)(\/ A och B disjunkta
\_

Delméngden A

Komplementet CA till A

Snittet An B

kan ej intraffa samtidigt

For tva hindelser géller att
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

Om handelserna ar oférenliga ar snittet =0,
dvsP(ANB)=0

Booles olikhet

P(AUB) < P(A)+ P(B)

Binomialkoefficient fas av

n n!
(k) Tk (n—k)!

Dragning.

Sats 2.6

Dragning utan aterlaggning av k element ur n
(med hansyn till ordning) kan ske pa n(n —
1) ...(n — k + 1) olika satt

Féljdsats

n element kan ordnas pa n! olika satt

Sats 2.7

Dragning utan aterlaggning av k element urn
(utan hansyn till ordning) kan ske pa

(Z) olika satt

Definition 2.6
Lat A och B vara tva handelser.
Uttrycket
P(ANB)
P(B|A) = ————
P(4)

Kallas den betingade
sannolikheten fér B givet att A
har intréffat

Definition 2.7
OmP(ANnB) =P(A)P(B)
Sa sdgs A och B vara oberoende handelser

Kan ses fran def 2.6, om A och B ar oberoende
sa ar P(B|A) = P(B) eftersom B inte beror pa
om A har intraffat eller ej.

Alla, ingen eller ndgon

Om ni har n st oberoende handelser
A4, ..., Aykan vi rakna ut sannolikheten att:

e Allaintraffar
P(A;n..NnA,) =P(A) - ..-P(4,)

e Ingen intraffar, dvs alla intraffar inte
P(AiNn..NnAy) =P(A]) - ...- P(43)

=(1-P(4y)) " ..
(1- P(An))

e Nagon intraffar, dvs minst en, eller
"inte ingen! (komplement till att ingen
intraffar

P(A;Nn..NA,)
=1-(1-P(4y))
e (1=P(4))



Kap 3. 1-D stokastiska variabler

Diskreta férdelningar

e Binomialfordelning
o Forekomst
Ett slumpmassigt férsok med
en hindelse AdarP(A) =p
upprepas n oberoende ganger
e Poissonférdelning
o Forekomst
Nar saker har intraffat
slumpmassigt i tiden eller
rummet, u ar handelser i
genomsnitt under en
tidsperiod.
o ffg-fordelning
o Forekomst
Forsok med handelsen A
uppepas oberoende. X= antal
forsok tills A intraffar for
forsta gangen.
e Geometrisk fordelning
o Forekomst
Forsoket upprepas. X=antal
forsok innan A intraffar forsta
gangen.

Kontinuerliga férdelningar

e Rektangelférdelning

= <x<
fx(x) P a<x<bh

1/(b-a)

0

a b
e Exponentialférdelning
fx(x) =2, 0<x
A=2 |

—_—h=1
15 — =12

A=1/4

¢ Normalférdelning
1 (x—p)?

05 015

r)‘«
1,00

Diskreta s.v har en sannolikhetsfunktion
px(k) = P(X = k)

SannolikhetengesavP(a < X <b) =
Yh=aPx(k) = Fx(b) — Fx(a)

Kontinuerliga s.h har en tdthetsfunktion

fx ()
SannolikhetengesavP(a < X <b) =
[} fe()dx = Fy(b) - Fy(a)

Férdelningsfunktion

Fy(x) =P(X <x)

d
fx(x) = apx(x)

Diskret

Fr(0) = ) py(i)

k=<x

Kontinuerligt

zmm=jamm
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a-Kvantil

fx(z)

Ly

Om man bestdammer x sa att arean till hoger
om x blir & far man a-kvantilen. Lésningen till
detta ges av och a anges oftast i procent.

Fx(x)=1—-«a

Invers till férdelningsfunktion

Anvandbart for tex

3 2 1,
e "bestamksdattP(X < k)= 7 som
har 16sning
1

Fe() =2 ot (3) =k

e Berdkna kvantiler
X = Fy'(1—a)
e Generera slumptal som har en given
fordelning

Inversmetoden
LitX € R(0,1),dvs Fy(x) =x,0<x <1

Lat Y vara en godtycklig kontinuerlig s.v med
fordelningsfunktion Fy (y) som har inversen

')
Bestam fordelningsfunktionen for Z = Fy 1(X)
F;(z)=P(Z<z)=P(F1(X) <2)
= p(F (FW) < K@)
=P(X < Fy(2))
= Fx(Fy(2)) = Fy(2)

Dvs om vi vill ha slumptal fran en férdelning
med fordelningsfunktion Fy, (y) kan vi

e Riknaut Fy 1(y)

e Dra slumptal fran en R(0,1) fordelning

e Stoppa in slumptalen i Fy 1(y) s& fas
onskad fordelning

Transformation
Givet en s.v X, vilken fordelnign far Y = g(x)
Om Y dr kontinuerlig

o Sattupp Fy(y) =P(Y <)

e StoppainY = g(x) och uttryck Fy(y)
som funktion av Fy (y)

e Derivera for att fa f,, (y) som funktion

av fx(y)
Ex.

Antag X € R(0,1), dd dr Fx(x) =
0,x<0

{ x,0<5x<1
1,x>1

Férdelningsfunktionen forY = — G) In(X) =
g(x) blir da

R =P(~ (7)) <)
= P(In(X) < —1y)
=P(X = e™V)
=1-P(X<e™)
=1-P(X<e™)
Oomy <0
:{1—e"1yomy2 0

Alltsé blirY € Exp(1)

Stoppar man hdr in slumptal frén en
rektangelférdelning sa genereras ett
exponentialférdelat slumptal



Kap 4. Flerdim stokastiska variabler

Sats 4.1
De s.v X och Y ar oberoende om och
endast om

FX,Y(x' y) = Fx(x)Fy (y)

Eller
Px,y(i' k) = px(Dpy (k)
fxy () = fx(O)fy ()

Storsta vardet av 2
Satt Z=max(X,Y)

Eftersom Z < z om och endast om bade X
ochYar< zfas

Fy(z)=P(Z<z)=P(X<zochY <2z)
=P(X<z)P(Y <2z
= Fx(z) - Fy(2)

Minsta vardet av 2
Satt Z=min(X,Y)

Eftersom Z > z om och endast om bade X
ochYar> zfas

F,(2)=P(Z<2z)=1-P(Z > 2)
=1—-PX >zochY >2z)
=1—-PX >2)P(Y > 2)
=1-(1-PX<2)-(1

—P(Y <2))
=1-(1-Fx(2)
) (1 - FY(Z))

Summa av s.v

Diskreta

AntaZ =X+Y

Daarp,(k) =P(Z=k)=P(X +Y = k)

Fordelningen bestdms som de olika satt
summan X + Y = k kan intréffa. Man kan ha
X=0Y=kellerX=1Y =k —1o0sv,dvs

i=k
pz(k) = z Px,y(i']') =sz,y(i.k — i)
i=0

i+j=k

Analogt blir

@)= ) pry(i))

i+j<z

Om X och Y ar oberoende giller ju

pX,Y(i; k) = px(NDpy (k)
Och dérmed

P2 = Yy -1y ()

ivj=k
i=k

= px(® prk =D
i=0

Kontinuerliga

Analogt med diskreta

Fy(2) = f fer(6,y) dxdy

x+y<z

Om oberoende blir det en faltning

f £ 0O - Fy(z —x) dx

Vantevardet E (X) anger tyngdpunkten for
fordelningen, dvs det viarde man far i medeltal
efter manga matningar.

B0 = [ fuG - xax

ECO = ) pe(@) -

OmY = g(x) sa blir E(Y) som ovan men x
blir g(x)och g(i).

Om X och Y ar oberoende ar

E(XY) = EX)E(Y)

Variansen V (X) anger hur utspridd X &r kring
sitt vantevarde



Kovariansen C(X,Y) ar ett matt pa hur linjdrt
beroende X och Y ar

CX,)Y) =EXY)—-EX)E(Y)
Obs att enligt ovan géller féljande
CX,X)=EX?»)-EX)?*=V(X)
Samt att om X och Y dr oberoende

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
= E(X)E(Y) — ECX)E(Y)
=0

Att C(X,Y) = 0 innebéar inte att X och Y &r
oberoende, Kovariansen ser bara det linjara
beroendet, de kan fortfarande vara
kvardatiskt beroende osv. De ar daremot
okorrelerade.

Om de &r oberoende &r de ocksa okorrelerade
Korrelationskoefficienten definieras som

C(X,Y)

PEY) = 5pn

Och kan ses som en dimensionslds korrelation.

Om man bildar det aritmetiska medelvardet
av en foljd oberoende s.v X; med vantevarde
u och standardavvikelse o

n

_ X;

=)
L n
i=1

Sa géller det att

E(Y) =u
V(X)=0?/n
D(Y) =o/Vn

Kap 6. Normalfordelningen

En standardiserad normal férdelning ar en
sadanatt E(X) = u=0,V(X) =0 =1, dvs
X €eN(0,1)

Sats 6.1

X € N(u,0) om och endastomY =
’%“ € N(0,1)

Dessutom giller att

1
f () =~ Cx = )

Och

Fy(x) = ® (%)

Parametrarna o och u paverkar
tathetsfunktionens utseende

Tathetsfunktioner for nagra normalfordelningar

0 5 10 -10 0 10 20

En linjarkombination av normalfordelade s.v
ar normalfordelade.

Sats 6.4

OmX € N(ﬂx, Ux),Y S (,Lly, O-Y) dar
X,Y ar oberoende, sa géller att

X+YeN<uX+uy, a§+a§>
X—Y€N<ux—uy, 0§+0y2>




CENTRALA GRANSVARDESSATSEN
Om X;, X, ... ar en oandlig foljd av
oberoende likaférdelade s.v med
vantevdrde u och
standardavvikelse o > 0, sa géller
forY, = X; + X, ...+ X, att

Yo—nu
ovn

P (a <
®(b) — @(a)

Sb)—>

dan — oo

Enligt CGS ovan sa innebér det att hela
fordelningen gar mot en standardiserad
normalférdelning nar n gar mot oandligheten.

CGS géller aven for summor av oberoende icke
likafordelade s.v med féljande samband:

Y, =X + X, ..+ X, , summa av oberoende
icke likaférdelade s.v

Un = E(Yn) = E(Xl) + E(Xz) ot E(Xn)
g2 =V(X)+ V(X)) ...+ V(X,)

Kap 7. Binomialfordelningen och
dess slaktingar

Om en handelse A har sannolikheten p att
intraffa i ett forsok, om n oberoende forsok
utfoérs dar X ar antalet ganger som A intréaffar,
da blir X € Bin(n,p)

For stora n kan binomialférdelningen
approximeras med en normalférdelning, det
galler da (approximativt) att

X€EN (np, np(1 — p))

Man far oftast battre noggrannhet med
halvkorrektion har, satt granserna a och b till

a+ % och b+ % istdllet ndr P(a < X £ b)
berdknas
Om p istallet ar litet kan binomialférdelningen

approximeras med en Poissonférdelning, det
galler da approximativt att

X € Po(np)

Hypergeometriska férdelningar (dragning utan
aterlaggning med 2 olika foremal) kan ocksa
approximeras till binomial, poisson eller
normalférdelningar. Finns i f.s s3, dar N ar
antalet element dar Np av dessa har
egenskapen A och de aterstaende N(1 — p)
inte har egenskapen A.



