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1 Allmant

Detta ar 16sningsmetoder for de vanligaste tentauppgifterna, grupperade efter hur ofta
de kommer péa tentan och darmed ocksa efter hur mycket tid man bor lagga pa respektive
omrade, baserat pa min egna uppfattning. Fel forekommer antagligen.

2 Rekursionsekvationer

2.1 Exempeluppgift

Los 42 — bxpy1 + 62, = 2™ med begynnelsevillkoret g = 0,21 = 1.

2.2 Homogen 16sning

Skriv om ekvationen till karaktaristiskt polynom och sétt till noll, d.v.s. xp19 — 5xpe1 +
6x,, blir 2 — 52 +6 = 0. Om l6sningen till den karaktéristiska ekvationen &r x; och xo
s& blir den homogena 16sningen z = Azl + Bzy. Den homogena l6sningen till exempel-
uppgiften blir 2 = A2" + B3".

2.3 Partikular 16sning

Gor en ansats. Om uppgiften ar ... = 3", gor ansatsen x5, = C3", d.v.s. multiplicera
med en konstant. Om den homogena l6sningen redan innehaller 3", multiplicera med
en konstant och n, d.v.s. zf, = Cn3™. Detsamma om uppgiften var ... = n3". For att
sammanfatta, om uppgiften var ... = (1 + 3n)4™ + 2" och vi tidigare har fatt homogen
16sning till xffb = A2" gor ansatsen ah, = Cn2" + D4™ + En4". Partikulirlosningen till
exempeluppgiften blir 25, = Cn2".

2.4 Koefficienter

Vi har fatt 16sningen x,, = 2 + . For att hitta koefficienterna till partikulirlésningen,
satt forst in denna istéllet for z. Sétt sedan in (n + 2), (n + 1) och n pa motsvarande
platser, d.v.s. i exempeluppgiften skriv:

C(n+2)20%2) —5(n +1)2+Y 4 6nC - 2" = 2™ (1)



Los ut C, i vart fall C = —1/2. For A och B i den homogena 16sningen, skriv den erhallna
16sningen och 16s for begynnelsevérdena:

1 1
A2" + B3" — §n2” =0,n=0A42" + B3" — §n2” =1,n= (2)
Vilket, ger 16sningen A = —2 och B = 2, alltsa blir svaret:

xn:—2-2"—|—2-3”—%n2" (3)

3 Seriers konvergens

1. ag gar inte mot 0 d& k gar mot oo < divergent
—1)k

Exempel: Y 77 )il

(
arctan k
2. Alternerande serie som uppfyller Leibniz tva villkor
(| ax | avtagande, | aj | gar mot 0)

Exempel: Y77, (7;)k

3. Absolutkonvergens

Exempel: Y7, (_k—g)k

4. Jamforelsetest pa gransvardesform. Uppskatta en kiind serie som &r konvergent eller

divergent och berdkna gransvéirdet limg_, o % = L.0Om 0 < L < oo sé &r serierna

bada konvergenta (eller divergenta).

Exempel: ) sin %, med jamforelseserien Y o %, (L=1)
5. Kvottest och rottest (se formelsamling)
6. P-serie: k,ip konvergent om p > 1

7. Teleskopsumma déar termerna gar mot 0 = konvergent

4 Potensserier

4.1 Exempeluppgift

Utveckla funktionen f(z) = m i en potensserie kring origo och ange seriens kon-

vergensradie. Konvergerar serien for z = 1 + 7 Beriikna f(10) (0).



4.2 Partialbraksuppdelning

f(2) ar fucking omdjlig att rdkna pa, sa vi forenklar den med partialbraksuppdelning.
Sitt f(z) = 245 + 25 Daska A(z —2)+ B(z+ 1) = 2 = A= 1/3,B = 2/3. Vi har
alltsa den betydligt enklare funktionen

A3, 28

4
z+1 z-2 (4)

f(z) =

4.3 Skriv om till standardpotensserie

Vi tittar pa le-l och zi2 for sig. Med lite trick kan man skriva om bada till geometriska

summor som har en standardutveckling (se formelsamling) >~ z*. Det giller alltsa att
hitta vad x ar. For den forsta har vi

z—zﬁl—l B 1—1—2) - Z(_l)k (5)

k=1
Fér den andra har vi -
1 1 11, 4
= = —— —_ 6
-2 —2(1-2) 32 (3)" (6)
k=1
Detta ger oss svaret
RS kLN Lk
=53 (-5 )
k=1
For att fa f(10(0) kan vi anvinda ¢ = f*)/k! och bara sitta in k = 10. Svaret blir
1 1 341
(- )10 = 210!
3 <( ) 210> 0= 10241 ®

4.4 Derivering

En alternativ metod som (kanske) alltid funkar &r att forsoka se ett monster i derivatorna.

Jag gor bara for g(z) = Zizz

1= (9)
=z _22)3 (10)
o e :62)4 (11)
Y
70— (Z( _1;) s (12)
For z = 0 far vi istéallet (—1)’%' -
F#(0) = o = T3 p (13)



Glom inte att man ska dela med k! for att fa cg, alltsa far vi samma resultat som tidigare
metod.

4.5 Konvergensradie

f(2) har singulariteter i z = —1 och z = 2. Den singularitet som ligger narmst origo &r
-1, varfor konvergensradien blir 1. Dérfor divergerar serien fér z = 1 + ¢, som ju ligger
utanfér denna radie.

Ibland far man inte funktionen given utan bara en potensserie. D& kan man anvianda
rot- eller kvottest for att se for vilka z funktionen konvergerar. Med exemplet

oo
(z —1)%
Z k:3k (14)
=1
Rottestet séger att serien (som &r centrerad i z = 1) konvergerar for

Ve (y — 1)2k 1/k
(C = Ry )

Eftersom k% gar mot 1. Darmed blir konvergensradien v/3 fran punkten z = 1.

5 Analytiska och harmoniska funktioner

5.1 Exempeluppgift

Bestim alla analytiska funktioner f(z) med realdelen u(z,y) = 2% +az?y?+By? uttryckta
i variabeln z.

5.2 LoOsning

Anvind Cauchy-Riemann’s villkor. Borja med att hitta u; = 22 + 2axy? och integrera
den med avseende pa y for att fa v(x,y) = 2zy + %axyg + ¢(y). Derivera denna med
avseende pa x for att fa vy = 2y + %ay?’ och jaimfor med uj, = 2ax?y + 2B8y. Vi ser att
a=0och g =—1och ¢(y) = C. Alltsa ar

f(z,y) = z? —y? + 2zyi + iC (18)

Med identitetssatsen far vi

f(2,0) =22 +iC (19)



6 Fourierserier

6.1 Exempeluppgift

sin kt

Funktionen f har fourierserien co + > po 71~ Vilken ar grafen till {7 Vad &r integralen

ST f(t)sin4tdt?

6.2 Identifiera grafer

1. Grafen &ar jamn < Det finns bara cosinustermer (som beror pa t)

2. Grafen dr udda < Det finns bara sinustermer (som beror pa t)
Detta stammer for exempeluppgiften, alltsa ar grafen udda

3. Grafen ar varken udda eller jamn < Det finns bade sinus- och cosinustermer som
beror pa t

4. Grafen ar kontinuerlig (hackig) < Fourierkoefficienten < k% < Fourierserien kon-
vergerar likformigt.
Glom inte att rita fortsdttningen pa grafen for att se om den &r kontinuerlig Gver
flera perioder.

5. Grafen ar deriverbar (smooth) < Fourierkoefficienten < k% < Fourierserien kan
deriveras termvis.
Bada dessa pastaenden (5 och 6) stammer for exempeluppgiften, alltsa &r grafen
smooth.

6. Grafen har perioden T < Q ar 27 /7.

Till exemplet vill vi hitta en graf med period 2.

6.3 Berikna integral

Se exempeluppgiften. Fran formelsamlingen har vi att % fp sin kQt f(t)dt = by. Om vi
flyttar runt lite och identifierar & = 4 kan vi hitta b4 - 7 enkelt genom inséttning:

mhy = o = o (20)
7 Residykalkyl
7.1 Exempeluppgift
Lat f(z) = (ZSQ%)Q. Bestdm singulariteter och berikna integralen ffooo (;gfgﬂ§2 dx.



7.2 Singulariteter

Det finns tva olika sorters singulariteter: poler och hdvbara singulariteter. Skillnaden mel-
lan dem &r att man kan definiera funktionsvérdet i en punkt med en hévbar singularitet
och gora funktionen kontinuerlig. Om vi t.ex. har ;- sa ér den inte definierad i x = 0,
men vi kan gora funktionen kontinuerlig genom att definiera f(0) = 1. Detta kan vi inte
gora med funktionen siix’ eftersom den gar mot oédndligheten nér vi ndrmar oss 0. D.v.s.
om bade téljare och ndmnare gar mot 0 i en odefinierad punkt kan man vanligtvis (7)
hava singulariteten.

Utover detta kan singulariteter vara enkla eller dubbla osv. Om vi har % har den en
enkel pol medan x—lg har en dubbel.

Man hittar allts& singulariteter genom att hitta néar funktionen &r odefinierad, t.ex.

da ndmnaren blir 0. Exempeluppgiften kan man skriva om till

e?iz eZiz
1&) = (GG =302 ~ (1302 — 30 )

Det framgar att funktionen har dubbla singulariteter i z = £3i. Det kan vara bra att
kéinna till att In0 och tanF ej ér definierade.

7.3 Residyregel 1

Kolla formelsamlingen fér att se hur den ser ut. Denna kan man anvénda pa exempel-
uppgiften. Man behover rikna ut olika residyer for varje singularitet. Man boérjar med
att definiera vad som &r g(z) och vilken multiplicitet, d.v.s. N, som singulariteten har.
For z = 3¢ har vi:

eZiz 9
— 3 22
(z 4 3i)? (2= 3i) (22)
N &r alltsa 2 och g(z) = (Zf%)Q Enligt formelsamlingen behover vi alltsa derivera denna

en gang och dividera med 2!, och stoppa in z = 3i.

2je2¥ 2¢%% 2i(z + 3i)e?® — 2¢%#
0 P Lk ) (23)
(z + 31) (z + 314) (z + 314)
g'(3i)  12i(6i)e ® —2¢7¢  Tie " (24)
20 2 (67)3 -~ 108
. . " o . . 5ieb
Motsvarande 16sning for z = —3i blir —5f55.

7.4 Residyregel 2

Denna kan man anvinda om det gar att skriva om g(z) till en potensserie, men det verkar
inte komma pa tentorna séarskilt ofta sa jag skiter i det.



7.5 Residyregel 3

Vi kan inte anvinda exempeluppgiften for att visa residyregel 3, s& vi tar f(z) ;Sizl

som har enkla poler i z = +i. Nedan &ar utrdkningen for z = ¢. Multiplicera med (z — 4):

COS z COS z

— (z2—9) = 25
R N (25)
R cosz cosi e l4el (26)
es = =
Ta4d 20 4i
7.6 Residyregel 4
Vi anvinder foregdende exempel och deriverar ndmnaren:
cos z cosz cosi e l4el
AY1T 22 2 4i 27)

7.7 Integraler

I exempeluppgiften skulle man berdkna f _OOOO (;gj?gﬂg .

na, s& vi anviander residykalkyl istéllet. For att kunna anvinda residysatsen behdver vi en
enkel sluten kurva som inte gar genom singulariteterna. Cauchy’s integralsats séger att
integralen 6ver detta omrade ar 0 om vi tar med de negativt orienterade kurvintegralerna
runt de singuldra punkterna, d.v.s. i vart fall

dx, men denna ar skitsvar att berak-

0= /59 f(x)dx = /Wf(x)da: + 2mi(Res,—_3i(f) + Res,—3;(f)) (28)

Dar « ar den enkla slutna kurvan vi behover. Det vi hoppas kunna gora &dr att hitta en
sadan sluten kurva som innehaller det ténkta integrationsomradet (—oo,00) och andra
kurvor som &r latta att berdkna. Om vi tar en halvcirkel med radien R — oo i 6vre
halvplanet kommer integralen 6ver halvcirkeln ga mot 0 och da kommer integralen langs
den reella axeln vara lika med Residytermerna i ekvation 26. Forst kollar vi sa att singu-
lariteterna inte ligger pa den kurva vi har valt, och eftersom dessa dr z = £3i &r detta
lugnt. Eftersom vi bara &r i évre halvplanet behéver vi dessutom bara bry oss om z = 3i.

Nu behdover vi visa att integralen 6ver halvcirkeln gar mot 0 da r gar mot co. Detta gors

med ML-olikhet:
< 2rR-C

fez| < T Cmaa 1) (29)

Cc+

Hiér &r CT den positivt orienterade halvcirkeln som har lingden 27 R/2. e kommer fran
att vi gar runt cirkeln. Maxvardet for funktionen fas da z — R. Vi sétter in:

cos2R-C

TR -maz|f(z)] =7R RZ+0)

—0 (30)




Integralen gar darmed ocksé mot 0 nar R — oco. Darfor kan vi dra slutsatsen att

*  cos2x Tie 6 Tme 6
———=dx = 2wiRes,—3; = 2mi(— = 31
/oo (@7 1 )2 e = 2miRess—ai(f) = 2mil——5) = 5 (31)

Med den tidigare utrédknade residyn for z = 3i. (Obs! egentligen stdmmer inte ovansté-
ende argument for att integralen 6ver halvcirkeln dr 0, men man kan 16sa det genom att
byta funktion och skriva om cos(2z) till €2*. Men det hade blivit si mycket att skriva.
Om man inte har nagon aning om hur man ska visa att halvcirkelintegralen blir 0 kan
man séga att den blir det enligt Jordans lemma. Om man har tur récker det.)

I exempeluppgiften skulle vi integrera langs hela den reella axeln. Om man istéllet har
bara den positiva delen kan man antingen anvianda sig av en hel cirkel eller en kvartscirkel.
Om funktionen har en singularitet i origo beh6ver man skapa en liten (del)cirkel dér ocksa,
och visa att integralen 6ver den gar mot 0 da z gar mot 0.

8 Resttermsuppskattning

8.1 Exempeluppgift

Ge (en nagorlunda god) uppskattning av resttermen da > ;2 kd—lﬂ approximeras med
termerna 1 till 20. (Allts& uppskatta ro0 = Y po oy k%ﬂ)
8.2 Leibniz

Om serien uppfyller Leibniz krav pa alternerade serier kan man uppskatta resttermen
med | a, | dér n &r n ar den efterféljande termen man summerar upp till. Nu kan man
inte anvinda detta for exempeluppgiften men OM man hade kunnat det sa hade man

. . 1 _ 1
bara tagit | az; |, d.v.s. 51371 — 9262°

8.3 Integral

Hitta en funktion som &r storre &n ap V k och integrera den fran sista termen man

summerar upp till. Till exempeluppgiften passar [ k% fran 20 till co = [—ﬁ]% = ﬁ.

9 Ekvationslosning

9.1 Exempeluppgift

Los tanz = 21

9.2 Losning
Skriv om tan z till 2-=. Skriv sedan om sinus och cosinus till exponenter och arrangera
om: . ,

er—e "? iz —iz

eizze—iz - i(eiz + e*iz) =2 (32)



Multiplicera upp ndmnaren

Multiplicera med e*

e2iz o 1 — 7262753 + 2 = 62i2 — 7%

Skriv om till exponent

2iz _ ,Log(—1/3) _ ,—In34mi(1+2k)

e

Svaret blir
1 In3
j—

z:7r(§+k)+ 5

(33)

(34)

(35)

(36)

.. Utnyttja trigonometriska och exponentiella omskrivningar och multiplicera med e



