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Beroendematt
Kovarians __Cxl)
\ C(X, Yj E{[X — E(X)|[Y - E(V)]} :\b(,\ Y) - B(X)E(Y)
e Kovariansen anger hur mycket linjart beroende som finns
mellan X och Y.
e Ur definitionen fas C'(X,X) = V(X)
e X och Y oberoende — C(X,Y)=0

e Obs. C( XY ) r_i) #> \ och Y oberoende

Korrellatlonskoefnctent Py p\ Y
OX,Y)

D(X)D(Y)

o —1<p<1

PXY =

F6 -1

Korrellation
p=0 p=05 p=09 p=-07

Ré&dkneregler
o E(aX +b)=aE(X)+b
o V(aX +b) = a®V(X)
o DaX +b) = |a|D(X)

Linjarkombination

° E(ia;,\'g = iﬂipj(xi)
i=1 i=1

° V(iaex:) = infv(xi) +2 @ C(Xi, X;)
i=1

i=1 i<j

=0 om cberoende

F6 -2

F6 -3

/ée iwbo fobo #2 ;

Kovariansen ar bilinjar
dvs linjar i bada argumenten (jfr polynommuitiplikation)

C(Zn,,\,,zt}m Za}bkC(AJ,h

EX. O(Xi+2X2,3Y; — 4Y3) = 1-3C(Xy, Y1) - 1-4C(X1, Ya) +
+2:3C(X2, Y1) — 2 -4C( X, Y5)
Ex. ¥V =2X; — X5, Uttryck V(Y) i V(Xy), V(X2) och
Ol Rl
V(Y) = C(Y,Y) = C(2X; — Xp,2X;, — Xa) =
= X X = 20T, )= 20 B O X =
= 4V(X1) — 4C( Xy, X3) + V(X2)

Specialfall av oberoende och likafordelade s.v.
Lat B(X;)=p, V(X;)=o"
Summa, ¥V = z,\'i

i=1

o E(Y)= Z,\)—ZE,\ Z,u:n,u

o V(Y) V(z Xi) 21 V(X)) = Za = ng”
Medelvirde, ¥ = %Z.\:,-

« BB =Y lE(,\',-) = i Z,u = in# -

o V(X)= Z —V(.\' = Z = ﬂza

F6 -4

F6 -5

Ex. Brador

Kapa brdador med oberoende ldngder X;. E(X;)=1m och
V(X;) =0.1m? Bestdam E(Y) och V(¥) om Y ges av
a) Sammanlagda langden av 10 stycken.
b) Tag en brdda, kapa nio till exakt lika langa.
Lsg ( o shmpa-r}t .
a) v 7\2. 1]"\’ E(Y)=10-1=10m
VY)Y =10-V(X)=1m {
I = ms\wab-.ﬂ‘”c‘d'
b) ¥ =10X,., E(Y) = E(10X,) = 10E(X,) = 10 m
V(Y) = V(10X,) = 10°V(X,;) = 10 m?

Betingat vantevarde
Det betingade vintevidrdet for X givet att Y = y blir (inget
nytt)
o0
BXIY =)= [ afavie|ds

Observera att

E(X | Y =y) dr en funktion av y

E(X |Y) dr samma funktion av Y
Satsen om total sa:lnoll)et for vantevhrde

UeECx | Y) = B(X), dvs S

sl = { JEx Y =@ |
SECEIY =)

e e et

F6 -6

Linjarisering av g(z) kring punkten p = E(X)

gix) = gl + g'uKx-4)

gl

olx)




Exakt och linjar transformation av fordelning

LRI e R

EM

F6 - 8.5

Gauli’s approximationsformler
Y = g(X). Taylorutveckla funktionen g kring u = E(X)

9(X) = g(p) + (X - g (1) =
o B(Y) = g(E(X))
o V(Y) = g [E(X)V(X)

For en funktion av n variabler fis pad samma sitt
Y =g(Xy...,X,)

E(Y) = g(E(X)),..., E(X,))
V) ) VX)) +2 eic; C(X, X;)
i=1 i<j

) [/ -
dir ¢ = a%(b(,\l),...,E(A“))

Ex.
Lat E(X) = p och V(X)=g2,
a) Bestdm approximativt vintevirde och varians fér
Y =g(X)==nX2
E(Y) = g(B(X)) = r?
V(Y) = [d(EX))PV(X) = [¢'(X) = 27 X] = (2rp)%0?
b) Bestdm vidntevirdet fér Y utan approximation.
Eftersom V(X) = £(X?) - E(X)? fas B(X?) = V(X) + E(X)?
och det sdkta vintevirdet blir
B(Y)= E@X?) =nE(X?) = n(V(X) + B(X)?) = no® + 12

Vi ser att approximationen av vintevirdet alltid r for liten
men stdmmer bra om ¢ dr liten i férhdllande till .

F6 -9

F6 - 10

Gaussaproximation for tva variabler
For en funktion av tva variabler g(X,Y) blir Gauss
approximationsformler (med E(X) = ux,BE(Y) = py)
E(g(X,Y)) = g(ux, 1y)
V(90X Y)) = g (ux. iy N2V (X) + (g (sox, o )RV (Y) +
+ 2{g (e, 1)) [g5 (nx 1y )]C(X, ¥)
dar sista termen &r noll da X och Y 4r (tex) oberoende.

gx och gi &r partiell derivata map X resp. Y. Jamfor detta
med det generella uttrycket fér en funktion av n variabler.

Ex.

Bestdm approximativa varden pa variansen fér X - Y och XY
om X och ¥ &r oberoende av varandra. Uttryck svaren | uy,
ty, V(X) och V(Y).

L g(X,Y)=X V. gy(X,Y) =V och g,.(X,Y) = X.
VXYY & (g (i, iy )PV (X)) + (05 (e, )PV (YY) =
= 1 V(X) + px V(YY)
2. 9(X,Y) =% gh(X, V) =L och gl (X,Y) = -

X 1 bk
(=) = —V(. = V(Y
V)~ v + v

F6 - 12

F6 — 11
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GAUSS’S APPROXIMATIONSFORMLER
MATEMATISK STATISTIK AK, FMS 012
JOAKIM LUBECK, MARS 2007

1 Gaufl’s approximationsformler

Vintevirde och varians eller standardavvikelse #r de viktigaste liges- och spridningsmacten. Eftersom varian-
sen dr ett mate pd osdkerheten 4r det intressant att kunna gora sig en uppfattning om dess storlek dd man har
en funktion av en eller flera variabler och man kinner de ingiende variablernas varians.

1.1  En variabel

For en kontinuerlig stokastisk variabel X giller for en funktion, g(X), av denna att

o0

Bg(x)) = f S0 0R)

—Cco

men denna integral dr inte alltid 18sbar; fy(x) kanske inte ens ir kind. Men kinner man vintevirde och
varians for X kan man f3 approximativa viirden pi E(g(X)) och V(g(X)) genom att approximera g(X) med
en linjir funktion.

Forsta ordningens taylorutveckling av g(X) kring punkten y = E(X) kan skrivas

E(Y) | 1 alw)

[~

0 p= E(X):

Figur 1.1: I viinstra figuren ses hur tiithetsfunktionen for X () transformeras till tithetsfinktionen for ¥ (-) pd y-
axeln genom Y = g(X) (=). 1 higra figuren transformeras Y istillet genom den riita linje som tangerar
g i punkten (u, g(0). Y's approximativa viintevirde E(Y) = g(u) dr markerat.

g(X) = g(u) + (X — wg' (W),
dve den giva linje som tangerar g(X) i punkten y. Fér viintevirde och varians for en linjir funktion har vi

firdiga rikneregler (E(aX + 6) = aE(X) + b och V(aX + b) = A2V (X)) sa vi far hir (4, g(u) och g’ () 4r
tal)

E(g(X)) = Elg(u) + (X — wg' (W] = g(p) + £ WEX) — ¢ (= [EX) = ] = g()
V(X)) = Vig() + (X — g’ (W] = V(g'@X) = [ @* V(0.
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dvs

E(g(X)) = g(E(X))

V(X)) = [ECOIP V().
Om approximationen skall stimma bra bér naturligevis funkdionen g vara hyfsac linjir i en omgivning kring
i, sig u plus minus etc par standardavvikelser fér X. Dessutom bér ¢ inte ha nigot extremviirde i denna
omgivning, om g’ (1) 4r noll blir ju approximationen av V(g(X)) noll och 4r vi i niitheten av denna punke blir
nog approximationen fér liten. I figur 1.1 visas hur X’s férdelning transformeras av g och férsta ordningens

taylorucveckling av den samma. I just det faller dr funkeionen g inte specielle linjir i der omride dir X har
sin fordelning.

Exempel 1.1. Lit £(X) = poch V(X) = &

(2) Bestim approximative viinteviirde och varians for ¥ = g(X) = X2,
E(Y) = gE(X)) = ms
V() = [/ (ECONP V) = [¢'(X) = 22X] = @)’

(b) Bestiim viinteviirdet fr ¥ utan approximation.

Eftersom V(X) = E(X?) — E(X)* fis £(X?) = V(X) + E(X)* och det sokea vintevirder blir
E(Y) = E(zX?) = zE(X?) = r(V(X) + E(X)*) = zo” + m*

Vi ser ate approximationen av viintevirdet alltid iir fér liten men ate felet blir litet om & ir liten

i forhallande «ill z.
O

1.2 Flera variabler
For en funktion av tvi variabler, g(X, ¥), blir forsta ordningens taylorurveckling kring punkren (ux, uy) =
(E(X), E(Y)) det plan som tangerar g i denna punke

200 YD = glux, gv) + (X — wodgelux, py) + (¥ — pvdgy (ux, uy)

dir gf, = gﬁ- och motsvarande for Y. For en linjir funktion av tvi variabler har vi ate E(aX + 6Y +¢) =
aE(X) + bE(Y) + coch V(aX + 6Y + &) = &V (X) + £V (Y) + 2abC(X, Y), si i der hir fallet fis

E(g(X, Y) = Elglux, uy) + (X — wo)gy Gy, my) + (¥ — ur)gylux. pr)] =

= glux, ) + (EX) — wodgy s py) + (EY) — uy)gy e, wy) = glux, uy)
ViglX, ¥)) = Vigluy, ty) + X — wo)gel, uy) + ¥ — prdgh e, gy)] =

= [kl )P VO + [gh (e, )P VYD + 288 (e, 2y)eh (e, uy) CXL 1),

Detta kan generaliseras dill en funkeion av 7 st. variabler Xi, ..., X,
E@(Xy... ., X)) & g(EC). ... ECG).
Vigi,.... X0 = > d VIX)+23 agCX, X),
=1 i<j

a
v i = b—)%(ﬁ(xl)‘ o B

Exempel 1.2. Bestim approximativa virden pi variansen f6r X - ¥ och X/Y om X och ¥ dr
oberoende av varandra. Uttryck svaren i wy, gy, V{(X) och V(Y).

2
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1L g, V) =X:Y.gX.Y)=Y och gy {X. V) = X.
VX Y) = (g e, wr)VEO + [gh (e )P V(Y) =
=BV +ivIn

2 g, ¥) = £ 4 (X Y) = L och g (X, V) = — 5.
V(%) ~ 2 vo0 + By
“y ¢

ty

Exempel 1.3.

1.3 Andra ordningens approximation”
Vill man basera sin approximation pi en andra ordningens taylorutveckling av g, som fér en variabel blir
1 4
200 = g(@) + (X — g (@) + X - 17" (@),
begrinsar vi oss hir «ll vincevirder eftersom variansapproximationen blir ganska békig och kemmer att
innehilla termer av £(X3) och £(X*) vilket man sillan har information om vid cillimpning av Gauf-
approximation.

E(U0) & g + EOC — g () + SELX = 1" () = g0 + 5 V0O (0

For en funktion av # oberoende variabler kan man visa att

- |
dir & = C,)X}(E(X;L.--«E(Xn))

Ar de inte oberoende tillkommer kovarianstermer och korsderivaror.



