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9.3

a)

Bryt ut x3

lim
x→∞

x2 − 10x+ 1

2x3 + 4x2 + 1
= lim
x→∞

1
x −

10
x2 + 1

x3

2 + 4 4
x + 1

x3

=
0− 0− 0

2 + 0 + 0
= 0

b)

Bryt ut x2

lim
x→∞

x2 − 10x+ 1

3x2 + x
= lim
x→∞

1− 10
x + 1

x2

3 + 1
x2

=
1− 0 + 0

3 + 0
=

1

3

c)

Bryt ut x6

lim
x→∞

(x2 + 1)3

(x3 + 2)2
= lim
x→∞

x6 + 3x4 + 3x2 + 1

x6 + 4x3 + 4
= lim
x→∞

1 + 3
x2 + 3 3

x4 + 1
x6

1 + 4 1
x3 + 4

x6

=
1 + 0 + 0 + 0

1 + 0 + 0
= 1

d)

Bryt ut x

lim
x→∞

x2 + 10x+ 1

2x+ 1
= lim
x→∞

x+ 10 + 1
x

2 + 1
x

=
∞+ 10 + 0

2 + 0
=∞

9.5

a)

Bryt ut 2x och använd standardgränsvärdet limx→∞
xα

ax = 0.

lim
x→∞

x8 + 4x+ 2x

2x + x6 + 1
= lim
x→∞

x8

2x + 4x
2x + 1

1 + x6

2x + 1
2x

=
0 + 0 + 1

1 + 0 + 0
= 1

b)

Bryt ut ex och använd standardgränsvärdena limx→∞
xα

ax = 0,

limx→∞
logb x
ax = 0 och limx→∞ ax = 0, |a| < 1.

lim
x→∞

ex + 2.5x + lnx

2ex + x10
= lim
x→∞

1 + 2.5x

ex + ln x
ex

2 + x10

ex

= lim
x→∞

1 +
(
2.5
e

)x
+ ln x

ex

2 + x10

ex

=
1 + 0 + 0

2 + 0
=

1

2

Observera att 2.5
e < 1.
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9.6

a)

Gör ett variabelbyte och använd standardgränsvärdet limx→∞
xα

ax = 0.

lim
x→∞

(lnx)300

x
=

[
t = lnx =⇒ x = et

x→∞ =⇒ t→∞

]
= lim
t→∞

t300

et
= 0

b)

lim
x→∞

ln(5x2)

ln(6x3)
= lim
x→∞

ln 5 + 2 lnx

ln 6 + 3 lnx
= lim
x→∞

ln 5
ln x + 2
ln 6
ln x + 3

=
0 + 2

0 + 3
=

2

3

c)

lim
x→∞

x lnx

x+ lnx
=

[
t = lnx =⇒ x = et

x→∞ =⇒ t→∞

]
= lim
x→∞

tet

et + t

= lim
x→∞

t

1 + t
et

=
∞

1 + 0
=∞

9.8

a)

lim
x→∞

sinx

x2
= lim
x→∞

1

x2
· sinx = 0

Det sista steget gäller eftersom sinx är begränsad och limx→∞
1
x2 = 0. Detta enligt följdsatsen

till instängningssatsen.

b)

lim
x→∞

cosx

lnx
= lim
x→∞

cosx · 1

lnx
= 0

Det sista steget gäller eftersom cosx är begränsad och limx→∞
1

ln x = 0. Detta enligt följdsatsen
till instängningssatsen.

c)

Eftersom det inte finns funktioner som kan stänga in x sinx (funktionen kan bli hur liten som
helst och hur stor som helst) är den enda slutsatsen att ett gränsvärde inte existerar.

d)

Notera att limx→∞ arctanx = π
2

lim
x→∞

lnx

arctanx
= lim
x→∞

lnx · 1

arctanx
=∞ · 2

π
=∞
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9.10

b)

Förläng med konjugatet och bryt ut x2. Eftersom vi jobbar med positiva värden p̊a x kan vi
sätta

√
x2 = x.

lim
x→∞

(
√
x2 + 3x−

√
x2 + 1)

= lim
x→∞

(
√
x2 + 3x−

√
x2 + 1)(

√
x2 + 3x+

√
x2 + 1)√

x2 + 3x+
√
x2 + 1

= lim
x→∞

3x− 1√
x2 + 3x+

√
x2 + 1

= lim
x→∞

3− 1
x√

1 + 3
x +

√
1 + 1

x2

=
3− 0√

1 + 0 +
√

1 + 0
=

3

2

c)

Samma tillvägag̊angssätt som i b). Den här g̊angen jobbar vi med negativa värden p̊a x s̊a sätt√
x2 = −x istället.

lim
x→−∞

(
√
x2 + 3x−

√
x2 + 1)

= lim
x→−∞

(
√
x2 + 3x−

√
x2 + 1)(

√
x2 + 3x+

√
x2 + 1)√

x2 + 3x+
√
x2 + 1

= lim
x→−∞

3x− 1√
x2 + 3x+

√
x2 + 1

= lim
x→−∞

−
3− 1

x√
1 + 3

x +
√

1 + 1
x2

= − 3− 0√
1 + 0 +

√
1 + 0

= −3

2

9.12

a)

Se bokens lösning

b)

lim
x→∞

(
1 +

1

2x

)x
=

[
t = 2x =⇒ x = t

2
x→∞ =⇒ t→∞

]
= lim
t→∞

(
1 +

1

t

) t
2

= lim
t→∞

((
1 +

1

t

)t) 1
2

= e
1
2 =
√
e

c)

lim
x→∞

(
1 +

1

x

) 1
x2

= lim
x→∞

((
1 +

1

x

)x) 1
x3

= e0 = 1
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d)

lim
x→∞

x
2
x = lim

x→∞
eln x

2
x = lim

x→∞
e

2
x ln x = e2·0 = e0 = 1

Observera att limx→∞
ln x
x = 0 är ett standardgränsvärde.

e)

lim
x→∞

(
2 +

1

x

)x
= (2 + 0)∞ = 2∞ =∞

9.13

a)

lim
x→1

x+ 2

x− 3
=

1 + 2

1− 3
= −3

2

b)

lim
x→0

x2 + 2x

x
= lim
x→0

x(x+ 2)

x
= lim
x→0

(x+ 2) = 0 + 2 = 2

c)

lim
x→2

x− 2

x2 − 4
= lim
x→2

x− 2

(x− 2)(x+ 2)
= lim
x→2

1

x+ 2
=

1

2 + 2
=

1

4

9.15

a)

Lutningen är
∆y

∆x
=
x2 − 1

x− 1
=

(x+ 1)(x− 1)

x− 1
= x+ 1

När x g̊ar mot 1 har vi
lim
x→1

(x+ 1) = 2

b)

Lutningen är
∆y

∆x
=
x2 − a2

x− a
=

(x+ a)(x− a)

x− a
= x+ a

När x g̊ar mot a har vi
lim
x→a

(x+ a) = 2a

c)

Se bokens svar.
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9.17

a)

Standardgränsvärde

lim
x→0

ex − 1

x
= 1

b)

lim
x→0

e3x − 1

x
=

[
t = 3x =⇒ x = t

3
x→ 0 =⇒ t→ 0

]
= lim
t→0

et − 1
t
3

= 3 lim
t→0

et − 1

t
= 3 · 1 = 3

c)

Standardgränsvärde

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

d)

lim
x→0

ln(1 + 2x)

7x
=

[
t = 2x =⇒ x = t

2
x→ 0 =⇒ t→ 0

]
= lim
x→0

ln(1 + t)
7
2 t

=
2

7
lim
x→0

ln(1 + t)

t
=

2

7

e)

Standardgränsvärde
lim
x→0+

x lnx = 0

f)

lim
x→0+

2x ln(5x) = lim
x→0+

2x(ln 5 + lnx) = lim
x→0+

2(x ln 5 + x lnx) = 2(0 + 0) = 0

g)

lim
x→0

ln(1 + sinx)

sinx
=

[
t = sinx

x→ 0 =⇒ t→ 0

]
= lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1

h)

lim
x→0

x

sin 3x
=

[
t = 3x =⇒ x = t

3
x→ 0 =⇒ t→ 0

]
= lim
t→0

t
3

sin t
=

1

3
lim
t→0

t

sin t

=
1

3
lim
t→0

(
sin t

t

)−1
=

1

3
· 1−1 =

1

3
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i)

lim
x→0

sinx

sin 3x
= lim
x→0

1

3
· sinx

x
· 3x

sin 3x
= lim
x→0

1

3
· sinx

x
·
(

sin 3x

3x

)−1
=

1

3
· 1 · 1−1 =

1

3

Alternativ lösning (utan standardgränsvärden):

lim
x→0

sinx

sin 3x
= lim
x→0

sinx

sin(x+ 2x)
= lim
x→0

sinx

sinx cos 2x+ cosx sin 2x

= lim
x→0

sinx

sinx(1− 2 sin2 x) + cosx sin 2x

= lim
x→0

sinx

sinx(1− 2 sin2 x) + cosx(2 cosx sinx)
= lim
x→0

1

1− 2 sin2 x+ 2 cos2 x

=
1

1− 0 + 2
=

1

3

j)

lim
x→0

e3x − 1

e4x − 1
= lim
x→0

3

4
· e

3x − 1

3x
· 4x

e4x − 1
= lim
x→0

3

4
· e

3x − 1

3x
·
(
e4x − 1

4x

)−1
=

3

4
· 1 · 1−1 =

3

4

9.18

a)

lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex ln x = e0 = 1

b)

lim
x→0+

(sinx)x = lim
x→0+

ex ln(sin x) = e0 = 1

9.21

a)

lim
x→1

lnx

x3 − x
= lim
x→1

lnx

x(x2 − 1)
=

[
t = x− 1 =⇒ x = t+ 1

x→ 1 =⇒ t→ 0

]
= lim
t→0

ln(t+ 1)

(t+ 1)((t+ 1)2 − 1)
= lim
t→0

ln(t+ 1)

t(t+ 1)(t+ 2)

= lim
t→0

(
1

t+ 1
· 1

t+ 2
· ln(t+ 1)

t

)
= 1 · 1

2
· 1 =

1

2
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b)

lim
x→π

2

sin
(
π
2 − x

)
x− π

2

= lim
x→π

2

−
sin
(
π
2 − x

)
π
2 − x

=

[
t = π

2 − x =⇒ x = π
2 − t

x→ π
2 =⇒ t→ 0

]
= lim
t→0
− sin t

t
= −1

c)

lim
x→0

=
arctan 2x

3x
=

[
t = arctan 2x =⇒ x = 1

2 tan t
x→ 0 =⇒ t→ 0

]
= lim
t→0

t
3
2 tan t

=
2

3
lim
t→0

(
t

sin t
· cos t

)
=

2

3
lim
t→0

((
sin t

t

)−1
· cos t

)
=

2

3
· 1−1 · 1 =

2

3

d)

lim
x→0+

x3e
1
x =

[
t = 1

x =⇒ x = 1
t

x→ 0+ =⇒ t→∞

]
= lim
t→∞

(
1

t

)3

et = lim
t→∞

et

t3
=∞

Det sista steget är standardgränsvärdet limx→∞
ax

xα =∞.

9.25

a)

Funktionen i 7.12 a) är

f(x) =

{
−x, x < 0

x2, x ≥ 0

B̊ade −x och x2 är kontinuerliga funktioner s̊a det återst̊ar att kontrollera gränsöverg̊angen d̊a
x = 0. Allts̊a

lim
x→0−

−x = 0

och
lim
x→0+

x2 = 0

Gränsvärdena är lika och funktionen f är därför kontinuerlig i sin helhet. Funktionen i 7.12 b)
är

g(x) =


1, x < 0

x+ 1, 0 ≤ x < 1

−x2, x ≥ 1

1, x + 1 och −x2 är alla kontiunerliga s̊a det återst̊ar att undersöka gränsöverg̊angarna. Un-
dersöker vi

lim
x→1−

(x+ 1) = 2

och jämför med
lim
x→1+

−x2 = −1

s̊a har vi olika gränsvärden vilket visar att g inte är en kontinuerlig funktion.
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b)

lim
x→1

2x2 − x− 1

x− 1
= lim
x→1

(2x+ 1)(x− 1)

x− 1
= lim
x→1

(2x+ 1) = 3

Eftersom gränsvärdet är lika med 3 sker inget hopp i punkten x = 1 och funktionen h är därför
kontinuerlig.

9.30

a)

1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n
=

1

2

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2n−1

)
=

1

2

n−1∑
k=0

1

2k
=

1

2

n−1∑
k=0

(
1

2

)k

=
1

2
·
(
1
2

)n − 1
1
2 − 1

= −
((

1

2

)n
− 1

)
= 1− 2−n

b)

n∑
k=1

1

2k
=

n−1∑
k=0

1

2k+1
=

n−1∑
k=0

(
1

2

)k+1

=

n−1∑
k=0

1

2
·
(

1

2

)k
=

1

2

n−1∑
k=0

(
1

2

)k

=
1

2
·
(
1
2

)n − 1
1
2 − 1

= −
((

1

2

)n
− 1

)
= 1− 2−n

c)

lim
n→∞

n∑
k=1

1

2k
= lim
n→∞

(1− 2−n) = 1− 0 = 1

d)

∞∑
k=1

1

2k
= lim
n→∞

n∑
k=1

1

2k
= 1− 0 = 1

9.31

a)

∞∑
k=1

(
1

3

)k
=

∞∑
k=0

(
1

3

)k
− 1 = lim

n→∞

n∑
k=0

(
1

3

)k
− 1 = lim

n→∞

(
1
3

)n+1 − 1
1
3 − 1

− 1 =

lim
n→∞

−
(
1
3

)n − 3

2
− 1 = −0− 3

2
− 1 =

1

2
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b)

∞∑
k=1

(
−1

3

)k
=

∞∑
k=0

(
−1

3

)k
− 1 = lim

n→∞

n∑
k=0

(
−1

3

)k
− 1 = lim

n→∞

(
− 1

3

)n+1 − 1

− 1
3 − 1

− 1

= lim
n→∞

(
1
3

)n
+ 3

4
− 1 =

0 + 3

4
− 1 = −1

4

c)

∞∑
k=0

2k

3k
=

∞∑
k=0

(
2

3

)k
= lim
n→∞

n∑
k=0

(
2

3

)k
= lim
n→∞

(
2
3

)n+1 − 1
2
3 − 1

= lim
n→∞

3−
(

2

3

)n
= 3− 0 = 3

d)

∞∑
k=1

2k =

∞∑
k=0

2k − 1 = lim
n→∞

n∑
k=0

2k − 1 = lim
n→∞

2n+1 − 1

2− 1
− 1 = lim

n→∞
2n − 3

2
=∞− 2

3
=∞

9.32

a)

Se bokens lösning.

b)

Precis som i a) s̊a konvergerar serien för |x| < 1. För dessa x konvergerar summan till

∞∑
k=1

xk =

∞∑
k=0

xk − 1 = lim
n→∞

n∑
k=0

xk − 1 = lim
n→∞

xn+1 − 1

x− 1
− 1 = lim

n→∞

xnx− 1

x− 1
− 1

=
0 · x− 1

x− 1
− 1 =

x

1− x
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