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10.6
a)

Tangentens ekvation ges av
a) = f'(a)(z - a)

- f(
I det hér fallet ar f(x) = cos2x och a—% Derivatan av f ar
f(x) = Dcos2x = D(2x) - (—sin2x) = —2sin 2z
Vi har da - - - - - -
v=1(5)=1(5) (e-5) =v-cosg=-2smg- (o~ )
yff*f\f(a:ff)ﬁy* \er +7Tf

Normalens ekvation ar

f(a) 1 ( ) 1 1 ( 7T)<:> 1 er1 s
—fla)=———(z—a ——=—(z—= =—z+--—=
! F'(a) SRR A VRV MR Ve
10.8
a)
D(e** —sin3z) = De** — Dsin3x = ** - D(2x) — cos 3z - D(3z) = 2¢** — 3cos 3z
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a)

D(e**sin3x) = D(e**)-sin 3z +e*” - Dsin 32 = 2¢** sin 3z + 3€?” cos 3z = **(2sin 3z + 3 cos 3x)

b)
D(e "(x* +2))=D(e ™) - (2 +2) +e " D@’ +1z) = —e (2% +z)+e (20 +1)
=e (-2’ +z+1)
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f)
D(zln|z|) = D(z)In|z| + zDn|z| = ln|z| + « - % =In|z|+1
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a)

1 2z
D(n(1+2%) =D(1+a%) ;05 = 103




b)

f)

g)

h)

2Inz

D(lnz)?> = D(lnz)-2Inz =

cos\x = cos /@

D(siny/x) = D(\/x) - cos/z = N

1
2z

Dsin®x = D(sinz) - 3sin® z = 3cos xsin® x

1
Dtan®z = D(tanz) - 2tanz = —
cos? x cos? x

1
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b)

1 1 e’

Jio@e)r Vs Vo

D arcsin(e”) = D(e") -
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1 1

D2* =De? = De*™2 = D(zIn2) - e*P2 =In2. M2 =n2.27
d)
Daz® =De* = De*™® = D(zInz)-e*™® = D(zlnz)-2° = (D(x) -Inz+z-Dinx) - 2°

1
=(lnz+x- E)xx =(lnxz+1)z"

10.17

d d , _ , _

= (pO (VD) = 20 =P O V) +p) V(1) - 14 V() =0

o POV 1AWV @)™t p(t) V() - 14
o= v Vo
Vi har givet p =5, V = 56 och V' = 4. Sétt in dessa i ekvationen och rakna ut p’
, 5-4-14
e A

Trycket minskar med 0.5 atm/s.

10.18

Stéall upp ett uttryck for det horisontella avstandet [ med avseende pa tiden, enheten for stricka
ar km och enheten for tid ar h.

I(t) = 15 — vt = 15 — 600t

Sambandet mellan vinkeln och det horisontella avstandet ar
5 5
tanf(t) = — <= 0(t) = arctan —
and(t) 10 (t) = arctan I
Vi dr intresserade av hur snabbt vinkeln dndrar sig sa vi deriverar med avseende pa tiden
d d 5 d 5 1 50'(t) 1
0'(t) = —0(t) = — arctan — = — () . =— .
dt dt NG dt \ (¢ 2 1(1))? 2
® D)) O ()
(

)
_ 5 1 _ 5
I0)? 1+agoe () +25

Vi &r intresserade av vinkelns forandring da ¢ = 0. Noterar att I'(¢) = —600. Da far vi 1(0) = 15
och I'(0) = —600. Insatt ger de

50'(0) 5 - (—600)

0'(0) = — =—
) 1(0)2 425 152 + 25

=12

Vinkeln dndrar sig 12 rad/h.




10.19
”Langden 6kar med en hastighet proportionell mot langden”. Detta kan uttryckas som
U'=cl

dér [ ar langden och ¢ en konstant. Beteckna cylinderns volym med V och dess radie med r.
Sambandet mellan radie, 1dngd och volym é&r

V =mr?l
Derivera volymen med avseende pa tiden sa erhalls
V' = (ar?l) = 2mr'rl + wr?l! = 2nr'rl + wriel = wrl(2r' + re)
Vi antar att volymen ar konstant vilket innebar att V/ = 0. Detta ger
V' =0« 7ri(2r' + rc) :0<:>2r’+rc:0<:>r’:—§r

Definiera d = £, da har vi

C
29
r’' = —dr

vilket visar att radien minskar med en hastighet proportionell mot radien.

10.24

a)

Se bokens 16sning
b)

Derivera f
f'(z) =32% -3

Séatt derivatan till noll

flz)=0+=32"-3=0<=2’=1<= o1 =+1

Vi har alltsa stationéra punkter i x = —1 och x = 1. Stall upp teckentabellen
x| -1 1
fflxy |+ 0 — 0 +
f@) |74 2 N =2 /7
Har ser vi att z = —1 &r ett lokalt maximum och = = 1 ett lokalt minimum till f.

c)

Derivera f
f'(x) = 2ze® + 2% = ze®(2 4 )

Satt derivatan till noll. Notera att e® # 0 for alla x.
f@)=0<=2e"2+2)=0<=z2(2+2)=0

Ekvationen har enligt faktorsatsen losningarna @ = —2 och = 0 vilket ocksa &r stationira
punkter till f. S&att upp teckentabellen for att bestdmma extrempunkter.



x‘ -2 0

flx) | + 0 - 0 +

fl@) | /4 4e™® N 0
Har ser vi att o = —2 ar ett lokalt maximum och x = 0 ett lokalt minimum till f.
d)
Derivera f

f'(x) = 5cos (2 + sinx)*

Satt nu derivatan till noll. Observera att —1 < sinz < 1 for alla z vilket medfor att (2+sin x)4 #*
0 for alla z.

f’(x):0<:>5cosx(2+sinx)4:0<:>5cosx:0<:>cosx:0<:>x:g+7rk

déar k € Z. Eftersom f ar 2m-periodisk racker det att undersoka stationdra punkter i ett intervall
av langden 27. Vi véljer (—m, 7). Stéll upp teckentabellen

r | —3 3
frley ] =0+ 0 =
fle) |~ 1 7~ 243 N
Vi kan dra slutsatsen att x = § + 27k ér lokala maximipunkter och * = —7 + 2wk &r lokala

minimipunkter.

e)
Forst observerar vi att f inte &r definierad i x = +1. Derivera f

_ 32%(2% — 1) —23(22)  2%(2? - 3)

@-17 T @1

f'(x)
Satt derivatan till noll.

f’(x):0<:>x(2x(;:2__1)32)=O<:>x2(x2—3)20<:>x2(x+\/§)(x—\/§)20

Ekvationen har enligt faktorsatsen losningarna = = 0 och z = 4+/3 vilket ocksa #r de stationira
punkterna till f. Stall upp teckentabellen

z | -3 ~1 0 1 V3
() | + 0 - 0 - 0 - 1 - 0 +
F@ |7 =3 N 0 N 0 N N B
Vi ser att # = —+/3 ir en lokal maximipunkt och 2 = v/3 en lokal minimipunkt. = = 0 &r ingen

extrempunkt utan en terasspunkt.

10.25

Hér ar det bara att ga igenom tabellerna i foregaende uppgift. Vi har da for varje uppgift lokala
maximivirden a) saknas, b) 2, ¢) 4e72, d) 243 och e) —3—\2/5.

De lokala minimivérdena &r a) 3, b) —2, ¢) 0, d) 1 och e) 37‘/5




10.28

a)

Se bokens 16sning.
b)

Starta med x — 0o

k= tim 2%~ i (1—1—1):0—1—0:—1

T—00 I T—o00 \ T 2

och

T—00 T—00 T—00 x2

m = lim (f(z) — kz) = lim (f(z) +z) = lim (1—1> =1-0=1

Resultatet blir identiskt da x — —oo sa de sneda asymptoterna till f &r

y=1—=x
da x — +oo.
c)
Starta med x — 0o
222 41 2+L 240
k= tim 2% i S T L

och

m = lim (f(z) — kz) = lim (f(z) +2z) = lim (2x2+1 —2:U> = lim l:O

T—00 T—00 r—00 €T r—00 I

Resultatet blir identiskt da x — —oo sa de sneda asymptoterna till f ar

y=2x
da x — +o0.
10.31
a)
Vi har
3 _ A2 144 3 —0—
k= lim ()1 T 4x+3m:hm >tz 1-0 0_1
r—+oco xr Tt 3 — r—+o0 1—1—12 1—-0
och 54?13
. . . r° —4x° + 3x
m= lim (f(@)—ke)= lm = lm (xz_l—QC)
.2 —da? + 3 —z(2® - 1) . 42?4 4x . dx(l—x)
= lim = lim ———= lim —~
r—+oo J;2 —1 r—+oo .1:2 —1 r—+oo ],‘2 —1
42(1 — 4 4 4
=) oy Ay -y

De sneda asymptoterna ar y = x — 4 da x — +o0.

10



b)

Vi har
1 2 1
k= lim Lx) = lim - arctan S lim — arctan * T = 0-arctan oo =0- +7 - 0
r—+oo I r—+oo I r—1 r—+oo I 1— P 2
och
. . . a? .
m = J;Erfoo(f(x) —kz) = lll)rinoo (x) = lll)rinoo arctan e Lgrfoo arctan — T
= arctan oo = j:g
De sneda asymptoterna till f éry =5 di o - oo och y = -7 da x — —oo0.
10.32

a)

Vi borjar med att hitta alla extrempunkter. Derivera f

20(x+1)* —2?2(x +1)  2z(x+1) — 222 2z

/ p—
f(@) (z+ 1)* (z+1)3 (z+1)3
Satt derivatan till noll och hitta nollstallen

2x

/
= _—_— 2 = =
f'(x) 0<:>(x+1)3 0=2r=0<=2=0

Vi har en stationédr punkt i x = 0. Undersck om det ar en extrempunkt genom teckentabell

T ‘ 0
fill@) | = 0 +
f@) |~ 0

Vi ser att x = 0 &r en lokal minimipunkt och &r alltsa en extrempunkt. Vi underséker nu
asymptoter

. flx) T . z . 1 0
k= lim —=—+—= lim —— = lim 1 = =
z—doo (x+1)2 z—odoo 22 4+ 2+ 1 zﬂ:ﬁ:ool—‘,—;—i—m—z 1+0+0
och
. . . x? 5 x?

. 1 1
lim T = =

Vi har en asymptot y =1 da x — +o0

11



10.33
a)

Derivatan av f ar

2
/ .
(@) 422 + 1
Satt den till noll och hitta alla nollstéllen
f’(m)—O@l—i—0<:>4x2+1—2<:>x2—1<:>1‘—:t1
- 42 4+1 B 4 T2
Stéll upp en teckentabell
z_| —3 2
fl(x) | + 0 - 0 +
f@) | /A 3+F N\ 35— N
Vi ser att vi har tva extrempunkter i x = j:%.
b)
Derivatan av f ar
Inzx —1
() —
f (Z‘) - (lnx)2
Satt derivatan till noll och hitta alla nollstéllen
Inz—1
f’(m):O@zﬁT)Q:O@Inleﬁx:e
Stall upp en teckentabell
x ‘ e
flle)y | = 0 +
f@) |\ e
Vi ser att z = e ar en lokal minimipunkt.
10.34
a)
Derivatan av f &ar
fl(x)=2x+2
som har nollstallet x = —1. Vi undersdker nollstéllet och intervallets dndpunkter genom att

sétta in dem i f
f(=2)=0, f(=1)=-1 och f(1)=3

Vi ser att f antar det minsta vérdet -1 och det storsta virdet 3 pa intervallet I.

12



c)

Derivatan av f &ar
flxy=e®—xe®=e"(1—2)

Derivatans nollstéllen ar x = 1. Vi underscker nollstallet och intervallets &ndpunkter genom att

sitta in dem i f ) )
f(0) =0, f(l)ZE och f(2) ==

e2

Vi ser att f antar det minsta vardet 0 och det storsta vardet % pa intervallet I.

10.37
a)
Vi underscker ”andpunkterna” i intervallet dvs. x = —o0 och & = cc.
4

lim z'e™® = lim == =0

T—00 r—o00 ¥
Observera att detta ar ett standardgrénsvarde.

lim zle ™ = t=re=a=—t]_ lim tte’ = o0
T——00 r— —00 =1t 00 t—o0

Vi undersoker eventuella extrempunkter ocksa
fl(x) =4aPe ™ —xte ™™ =23 (4 — 1)
Derivatan har nollstéllen i * = 0 och z = 4. Vi stéller upp en teckentabell

z | 0 4
ffle) | = 0 + 0 —
f@y |~ 0 N &

Vi ser hér att funktionen har tva extrempunkter i z = 0 och = 4. Funktionen antar ett minsta
véarde 0 i x = 0 och ett storsta viarde saknas.

10.38

Eftersom funktionerna ar kontinuerliga sa antar de alla virden mellan minsta och storsta varde.

a)

Hér var minsta virde —1 och storsta virde 3. Viardeméngden ar da [—1, 3].

c)

Hiir var minsta viirde 0 och storsta viirde e~!. Virdemiingden ér da [0,e].

10.39

Hir saknades minsta viirde och storsta viirde var 27e 3. Virdemiingden ér da [—oo, 27e73].

13



10.40

Volymen av en cylinder ges av
V =nr?h

dér r ar cylinderns radie och h ar hojden. Arean av burken ges av
A=mr?+2nrh

Det ar arean vi vill minimera. For att fa arean som en funktion av en variabel 16ser vi ut h ur
volymekvationen ovan

V= m?h e h=

mr2
Ersatt h 1 areackvationen sa erhalls
1% 2V
A=mr®+2rrh = mr? + 271 <2) =mr? 4+ =
mr r

Derivera arean med avseende pa radien

2V 23 — 2V
r_ _
A _277,‘_1"72_7"72

Vi letar efter extrempunkter sa vi satter derivatan till noll och tar fram nollstéllena

23 — 2V 1% 1%
A’:0<:>W72:0<:>2m~3—2V:0<:>r3:—<:>r: o) —
T v v

Stéll upp en teckentabell for att undersdka punkten

r ‘ 3 %
Ar) | — 0 +
A(r) | N\ Va

3/V

Vi ser att 7 = {/ = ér en lokal minimipunkt och da vi har som minst materialatgang. Slutligen

undersoker vi vad héjden ar vid denna radie

P A G 4 _V<V>§_<V>§_3V
== 7 = =—(—) =) ={=
wr 71_(3/%) W(Z>3 s s s ™

T

10.42

Vi anvander samma beteckningar som i tipset till uppgiften. Vi vill alltsa minimera f vilket vi
gbr genom att derivera

1

164+ 2%)  ———— +1
( ) 2v/16 + z2

fiw) =2 ((16 ) s - 1) +

T T 3z
=2 ——-1| + +1= -1
<\/16+x2 ) V16 + 2 V16 + 2

14



Hitta derivatans nollstallen
3
"2)=0¢= —— - 1=0<=3z=V16+22 = (32)? = 16 + 2% —
fz) Nirres (32)

812 =16 <= 1> =2 <=z =42

Satt i 16sningarna i derivatan sa upptéicks att = = —+/2 &r en falsk rot. Saledes ar x = /2
den enda punkt vi behover kolla. Funktionen f ar kontinuerlig sa vi behdver bara kolla defini-
tionsméngdens dndpunkter och den stationéra punkten for att hitta ett minimum.

f(~16) ~129,5, f(v/2)~ 75,3 och f(24)~ 113

Vi ser att 2 = v/2 minimerar funktionen. Svaret pa uppgiften ér alltsa att anslutningsvigen ska
byggas fran en punkt 24 — v/2 km rakt norr om A.

10.44

Avstandet (d) fran en punkt (z,y) till origo erhalls genom pythagoras sats och ar i vart fall

d= \/x2+y2:\/x2+(1—x2)2: \/x2+1—2x2+x4: \/304—3:2—1—1
Vi deriverar avstandet med avseende pa x

1 o x(22? - 1)
Wrt—ax24+1 Vet —x2+1

d(z) = (42® — 22)

Vi hittar nollstallen till d’
(222 — 1)

- 2+1:0<:>x(2x271):0<:>x(x\/§+1)(x\/§*1):0
xr= —Xx

d(z) =0+
som enligt faktorsatsen har nollstéllena = 0 och x = :i:iz. Eftersom d ar kontinuerlig sa hittar

vi minimum genom att undersoka de stationdra punkterna och funktionens &ndpunkter vilka ar
—o0 och oo.

1 V3 1 V3
—00) = 00, =Y 0) =1, — | =— och 00) = 00
fesy =, f(-5) = 10 =1 f(F5) =% o f0)
Vi ser att ¢ = :t% ar funktionens minimum. Motsvarande y-virde &r
1 1
= 1 — 2 = 1 _—_ = =
Y v 2~ 2

10.45

Kalla tangeringspunkten for (a,e™%), a > 0. Tangentens lutning (k) ges av derivatan i punkten
T = a dvs.
k=y'(a) =—e"

Tangentens m-varde far vi genom att 16sa ekvationen

y=kr+m<=e *=—-ae +m<<=m=e (1+a)

15



Tangentens ekvation ges alltsa av
y=e ‘“(—x+1+a)
Tangenten skéir x-axeln i (1 + a,0) och y-axeln i (0,e~%(1 + a)). Triangelns area ges déarfoér av

e (1 +a)?
2

A:

Vi deriverar arean for att maximera den

s —e*(14+a)?+2*(1+a) e *(1+a)(l—a)
a 2 B 2

Derivatan har nollstéllen i +a men vi &r bara intreserade av icke negativa virden pa a sa vi haller
oss till a = 1. Eftersom A &r kontinuerlig kan vi hitta maximum genom att undersoka stationéra
punkter och &ndpunkterna i definitionsméngden

A(0) = A(l)=2¢"! och A(cc) =0

57

Vi ser hiir att triangeln blir som stérst dd a = 1 med arean 2e~".

10.50

2x

Vi infor ett koordinatsystem med origo i mitten av cirkeln som i figuren ovan. Med systemet blir
rektangelns bredd 2z och dess hojd 2y. Om vi later punkten (x,y) ligga pa cirkelns hogra 6vre
del (sa som i figuren) sa kan y uttryckas i « genom cirkelns ekvation

r2:x2+y2:>y:\/m

med begransningarna 0 < x < r och 0 < y < V7?2 —z2. Vi uppdaterar nu W med de nya
beteckningarna

(20)(2y)° _ dwy? e (Vr? —a?)  da(r® —a?)

W p— = P—
6 3 3 3
Vi ar ute efter att maximera W sa vi deriverar
W(z) = 4(r? ;3302)

16



Vi hittar alla nollstallen till W’

4 2 _ 2 2 3
W’(x):O@»w:O<:>r273x2:0<:>x2:r—@x:iL:iir
3 3 V3 3
Av dessa l6sningar ar det x = @r som ligger inom det sokta intervallet. Det &r latt att

kontrollera att detta dr den mest optimala losningen. Eftersom W é&r kontinuerlig récker det
med att kontrollera de stationdra punkterna och dndpunkterna i definitionsméngden for att

avgora optimum. Eftersom W (0) =0, W(r) =0 och W (@r) > 0. Motsvarande y-vérde ar

2
r2 _ ﬁr - /rz_lr:,lgrzz g-§r2:1/§r2:@r
3 3 3 3 3 9 3

Slutligen far vi inte glomma bort att bredden och héjden av rektangeln ges av 2x respective 2y
sa att slutresultatet blir
V6

2z = 2£T och 2y=2—r
3 3

y:

10.69

Antag att f ar deriverbar. D4 ar derivatan

f,(x):{Qstra, <1

1, x>1

Eftersom vi antagit att funktionen &ar deriverbar ska det gélla att véansterderivatan ar lika med
hogerderivatan i varje punkt. Speciellt i fallet da z =1

ff)=fll)<=21+a=1+=a=-1
Om en funktion &r deriverbar i en punkt sa medfoljer det ocksa att den &r kontinuerlig dar dvs.

lim f(r) = lim f(z) <= lim 2?2 —2+b= lim 2+2<=1>-1+b=1+2=<=b=3

r—1— r—1t T—1— z—1t

10.72
Df(z) = D(arctan(e®) + arctan(e™ ")) = D arctan(e”) + D arctan(e” ")

1 1 e’ e "

=D(*) ——— + D(e™*)- = —
() 1+ (e)? ™) 14 (e=®)? 1+e¥ 14e 2
B e®(1 4 e=27) e (1 + e®) B e®(1+4e72%) — e (1 + %)
(1 4e2@)(1+e22)  (1+e2@)(1+e22) (1+e2®)(1+ e—27)
e +e P —e T —¢e* 0

Tt e (Ite)  (I+em)(1+e )

17



10.73

x D(z)(x+1)—azD(x+1) 1-(x+1)—z-1 1

z+1 (z+1)2 T @+1? (@12

b)

(14 2)?

2z +3 D(2x 4 3)v4x? + 122 + 10 — (22 + 3)D(V4a? + 12z + 10)

VaAzZ £ 122 + 10 122 + 122 + 10

2V/Ax? 122 1 10 — (2x + 3)D(42® + 122 + 10)5 b
422 + 122 + 10
2v42? + 120+ 10 — (22 + 3) (82 + 12) 5 it
422 + 122 + 10

VA 120110 2V 120410 - (22 4 3)(82 4 12) ot

Vdz? + 122 + 10 422 + 122 + 10

 2(4a* 4122 + 10) — 32z + 3)(8z + 12)  2(4a* 4122 + 10) — 32z + 3)(8z + 12)

(422 4+ 122 + 1)V4x2 + 122 + 10 (422 4+ 122 4 10)2

2(2e+3)2+1) -2 +3)Br+12)  2((2z+3)+1) -2z +3)> 2

(422 + 12z + 10)2 (422 + 12z 4+ 10)2 (422 + 12z 4 10)

3
2

d)

D (@ +1)Va? +1) = D(a? +1)} =

D(x2+1)- (2% +1)2 = ;zx.(gﬂﬂ)% =3x(2?+1)7

N W
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10.79
a)

Tangentens ekvation ges av
y—fla)=f'(a)(x —a)
I vart fall har vi f(x) = In+/z och a = 1. Vi borjar med att derivera
1
- 2x/x

8

['@)=DinE=DVE- 1 = 5o

Vi kan nu fa fram tangentens ekvation

y—f)=fW)(z—1)<=y-—vl= ﬁ

b)
Samma tillvigagangssiatt. Nu ar f(x) = 27% och a = 0 Vi deriverar

f'(x)=D27" = De™? " = De™*"2 = D(—21n2)e "2 = D(—21n2)27"% = —In(2)27°
Tangentens ekvation &r da

y—fO)=f(0)(z-0)<=y—-2"=-m?2)2 %2«=y—-1=-InQzr <= y=-In2z+1

10.80

Tangentens ekvation ges av
y = fla) = f(a)(z - a)
I vart fall har vi f(z) = In(z + V1 + 2?) och a = 0. Vi bérjar med att derivera

(1+DVI+a?)- L

") =DlIn(z + 1+ 22) =D(z+ 1+ 22)- _—
f(@) = Din( )= D ) Vi

1
r+vV1+a2

1 1 T 1
=(1+D1+2%- ) —<1+ )
( W) S ie) savices iz ) i vis et

(V14 a? 1 B 1
V1422 r+vV1+22 V1422

Tangentens ekvation blir

1 1
y*f(a):*f (xfa)@yff(o):—m

1
(x70)<:>y70:71x<:>y:7x
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